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1. Séries de Fourier.

2. Exemplo.

- Integracao de funcoes trigonométricas.



Series de Fourier



-

e

VR

» Séries de Fourier expressam muitas
funcdes como uma série de senos e cossenos.
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Séries de Fourier expressam muitas
funcdes como uma série de senos e cossenos.

Algumas propriedades com periodicidade e
ortogonalidade sao relevantes para defini-la.

As séries de Fourier foram criadas em 1807 por Jean
Fourier para o estudo de transferéncia de calor.

Atualmente, elas sao usadas em analise de
vibracoes, acustica, optica, processamento de sinais,
processamento de imagens e econometria.



» Uma funcado f é periddica, com periodo T > 0, se
f(x+T)=f(x)

» Qualquer multiplo de T também sera o periodo.
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fx+T)=f(x).
» Qualquer multiplo de T também sera o periodo.
> Se f e g sao funcgdes periddicas de periodo T,
entao:
fg éperiddica; Cif + C,g também é periddica.

Exemplos ‘ T ‘
fmsens T=2m PN\ /0N
g = sen2x | NN NS \/

prof. Henrique A M Faria 11



» Uma funcado f é periddica, com periodo T > 0, se
fx+T)=f(x).

» Qualquer multiplo de T também sera o periodo.

> Se f e g sao funcgdes periddicas de periodo T,
entao:
fg éperiddica; Cif + C,g também é periddica.

Exemplos T

f=senx T =2m m m
A - \

g=sen2x T=m
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» Duas fungdes f e g sdao ortogonais se o produto
interno entreelas< f,g > = 0.

» O produto escalar da geometria é um caso
particular do produto interno de funcoes.
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Duas fun¢des f e g sao ortogonais se o produto
interno entreelas< f,g > = 0.

O produto escalar da geometria € um caso
particular do produto interno de funcoes.

O produto interno de funcoes é representado por
uma integral:

<f,g>=| fx)glx)dx

Caso o resultado da integral seja nulo, as fungdes f
e g serao ortogonais entre si (seus vetores
aproximacao sao ortogonais).
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» Propriedades de ortogonalidade do seno e cosseno.

T

f sen(nx)cos(mx)dx = 0 V n,m > 0 inteiros

—T1T

16



» Propriedades de ortogonalidade do seno e cosseno.

T

f sen(nx)cos(mx)dx = 0 V n,m > 0 inteiros
—T1T
n
fcos(nx)cos(mx)dx = {0 sen #m
g T sen=m

17



» Propriedades de ortogonalidade do seno e cosseno.

/A
f sen(nx)cos(mx)dx = 0 V n,m > 0 inteiros
—T1T
/A
fcos(nx)cos(mx)dx = {0 sen #m
T sen =m
—T1T
T
fsen(nx)sen(mx)dx = )0 sen#m
n T sen=m
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» A maiorias das funcoes podem ser AR
representadas por uma série de Fourier da forma:

a, >
f(x) = ) + Z (a,, cosnx + b,, sen nx)
n=1
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hond]

» A maiorias das funcoes podem ser AR
representadas por uma série de Fourier da forma:

f(x)—70 Z (a,, cosnx + b,, sen nx)

» Esta série converge no intervalo —m < x < 7.

» Como as funcdes seno e cosseno sao periodicas a
série ira convergir para todo x.
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A maiorias das funcoes podem ser AR &v%ﬂd
representadas por uma série de Fourier da forma:

f(x)—70 Z (a,, cosnx + b,, sen nx)

Esta série converge no intervalo —m < x < .

Como as funcdes seno e cosseno sao periodicas a
série ira convergir para todo x.

A propriedade da ortogonalidade permite o calculo
dos coeficientes ay, a,, e b,
22



Calculo do coeficiente a

v’ Integra-se a série de Fourier termo a termo.

T T a() * T T
f f(x) dxzf 7dx+2(anf cosnxdx+bnf sen nx dx)
—TT —TT n=1 —TT —TT
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Calculo do coeficiente a

v’ Integra-se a série de Fourier termo a termo.

f;f(x) dx = f;% dx +Z(an f;co;ZVc(zx + b, f;sey/zglx)
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Calculo do coeficiente a

v’ Integra-se a série de Fourier termo a termo.
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Calculo do coeficiente a,

v' Multiplica-se a série por cosmx (m inteiro) e integra-
se a série de Fourier termo a termo.

> T T
+ z (a, f cosmx cosnxdx + by, f cosmxsennx dx)
n=1 —TT -1
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Calculo do coeficiente a,

v' Multiplica-se a série por cosmx (m inteiro) e integra-
se a série de Fourier termo a termo.
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Calculo do coeficiente a,

v' Multiplica-se a série por cosmx (m inteiro) e integra-
se a série de Fourier termo a termo.

v" O inteiro m é fixo, e o inteiro n varia na série.

v Entdo, a Unica integral que n3o se anula do lado

direito € a do duplo cosseno quando m = n.
31
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culo do coeficiente a,, (m = n)

rTL’ T

f()cosnxdx =a,, | cos*nxdx
T

/[

prof. Henrique A M Faria
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Ca

culo do coeficiente a,, (m = n)

f()cosnxdx =a,, | cos*nxdx

[ [ 4

1
=a, | (5 +ECOSZTLX)dx

[ 4

prof. Henrique A M Faria
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Ca

culo do coeficiente a,, (m = n)

f f(x)cosnx dx = a,nf cos*nx dx

[

—anj ( + = cosan)dx

77:1 1 T
=anU —dx+—j cosandx]
—nz 2 —TT

prof. Henrique A M Faria
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Ca

culo do coeficiente a,, (m = n)

f()cosnxdx =a,, | cos*nxdx
[ A [ A
™1
=a, _n(z +ECOSZ’I’lx)dX
=anU —dx+—j C andx]
—nz 2 T
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Ca

culo do coeficiente a,, (m = n)

rTC T
f()cosnxdx =a,, | cos*nxdx
[ A [ A
™1
=a, _n(z +ECOSZTLX)dX
[ 71'1 1 T -
=anf —dx+—j C andx]
—nz 2 T
T
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Ca

culo do coeficiente a,, (m = n)

rTC T
f()cosnxdx =a,, | cos*nxdx
[ A [ A
™1
=a, _n(z + > cos2nx) dx
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Calculo do coeficiente a,, (m = n)

1 1
=a, | (z+=cos2nx)dx
2 2

=an[fn%dx+%jnc Z‘nxdx]
fnf(x)cosnxdx=nan = an=% f(x)cosnx dx

v' 0 b,, é obtido multiplicando-se a série por senmx.

prof. Henrique A M Faria

38



a T
f(x) =?0+2(ancosnx+bnsennx) ao:lf f(x)dx
n=1 J-n

—lf f(x)cosnxdx b —lf f(x)sennx dx
an = n =
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a
f(x)=?0+2(ancosnx+bnsennx) %:lfnf(X)dx
n=1 ) _g

» Para um intervalo mais geral L.

Ao g
fx) = 7+ z(an cos nx + b,, sen nx) a :% f(x) dx
~L

n=1

_1fL ) nmx b—lfL ) nmx
a"_L _focos T n =7 _fosen 7
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Exemplo 2: Determinar a série de Fourier da func3o.

flx)=x X € [—m, m]
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Exemplo 2: Determinar a série de Fourier da func3o.
fx)=x X € [—m, m]

v" Calculo dos coeficientes a, e a,,.

1 L
a0=z _Lf(x)dx
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Exemplo 2: Determinar a série de Fourier da func3o.
fx)=x X € [—m, m]

v" Calculo dos coeficientes a, e a,,.

1 (L 1 (T 1[x2] ™
a,=-| f)dx = a0=—f xdxz—l—] = a,=0
—L —TT

L I8 | 2 o
1t ) nmx
n =7 _focos T
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Exemplo 2: Determinar a série de Fourier da func3o.
fx)=x X € [—m, m]

v" Calculo dos coeficientes a, e a,,.

1 (L 1 (T 1[x2] ™
a,=-| f)dx = a0=—f xdxz—l—] = a,=0
VIA

L), T)_ ml 2] _
NmITX 1" NmITX
a, = f f(x)cos—dx = a, =—j X c0S— dx
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Exemplo 2: Determinar a série de Fourier da func3o.
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Exemplo 2: Determinar a série de Fourier da func3o.
fx)=x X € [—m, m]

v" Calculo dos coeficientes a, e a,,.

1 (L 1 (T 1[x2] ™
a,=-| f)dx = a0=—f xdxz—l—] = a,=0
VIA

L), T)_ ml 2] _
Nwx 1 (™ NmITx
a, = f f(x)cos—dx = an=%j xcos—n dx

=0
_1fn dc = —1[x ]n L)
ap =— _nxcosnx ap =~ ,Vsémx T _nsennx

1
Gy = ——— [~ COSTIX
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Exemplo 2: Determinar a série de Fourier da func3o.
fx)=x X € [—m, m]

v" Calculo dos coeficientes a, e a,,.

1 (L 1 (T 1[x2] ™
a,=-| f)dx = a0=—f xdxz—l—] = a,=0
VIA

L), T)_ ml 2] _
Nwx 1 (™ NmITx
a, = ff(x)cos—dx = an=%j xcos—n dx
=0

T V8 Y
a, =—| xcosnx a, =—|—sénnx —— | sennx

T)_. —0 T gy ntl_g
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a, = —— |—gosnx

ni o

52



Exemplo 2: Determinar a série de Fourier da func3o.
fx)=x X € [—m, m]

v" Calculo dos coeficientes a, e a,,.

1 (L 1 (T 1[x2] ™
a,=-| f)dx = a0=—f xdxz—l—] = a,=0
VIA

L), T)_ ml 2] _
NITX 1" NmITX
a, = ff(x)cos—dx = an=%j xcos—n dx
=0

T V8 Y
a, =—| xcosnx a, =—|—sénnx —— | sennx

T)_. —0 T gy ntl_g

__ 1 i/ " = =0
a, = — 0S nx - a, =
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Exemplo2: f(x)=x xe€[-nn]
v" Calculo dos coeficientes b,,.

1t nmx
b, =- f(x)seanx
L

L

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo2: f(x)=x xe€[-nn]
v" Calculo dos coeficientes b,,.

L NnmIwx 1
f(x)seanx = b, =—
L

1
b, =- -

L

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo2: f(x)=x xe€[-nn]

v" Calculo dos coeficientes b,,.

1t nwx , _1j” nmx
b"‘Z _Lf(x)seanx = n =~ _nxsen -

1 YA
bn=%j x sennx dx
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Exemplo2: f(x)=x xe€[-nn]

v" Calculo dos coeficientes b,,.

1t nwx , _1j” nmwx

b"‘Z _Lf(x)seanx = n =~ _nxsen -
1" 1rx 1 (™

bn=—j xsennxdx = bn=——[—cosnx] —— | —cosnxdx
TJ)_, mln _p ),
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Exemplo2: f(x)=x xe€[-nn]

v" Calculo dos coeficientes b,,.

L NmIx 1™ NmX
b, =Z _Lf(x)SeTlex — by, :%J xsenT
1™ 1r[x
bnz—j xsennxdx = p, = ——[ COS X j —c?/nxdx
TJ g nin —T
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Exemplo2: f(x)=x xe€[-nn]
v" Calculo dos coeficientes b,,.

1t nmwx 1 (™ nmwx
by =—j f(x)sen—dx = by =—j
L), L

X sen——
T T
1™ 11x
bnz—j xsennxdx = p, = ——[ COSNX j —cy/nxdx
TJ g Tin —I
1
b, = —— [mcosnt — (—m) cosn(—m) ]
nm
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Exemplo2: f(x)=x xe€[-nn]
v" Calculo dos coeficientes b,,.

1t nmwx 1 (™ nmwx
by =—J f(x)sen—dx = by =—J
L), L

X sen——
T T
1" 11x
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Exemplo2: f(x)=x xe€[-nn]
v" Calculo dos coeficientes b,,.

1 (L Nmwx 1 (™ nmwx
b, =—J f(x)sen——dx = b, =—J
L, L

xsen—
T
1" 1rx
bn=_J xsennxdx = p, = ——[ COS X j —cy/nxdx
mT)_, Tln
1 T
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Exemplo2: f(x)=x xe€[-nn]
v" Calculo dos coeficientes b,,.

1t nmwx 1 (™ nmwx
by =—J f(x)sen—dx = by =—J
L), L

xsen—
T
1" 1rx
bn=_J xsennxdx = p, = ——[ COS X J —cy/nxdx
mT)_, Tln
1 T
b, = —— |mcosnt — (—m)cosn(—m)] = ——2cosnmt p, = —— (_1)n
n n

v' Série de fourier de f(x) = x.

oo

fx) =x= z —%(—1)"sennx

n=1
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Exemplo2: f(x)=x xe€[-nn]

v' Gréfico da série de Fourier de f(x) = x com 5 termos.

3 1 — Initial function /

Fourier series + Y /
flx) =x V4

T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

https://mathforyou.net/en/online/calculus/series/fourier/ 63


https://mathforyou.net/en/online/calculus/series/fourier/

» Estudar secoes 10.1 e 10.2 do livro Boyce e
DiPrima (referéncia no ultimo slide).
» Resolver os exemplos.

» Praticar: exercicios da secdes 10.1 e 10.2.

» Transformada de Fourier.



1. BOYCE, W.E.; DIPRIMA, R.C. Equacoes
Diferenciais Elementares e Problemas de Valores
de Contorno. 9. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2010.
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