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1. GRANDEZAS FiSICAS E O SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES (ST)

Segundo o Vocabuldrio Internacional de Termos Fundamentais e Gerais da Metrologia
(VIM), uma grandeza pode ser definida como sendo a propriedade de um fenémeno, de um corpo
ou de uma substdncia, que pode ser expressa quantitativamente sob a forma de um numero e de
uma referéncia, que nada mais é do que uma unidade de medida. Quando dizemos que um prédio
tem 15 metros de altura, a grandeza utilizada é o comprimento, sendo o “metro” a unidade de
medida utilizada como referéncia. Outro exemplo seria a grandeza tempo, da qual utilizamos as
unidades hora, minutos ou segundos para expressar a sua quantidade. Numa linguagem informal,
podemos definir como grandeza tudo aquilo que pode ser medido, como a propriedade de um
corpo ou a caracteristica de um fendmeno (massa e velocidade, por exemplo). Grandeza fisica é
um conceito especifico de grandezas, que as limita no campo em que a Fisica atua.

No meio académico, € muito comum a pratica de comparacdes entre resultados e valores
entre experimentos conduzidos em diferentes localidades. Seria inoportuno, entdo, adotar
unidades de medidas prdprias, pois ninguém conseguiria comparar os dados experimentais
obtidos com outros resultados. Igualmente inconveniente seria quando alguém viajasse a outro
pais e encontrasse determinadas grandezas expressas em unidades diferentes e sem relagdo com
aquelas que estavam habituados. Grandes problemas também ocorreriam na comparacdo de
exames clinicos de dois laboratdrios, os quais utilizassem unidades arbitrarias e sem relacdo. Para
minimizar essa discrepancia, que embora ainda exista, convencionou-se adotar unidades
padrdes, as quais todos podem utilizar para comparar resultados possibilitando, assim, comparar
objetos ou fendmenos diretamente. Com o objetivo de resolver esta questdo, nasceu o BIPM
(Bureau Internacional de Pesos e Medidas) em 1875, outras organizacées como a CGPM
(Conferéncia Geral de Pesos e Medidas) e o CIPM (Comité Internacional de Pesos e Medidas).
Essas organizacBes prezavam desde o inicio pela uniformidade mundial das medidas e
conformidade com o Sistema Internacional (Sl), que é basicamente um conjunto de nomes e
simbolos de grandezas em conformidade com a CGPM e é amplamente utilizado até hoje.

O Sl é baseado nas sete grandezas de base que se encontram resumido na Tab. 1.1.

Tab. 1.1 Grandezas de base do SI

Grandeza Simbolo da grandeza Simbolo
Comprimento I, x, r, etc. L
Massa m M
Tempo t T
Corrente elétrica [ i |
Temperatura termodinamica S
Quantidade de substancia n N
Intensidade luminosa ly J

Todas as outras grandezas sdo derivadas, o que significa que surgem apds uma operacado
entre as grandezas de base. Por exemplo, a unidade para a grandeza derivada “velocidade” surge
da divisdo entre duas grandezas: o comprimento (distancia) pelo o tempo.

Conforme a definicdo de grandeza, ela deve ter uma referéncia que geralmente é a
unidade de medida. Desta forma, o S| possui, para cada grandeza de base, a unidade
correspondente. Essa unidade, por sua vez, possui definicdes que ndo sdo fixas, pois sdo
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constantemente revisadas devido ao avanco da ciéncia no campo das medicGes. De fato, as
definicdes oficiais foram aprovadas pelo CGPM em 1889 e a mais recente, em 1983. Mais
informacdes sobre estas convecgdes e definicdes visite o site do INMETRO
(http://www.inmetro.gov.br/noticias/conteudo/sistema-internacional-unidades.pdf). A Tab. 1.2

resume as unidades do Sl e as suas defini¢des.

Tab. 1.2 Grandezas, unidades Sl e suas definicGes.

Grandeza Unidade Sl (simbolo) Definicdo
Massa igual ao prototipo internacional
Massa quilograma (kg) do quilograma (protétipo constituido de
platina-litio).

O metro é o comprimento do trajeto
percorrido pela luz no vacuo durante
um  intervalo de tempo de
1/299.792.458 segundo.
O segundo é a duragdo de
9.192.631.770 periodos da radiacdo
Tempo segundo (s) correspondente a transicdo entre os
dois niveis hiperfinos do estado
fundamental do a&tomo de césio 133.
O ampere é a intensidade de uma
corrente elétrica constante que, se
mantida em dois condutores paralelos,
retilineos, de comprimento infinito, de
Corrente elétrica ampere (A) secdo circular desprezivel, e situados a
distancia de 1 metro entre si, no vacuo,
produz entre estes condutores uma
forcaigual a 2 x 10”7 newtons por metro
de comprimento.
O kelvin, unidade de temperatura
termodinamica, é a fracdo 1/273,16 da
temperatura termodinamica do ponto
triplo da agua.
O mol é a quantidade de substancia de
um sistema que contém tantas
Quantidade de substancia mol (mol) entidades elementares quantos dtomos
existem em 0,012 quilograma de
carbono 12.
A candela é a intensidade luminosa,
numa dada direcdo, de uma fonte que
emite uma radiacdo monocromatica de
frequéncia 540 x 10'? hertz e que tem
uma intensidade radiante nessa direcdo
de 1/683 watt por esferorradiano.

Comprimento metro (m)

Temperatura kelvin (K)

Intensidade luminosa candela (cd)

Assim como existem as grandezas derivadas, existem as unidades derivas do SI. Por
exemplo, no caso da velocidade, que seria o quociente das grandezas comprimento (distancia) e
tempo, a unidade Sl seria metro por segundo, simbolicamente representado por m/s. Algumas
unidades derivadas se encontram resumidas na Tab. 1.3.
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Tab. 1.3 Algumas grandezas e unidades derivadas Sl

Grandeza derivada Unidade derivada SI
Nome Simbolo Nome Simbolo
Area A metro quadrado m?
Volume % metro cubico m?3
Velocidade v metro por segundo m/s
~ Met d
Aceleracio o etro por segundo ao m/s2
guadrado
) . quilograma por metro 3
Densidad f . k
ensidade, massa especifica Joj cibico g/m
) . quilograma por metro 5
Densidad ficial k
ensidade superficia o)) quadrado g/m
Densidade de corrente J ampere por metro A/m?
guadrado
Forca N newton m.kg s?
Press3o Pa pascal N/m?
Frequéncia Hz hertz st
Viscosidade dindmica Pa.s pascal segundo m1.Kg.s?

Em muitos casos, é conveniente representar as unidades utilizando multiplos e
submultiplos, como mostrado na Tab. 1.4.

Tab. 1.4 Prefixos do Sl

Fator Nome do Prefixo Simbolo Fator Nome do Prefixo Simbolo
10! deca da 10? deci d
102 hecto h 1072 centi C
10° kilo k 103 mili m
10° mega M 10° micro u
10° giga G 107 nano n
10% tera T 1012 pico o
10% peta p 10" femto f
108 exa E 1018 atto a
10 zetta z 10% zepto z
10% yotta Y 102 yocto y

Por exemplo, se a massa de um objeto é 0,001 g, pode-se representar esse valor
utilizando o prefixo mili. Desta forma, 0,001g = 1mg (miligrama). Da mesma forma, 1.000 metros
= 1km (quilémetro), 3 x 10°® = 3 pg (microgramas) e 1 TB = 10* bytes.

2.0S NUMEROS

A ciéncia exata é numérica. Ela tem a necessidade intrinseca de representar valores por
meio de numeros e algarismos. Desta forma, resultados de experimentos, ensaios de laboratdrio
de andlise clinica, pesquisas de campo, rendimento de processos industriais e até testes de DNA
sdo representados por meio da linguagem matematica e estatistica. Para uma interpretacdo sem
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equivocos, é necessario um prévio conhecimento de como abordar um conjunto de dados e
“trata-lo” adequadamente em planilhas e graficos, bem como descrevé-lo de forma adequada e
elegante para que possibilite uma visualizacdo rapida e eficiente dos resultados.

Neste capitulo serdo tratados os principios basicos de como se abordar um conjunto de
dados e como descrevé-lo de forma conveniente. Serdo apresentados os conceitos de precisdo e
exatiddo de numeros que, juntamente com as definicdes de dispersdo de medidas da estatistica
descritiva, serdo fundamentais para a interpretacdo da qualidade de um conjunto de dados.

2.1 Os conceitos de exatidao e precisao

Os numeros podem ser exatos ou aproximados. A diferenca entre estas definicdes
depende do conjunto que representa esses numeros. Por exemplo, num jogo de futebol h3
exatamente 11 jogadores de cada time e num jogo de xadrez, 16 pecas brancas e 16 pecas negras.
Ou seja, numeros exatos sdo aqueles que ndo apresentam incerteza. Por outro lado, existem
situacdes em que ndo é possivel conhecer exatamente o valor de uma grandeza por restricGes
técnicas e operacionais, como em resultados de teste de paternidade, por exemplo. Neste caso,
mesmo a margem de certeza sendo grande (99,9999%), o resultado tem chance de ser falso
positivo em 0,0001%. Isso significa que, embora o numero possa ser pequeno, de 1.000.000 de
testes, um serd falso positivo, ou seja, o exame afirmaria a paternidade equivocadamente. Além
da margem de erro ocasionada pelo falso positivo, a probabilidade de falso negativo é ainda
maior, na ordem de 1%. Isto significa que, em cada 100 casos em que o exame é negativo, um
poderd estar errado, ou seja, a pessoa é realmente o pai. Isto significa gue o exame de DNA ndo
é tdo preciso como comumente se divulga na midia, uma vez que os valores do teste possuem
um grau de incerteza inerente a prépria técnica e metodologia do exame. Desta forma, pode-se
definir como sendo numeros aproximados aqueles em que ndo é possivel conhecer com exatiddo
o real valor da grandeza, seja por limitagbes técnicas como operacionais.

Com relagdo aos numeros aproximados, dois termos podem ser utilizados para descrever
a confianga numérica: a exatiddo e a precisdo. A exatiddo estd relacionada ao verdadeiro valor da
grandeza sendo estudada. A precisdo é o quanto os valores obtidos em uma medicdo sdo
reprodutiveis. Para ilustrar essa questdo, imaginemos o seguinte problema:

Uma forma ilustrativa de definir precisdo e exatiddo pode ser conseguida ao desafiar seu
amigo para uma partida de sinuca ou a um jogo de dardos (Fig. 2.1). Se o seu amigo possulir alta
precisdo no arremesso, mas “pouca pontaria” (baixa exatidado), ele conseguira atingir uma mesma
area do alvo do jogo de dardos em vdrias tentativas, mas longe do centro. Por outro lado, se ele
possuir “boa pontaria”, ele estaria acertando o alvo central em vérios arremessos, e sua exatiddo
seria alta.
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(a) (b) tc)
Figura 2.1. llustragdo da defini¢do de precisdo e exatiddo em um jogo de dardos. (a) baixa precisdo e baixa
exatidado; (b) alta precisdo e baixa exatidao; (c) alta precisdo e alta exatid3o.

2.2 Algarismos significativos

O problema da precisdo requer que tenhamos uma forma conveniente de escrever um
numero. Expressar uma grandeza de forma correta é primordial para a interpretacdo inequivoca
do conjunto de dados. Uma forma conveniente de expressar a precisdo de um niimero é por meio
dos algarismos significativos.

Antes de definir o que é um algarismo significativo voltemos ao problema da balanca. A
balanca registra, em cada pesagem, quatro algarismos, como por exemplo, 48,24 kg. Esse nimero
em questdo possui quatro algarismos significativos. Portanto, pode-se definir algarismos
significativos como sendo a quantidade de numeros que representa um valor de uma medida ou
grandeza, exceto os zeros a esquerda. Quando maior for a quantidade de algarismos de um
numero, maior sera a sua precisGo. Entretanto, a quantidade de algarismos estd inerentemente
ligada a capacidade do dispositivo em medir a grandeza, bem como a metodologia empregada.
Geralmente, a Ultima casa representa o valor que é incerto ou aproximado. Isto porque, em
qualquer medicdo, é importante registrar o maior nimero de algarismos que o dispositivo e 0
método de medida permitem. No caso da balanca em questdo, ela pode registrar os trés
primeiros algarismos, sendo o ultimo, aproximado e incerto.

Para determinar o numero de algarismos significativos de medi¢des, seus digitos devem
ser contados, inicialmente pelo primeiro digito (diferente de zero) a esquerda. Os zeros a
esquerda e aqueles que sdo colocados para posicionar a virgula ndo devem ser considerados.

Quando um numero é escrito em notacdo exponencial, o nimero de algarismos
significativos é determinado pelo coeficiente. Desta forma, 9 x 10° possui apenas um algarismo
significativo, enquanto 9,0 x 10% e 9,02 x 10° possuem dois e trés, respectivamente.

Uma questdo importante e que deve ser resolvida com atencdo sdo 0s numeros que
terminam em zero. Por exemplo, imagine que a medi¢cdes de duas determinadas grandezas
registraram os seguintes valores: 30.000 e 45.000. Se o instrumento utilizado e a metodologia
empregada possibilitam a obtencdo dos valores da medigdo com aproximacdo de mil, os nimeros
em questdo possuem apenas dois algarismos significativos, uma vez que os zeros existem apenas
para posicionar o ponto e, portanto, ndo sdo significativos. Neste caso, os algarismos significativos
seriam os algarismos trés e zero para o primeiro nimero e quatro e cinco para o segundo.
Entretanto, se estes niUmeros sdo expressos com aproximacdo até cem, eles tem trés algarismos
significativos, os dois jd mencionados mais o primeiro zero, contando da esquerda para a direita.
Se a aproximacdo fosse até a dezena, os nimeros teriam quatro algarismos significativos, e assim
sucessivamente. Sendo assim, uma forma conveniente de contornar esse problema é representa-
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lo pela notagdo exponencial, utilizando o nimero de algarismos no coeficiente de acordo com a

precisdo da medida realizada.

Veja os exemplos na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 Ndmeros e quantidade de algarismos significativos.

p Quantidade de «
Ndmero . PR Observagdo
algarismos significativos
8 1 -
8,7 2 -
8,78 3 -
8,781 4 _
201 3 O zero no meio C.|O numero deve ser
considerado
O zero no final do nimero deve ser
70 1 considerado se conhecer a precisdo
do numero
Os zeros posicionados a esquerda e
0,001 1 para posicionar a virgula ndo devem
ser considerados
80,01 4 O zero no meio QO numero deve ser
considerado
0,89000 5 Dependerd da precisdo do numero.
1,8910 4o0ub Dependera da precisdo do niumero.
O numero de algarismos
2,1x10° 2 significativos é o nimero de
algarismos do coeficiente
4 x10° 1 -
2,99792458 x 108 9 Velocidade da luz no vdcuo em m.s™
1,672623 x 10°% 7 Massa do préton, em g
N&o se sabe o niumero de
8.000 1a4 algarismos significativos, pois ndo é
conhecida a precisdo do nimero.
8,00 x 103 1a3 Dependerd da precisdo do nimero.
6,022137 x 103 7 Numero de Avogrado, em mol?

2.3 Operacodes com algarismos significativos

E muito importante que o resultado de uma operacdo aritmética seja expresso com o

numero de algarismos significativos corretos para que ele ndo tenha maior e nem menor precisdo

do que a especificada pelas medi¢Bes que originaram o cdlculo. Para que esse inconveniente ndo

ocorra, existem algumas regras que devem ser obedecidas de acordo com a operagdo em

guestdo. Sao elas:

Regra para a adi¢Go e subtra¢@o: o numero de digitos a direita da virgula no resultado calculado

deve ser o mesmo do numero com menos digitos dos nimeros somados ou subtraidos.
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Regra para a multiplicacdo e divisGo: o numero de algarismos significativos no resultado calculado
deve ser o mesmo que o menor numero de algarismos significativos dos numeros envolvidos na
operacdo.

Regra para operagbes com logaritmo: o numero de digitos apds a virgula decimal no logaritmo de
um numero é igual ao nimero de algarismos significativos do prdprio numero (niumero em que a
operacdo logaritmica estd sendo utilizado)

Apds a realizacdo de uma operacdo matematica é necessario se realizar o arredondamento do
valor calculado. De forma geral, a reducdo do nimero de digitos obedece as seguintes regras:

a. Seodigito a ser eliminado é maior que 5, o digito precedente é aumentado de
uma unidade (Ex. 5,56 é arredondado para 5,6).

b. Se o digito a ser eliminado é menor que 5, o digito precedente é mantido (Ex.
3,34 é arredondado para 3,3).

c. Se onumero final for 5, normalmente se deixa par o ultimo digito do algarismo
arredondado. Neste caso, 5,65 é arredondado para 5,6 e 5,75 é arredondado
para 5,8. Entretanto, essa abordagem é arbitraria.

3. ERROS E INCERTEZAS

MedicGes de grandezas fisicas ndo sdo valores absolutos ou verdadeiros uma vez que
possuem erros! associados a metodologia empregada, ou seja, ao método? e ao procedimento
de medicdo®.

Erros nas medi¢Bes ocorrem por varios motivos. Um exemplo pratico seria a realizacdo,
por 40 pessoas, de medicdes de massa de um objeto utilizando uma balanca analitica.
Provavelmente, dentre as pesagens, algumas ndo seriam idénticas as outras e ndo seria possivel
afirmar que uma medigao esteja incorreta somente baseando-se no fato de que uma medida ndo
é idéntica a outra. Na verdade, se for considerado que a metodologia empregada seja certa e que
a balanca esteja corretamente calibrada, todos os resultados estdo corretos, apenas variam em
torno do valor real (ou o mais préximo possivel) da massa do objeto. Desta forma, o resultado é
apenas uma estimativa e para que esteja completo precisa da incerteza associada a ele.

A definicdo de erro, entretanto, tem pouco significado pratico. Sabendo-se que o erro é
a subtracdo do valor medido do valor verdadeiro e é praticamente impossivel calcula-lo, ja que
temos que conhecer previamente o valor verdadeiro do objeto de estudo. Entretanto, o conceito
de erro é fundamental para compreender os motivos que os valores experimentais desviam dos
valores verdadeiros.

I Importante notar que erro e incerteza ndo sdo sindbnimos. Erro seria a diferenca entre o valor medido (a) e o valor
verdadeiro b (valor real da grandeza medida), Erro = a - b. Por outro lado, incerteza é a melhor estimativa do erro. Na
pratica, trabalha-se com incertezas.

2 Segundo o VIM, método ¢é a descrigiio genérica duma organizagdo I6gica de operagdes utilizadas na realizagdo duma
medi¢éo. Os métodos podem ser qualificados de vdrios modos como, por exemplo, método de definigéo “de zero”.

3 De acordo com o VIM, é a descri¢do detalhada duma medi¢éo de acordo com um ou mais principios de medigdo e
com um dado método de medicdo, baseada num modelo de medigdo e incluindo todo cdlculo destinado a obtengdo
dum resultado de medigdo.
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Tradicionalmente, o erro é constituido de trés componentes: erros aleatérios, erros
sistematicos e erros grosseiros. Erros aleatdrios sdo ocasionados por efeitos que se originam em
variacGes temporais ou espaciais, imprevisiveis. Erro aleatério ocorre quando vdérias repeticdes
sdo realizadas obtendo resultados que variam de forma imprevisivel. Erros sistemdticos, por outro
lado, sdo erros que variam de forma previsivel ao longo de varias repeticdes como, por exemplo,
oriundas da calibracdo incorreta do instrumento de medida. Erros grosseiros sdo erros
normalmente associados @ ma execucdo do experimento e/ou medida ou até mesmo ao
tratamento de dados erréneo.

Ja a Incerteza é definida como sendo a dispersdo dos valores referentes a medida de uma
grandeza, pois ela reflete a falta de conhecimento exato do valor sendo medido. Conhecer as
incertezas nas medicGes & muito importante uma vez que é uma indicacdo qualitativa dos
resultados. Somente fornecendo as medidas juntamente com as incertezas, é possivel comparar
os resultados. Isto é, é por meio da incerteza que é possivel quantificar a confiabilidade dos
resultados: quanto maior a incerteza, menor a confiabilidade. Porém incerteza ndo deve ser
confundida com erro. O célculo do erro sé é possivel se for conhecido o valor verdadeiro do
objeto em estudo. Por outro lado, o célculo da incerteza ndo possui essa restricdo e, por isso, tem
maior significado pratico e maior aplicabilidade que o erro.

As incertezas, por serem calculadas por duas formas distintas e sdo classificadas em tipos:
incertezas do Tipo A e do Tipo B.

Incertezas do Tipo A sdo obtidos por métodos estatisticos. Para isso, as medidas devem
ser realizadas repetidamente ou em uma série de observacdes da mesma grandeza fisica. Desta
forma, quando calculamos a média e o desvio padrdo de um conjunto de dados experimentais,
estamos avaliando as incertezas do tipo A. A abordagem estatistica basica da incerteza do tipo A
serd discutida na préxima secao.

As incertezas do Tipo B sdo avaliadas por meios que ndo sejam os adotados no Tipo A, ou
seja, que ndo sdo realizadas por meio estatistico como, por exemplo, a incerteza de uma medida
obtida por um certificado de calibragdo do instrumento utilizado. Elas sdo imprescindiveis quando
é muito dificil ou desnecessario realizar uma série de observacdes. Um exemplo de incertezas do
Tipo B que utilizaremos em nossos experimentos é a incerteza instrumental geralmente obtida
pela metade da menor divisdo da escala do instrumento de medida. Aprenderemos mais sobre
este tipo de incerteza e como identificd-lo quando aprendermos a utilizar diferentes
instrumentos de medidas, tais como a régua, o paquimetro e o micrémetro.

Um problema importante que normalmente encontramos é como propagar
corretamente a incerteza das medidas. Por exemplo, queremos determinar a drea de um terreno
retangular e para isso dispomos de um instrumento de medi¢cdo que possui incerteza associada
ao resultado. Como a area de um terreno retangular é obtida pela multiplicacdo de seus lados,
como poderemos estimar corretamente o erro associado a area, ja que cada lado tem o seu erro
associado? Serd que deveriamos multiplicar os erros nesse caso?

Neste capitulo discutiremos como as incertezas do Tipo A sdo calculadas e a forma
conveniente de propaga-las nos célculos.
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3.1 Dispersao de conjunto de dados experimentais

Vimos na se¢do 2 que registrar um valor com precisdo e exatidao sdo fundamentais para
andlise de resultados. No caso de empresas e industrias, checar seus instrumentos e realizar
calibracGes periddicas pode colaborar para diminuicdo de prejuizos e gastos.

Neste curso, as incertezas do Tipo A serdo as utilizadas. Como foi visto, sdo as incertezas
que estdo relacionadas com pardmetros estatisticos de um conjunto de dados. Mais
especificamente, com a média, varidncia, desvio médio e desvio padrdo. Esses parametros sdo
conhecidos como medidas de posicdo (a média) e dispersdo (varidncia e desvio padrao).

Na maioria dos casos, a melhor estimativa para o valor esperado de uma grandeza (ou
esperanca, como também é conhecida) que varia aleatoriamente® dentre vérias observacdes
independentes e realizadas nas mesmas condicGes experimentais é a média aritmética.

Matematicamente, a partir de um conjunto de dados (x1, Xz..., X») sendo x, a enésima
observagdo da grandeza x, a média é definhada como (Eq.3.1):

&

1
Defini¢éio de média = n Z Xi (3.1)

Porém, resumir um conjunto de dados por meio de apenas um valor esconde toda a
informacdo sobre a variabilidade dos valores, ndo permitindo conhecer a qualidade dos
resultados experimentais. Sdo necessarias mais informacdes para melhores resultados.

Suponha, por exemplo, que um pesquisador, interessado em conhecer a tensdo de
ruptura de um material desenvolvido em seu centro de pesquisa, resolveu enviar cinco amostras
do mesmo material para trés laboratérios distintos (A, B e C) para a realizacdo das medidas
utilizando o mesmo procedimento. Os resultados sdo mostrados abaixo (Tab. 3.1):

Tab. 3.1: Ensaios de tensdo de ruptura (o) de cinco amostras do mesmo material realizadas em trés
laboratdrios. As unidades estdo em MPa.

Laboratério 1 2 3 4 5 Média
A 400 200 100 300 500 300
B 350 600 300 250 100 300
C 305 300 295 300 300 300

Pode-se observar que os resultados possuem a mesma média, mas nada informam sobre
a variabilidade dos dados. Por exemplo, enquanto o laboratério C apresenta os valores com a
menor dispersdo (ndo variaram mais do que cinco unidades em relacdo a média), os laboratdrios
A e B variaram acima de 150 unidades. Desta forma, é necessario utilizar uma medida que
sumarize a variabilidade de uma série de valores e que nos permita analisar e comparar
resultados segundo algum critério.

Uma forma conveniente de realizar essa analise é verificar a dispersdo dos valores em
torno da média. Neste caso, pode-se abordar o problema de duas formas: (a) considerar o total

4 Grandeza que varia aleatoriamente dentre de um conjunto de dados e que obedece uma distribuicdo de
probabilidades
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dos desvios em valor absoluto ou (b) considerar o total dos quadrados dos desvios. Desta forma,
teriamos para o laboratério C (Tab.3.2):

Tab.3.2: Abordagens para o célculo de dispersdo dos valores de tensdao encontrados para o laboratdrio C

Abordagem Férmula Resultado
5
(a) le" — % 5+0+5+0+40 = 10
i=1
5
(b) Z(xl- - %)? 25+0+25+0+0 = 50
=1

Entretanto, como nem sempre dois conjuntos de dados sdo representados pelo mesmo
numero de observacdes, a comparacdo entre os dois conjuntos pode ser prejudicada. Uma forma
de contornar esse problema é exprimir os resultados obtidos para as abordagens (a) e (b) como
médias. Desta forma, definem-se desvio médio (Eq. 3.2), e varidncia (Eq. 3.3) da seguinte forma:

n
1 _
Definigdo de desvio médio DM = n Z s =22 (3.2)
=1
1 n
Defini¢do de varidncia g% = EZ(xi —x)? (3:3)
=1

Sendo a variancia uma medida que expressa um desvio quadratico médio, costuma-se
utilizar o desvio padrdo (o), que é a raiz quadrada da variancia (Eq. 3.4):

Definigéio de desvio

padrdo (5

Quando se trata de amostras extraidas de uma pequena populagdo de um conjunto de
dados ou quando o conjunto de dados possui pequena quantidade de observagdes, os célculos
da variancia e do desvio padrdo sofrem uma pequena alteragdo, chamada de corregdo amostral.
Neste caso, passa-se a designar variancia amostral (s2) e desvio padrdo amostral (s) (Egs. 3.5 e
3.6):

n
1
Definigéio de varidncia st= TlZ(xi - X)? (3.5)
amostral n-le ’
Defini¢do de desvio (3.6)
padréo amostral ’

Na pratica, a correcdo amostral tem efeito para conjuntos de até aproximadamente 30
observacGes. Acima desse valor, a correcdo ndo modificara o resultado final. Durante o curso
trabalharemos com as definicGes amostrais.

Voltando ao exemplo da Tab. 3.1, os valores do desvio padrdo amostral para cada
conjunto de dados realizados em cada laboratdrio, utilizando a Eq. 3.6, seriam 158, 183 e 4,
respectivamente. De fato, o laboratdrio C apresentou os resultados com menor dispersao.
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Sabemos agora determinar a partir de n observagbes o desvio padrdo de uma medida,
isto é, sabemos estimar a partir da analise de n observacdes o erro que teriamos, com uma dada
probabilidade, caso houvéssemos realizado uma Unica determinacdo.

Entretanto, se realizarmos n determinag®es, um valor mais preciso da média e,
consequentemente, uma dispersdo mais precisa do conjunto de dados seriam alcancados. Com
esse propodsito, pode-se realizar varios conjuntos de n determinacdes, e entdo calcular os valores
das respectivas médias e em seguida a média das médias e o desvio padrdo da média das médias
seria mais preciso. Em outras palavras, quanto maior o nimero de observac¢des n, menor sera o
desvio padrdo da média, ou seja, maior a precisdo do resultado. Esta forma de calculo do desvio
padrdo da média pode ser visto com uma forma de se ter um valor normalizado do desvio padrdo
amostral pelo nimero de determinagdes.

n
S 1
Definicéio de desvio padréo d, =—= [— E (x; — x)?

da média m \Vn nn—1) - ¢ (3.7)

Outro ponto importante do ponto de vista pratico é reconhecer que o equipamento de
medicdo também possui erros inerentes a sua limitacdo na capacidade de medir. Se o desvio
calculado para um conjunto de dados for menor que a incerteza do equipamento (geralmente
obtida pela metade da menor divisdo da escala) a incerteza do equipamento sera a principal fonte
de incerteza nas medidas. Entretanto, se o desvio calculado for maior que a incerteza do
equipamento, a dispersdao do conjunto de dados é que serd a principal fonte de incerteza. Assim
uma forma conveniente de trabalhar com ambas as incertezas é utilizando o chamado “desvio
total” (AX¢orar):

— 2 2
Definictio total Mxtotar = / din + ding (3.8)

sendo d,,, é o desvio padrdo da média (d = s/+/n) e d;ns 0 desvio do instrumento (que pode ser
obtido no manual do instrumento. Entretanto, quando a informacédo ndo estiver disponivel, pode-
se adotar como sendo metade da menor divisdo do instrumento. Neste caso, o desvio total é um
valor que contém a contribuicdo dos desvios do instrumento e da dispersdo do conjunto de
dados.

3.2 Propagacdo de incertezas

Como visto na sec¢do 1, existem as grandezas de base e as grandezas derivadas. Discutiu-
se que os resultados experimentais sdo valores aproximados do valor real e que as medidas de
posicdo e dispersao, para os casos das incertezas do Tipo A sdo fundamentais para representar o
conjunto de dados. A grande questdo é saber como representar corretamente um valor de uma
grandeza derivada quando ela é constituida de operacGes matematicas que envolvem valores
incertos. Um exemplo que ilustra o problema é calcular o deslocamento de um carro numa
estrada que viaja a certa velocidade constante (e incerta) a partir de um tempo que se conhece
com imprecisdo (Fig. 3.1).
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v=20,1409m/s

— A
R ©—©-°
1 1
I 1
X, X,
t=0s t=7.1206s

Figura 3.1. Problema de se conhecer o deslocamento do carro (Ax). O célculo do deslocamento é dado pela
relagdo Ax = vt =(20,1+0,9)x(7,1+0,6)m. Observe que a velocidade e o tempo possuem
incertezas. Como calcular Ax neste caso?

O mesmo problema se estenderia para outras grandezas, como aceleracdo, forga,
densidade, drea, volume, etc., que sdo originadas por operacdes matematicas entre valores e
gue, geralmente, possuem incertezas. Uma forma de solucionar esse problema é propagar a
incerteza até o valor final. Isto significa que cada valor da incerteza das grandezas envolvidas na
operacdo matematica é levado em consideracdo, e que a incerteza do numero final possui as
componentes relativas de cada incerteza dos nimeros calculadas. No caso da Fig. 3.1, aincerteza
do deslocamento terd componentes das incertezas da velocidade e do tempo.

A abordagem matematica utilizada na propagacdo de incertezas foge do propdsito da
apostila e ndo deduziremos as equacbes envolvidas. Entretanto, as dedugdes envolvem o
desenvolvimento de derivadas parciais. Para isso, se considera uma grandeza Y como funcdo de
outras grandezas a, b, c, ..., k que possuem desvios padrdes Aa, Ab, Ac, ..., Ak (Eq.3.9):

Y=f(ab,c,..,k) Eqg. 3.9

|

O desvio padrdo da grandeza Y (sy) € dada pela relagdo (Eq.3.10):

1
avy? av\? ayy? aY\? 2
AY = +[(=—) Aa? (—) Ab? (—) Ac? + ... (—) Ak? Eg.3.10
—[(aa)‘“”ab b7+ Ge) At -+ (Gr) 2K
ay . . ~
Sendo (E) a derivada parcial da grandeza Y em funcdo da grandeza a.

A Tab. 3.3 resume as formulas para o célculo das propagacdes das incertezas para as
quatro operagGes fundamentais. Considere a funcdo Y(a, b), sendo a e b grandezas com as
médias @ e b e com os respectivos desvios Aa e Ab (a = @ + Aa; b = b + Ab).

Tab.3.3 Férmulas para o célculo das incertezas para as quatro operag¢des fundamentais.

Operacdo Calculo de sy
Adigdo (Y =a+b->Y =a+b+AY) AY = ++/Aa? + Ab?
Subtracdo (Y =a—b > Y =a—b + AY) AY = ++/Aa? + Ab2
Produto (Y = a.b = Y = a.b + AY)) AY = i\/EZ.AaZ + 3% Ab2
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Quociente (Y = % ->Y = %i AY AY =

No exemplo dado pela Fig. 3.1, tem-se que Ax = vt =(20,1+0,9)x(7,1+0,6). A
resposta do deslocamento seria Ax = vt + AY,,. Seguindo com o célculo de v.t = 20,1x7,1 =
142,7. E para a propagacao da incerteza para o produto:

AY,, = + |£2s2 + 7252 = /7,120,92 + 20,120,62 = 13,64

Portanto, Ax = (1,4 + 0,1)x10%m

Convém se atentar no uso de algarismos significativos. De forma geral, a incerteza é
representada com apenas um algarismo significativo e o valor medido (ou calculado)
representado de acordo com o numero de casas decimais da incerteza obtida.

3.3 Erro Percentual Relativo (E%)

O erro percentual relativo (E%) é aquele em que se compara relativamente um valor
medido ou obtido experimentalmente (Yex) €em relacdo a um valor de referéncia (Yrer). Este valor
de referéncia é normalmente relacionado a valores tedricos e/ou previamente conhecidos. O
erro percentual relativo indica o qudo diferente é o valor experimental do valor de referéncia e
tem por objetivo, por exemplo, avaliar a eficiéncia de determinado processo ou experimento e
é dado por:

Y., — Y,
E% = (M) .100%
ref

4. REPRESENTACAO GRAFICA E REGRESSAO LINEAR

Um conjunto de dados pode ser representado em tabelas e graficos. Entretanto, em
determinadas ocasides, a abordagem grafica, além de fornecer rapidamente o comportamento
do sistema de forma visual, permite obter maiores informacg®es do objeto em estudo. Veja, por
exemplo, os dados abaixo:

Tabela 4.1: Despesas de uma empresa.

Despesa Valor em RS
ComissGes dos vendedores 40.000
Compra de matéria-prima 300.000
Energia/Agua e telefone 10.000

Gastos com vendedores (combustivel/hospedagem) 65.000
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Impostos 60.000
Manutengdo de computadores 3.000
Saldarios 50.000

As informacGes representadas desta forma apenas descrevem os valores de cada
despesa. Entretanto, dificultam a analise administrativa uma vez que serd necessario realizar
calculos posteriores com o objetivo de determinar, por exemplo, o porcentual que representa
cada despesa. Uma forma simples de representar esses dados seria por meio de grafico (Fig. 4.1).

Despesas

W ComissGes dos vendedores

B Compra de matéria-prima

™ Energia/Agua e telefone

M Gastos com vendedores
(combustivel/hospedagem)

M Impostos

= Manutengdo de computadores

Salarios

Fig. 4.1: Representagdo grafica dos dados da Tab.4.1. Neste caso, os dados estdo representados em um
gréfico de “pizza”.

Como pode ser observado pelo grafico da Fig. 4.1, a analise gréfica, neste caso, permite
obter rapidamente melhores informacGes a respeito do sistema em estudo (despesas de uma
empresa) quando comparado a andlise da tabela.

A andlise grafica também permite obter informacgdes que estdo implicitas no conjunto de
dados. Como exemplo ilustrativo, imagine uma empresa alimenticia faz o tratamento dos
efluentes gerados de seu processo. A cada trés horas, coletam-se os dados de volume de efluente
que estad sendo gerado em seu processo. Os dados estdo representados na Tab.4.2.

Tab. 4.2: Valores de volume de efluente (m3) em func3o da hora. A hora em “0” corresponde ao inicio das
medigdes.

Hora 0 3 6 9 12 15 18 21
Volume de
efluente(m®) 50 100 175 225 300 350 400 465

Uma forma conveniente de representar esses dados € por meio do “gréfico de
dispersdo”, que representa como os dados estdo dispersos no plano cartesiano. Entretanto,
temos que levar em consideragdo alguns pontos importantes para antes de construir o grafico.

Primeiramente, temos que conhecer qual é a varidvel dependente e a varidvel
independente. Varidvel independente, como o préprio nome diz, ndo depende de nenhuma
variavel. Neste caso, o tempo em que foram coletados os valores de volume de efluente ndo
depende de nenhuma outra variavel e, portanto, é independente. Por outro lado, o volume de
efluente foi coletado em fun¢do do tempo e, desta forma, ela depende de outra grandeza, que
seria o tempo. Entdo, levando em consideracdo que a variavel independente é representada no
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eixo das abcissas (eixo x) e a varidvel dependente no eixo das ordenadas (eixo y), é possivel
construir o grafico mostrado na Fig.4.2a.

-
p—
-
-
~—

S00 SO0

O

-

100

400 O
300

300 (@)

200

Volume de efluente (m-)
O
Volume de efluente (m?)

0 3 O 9 12 15 18 21 0 L} O 9 12 |5 18 21

hora hora
Fig.4.2: (a) A esquerda: Grafico de dispersdo dos valores de volume de efluente coletados por hora. Os
circulos em azul representam os dados coletados de volume em funcdo da hora. (b) A direita: Grafico de
dispersdo contendo uma possivel reta de regressao.

Por meio da andlise do gréfico da Fig.4.2a, é possivel observar que o volume de efluente
cresce linearmente em funcdo do tempo. De fato, pode-se tracar uma reta (dentre varias outras)
que seria  uma fungdo do tipo f(x) =ax+ b;(a = coeficiente angular;b =
coeficiente linear), ligando todos os pontos do gréfico (Fig.4b).

Uma analise mais criteriosa e profunda do conjunto de dados possibilita extrair uma
informacdo importante sobre uma caracteristica do sistema: a vazdo de efluente. A vazdo (V) é
definida como V(m3/t) = volume (m3)/tempo (h). Pelo método grafico, ela pode ser obtida
facilmente por meio do coeficiente angular da reta. Ou seja, o conjunto de dados pode ser
descrito por uma funcdo linear, sendo possivel agora estimar a quantidade de efluente coletado
para qualquer tempo considerando um valor de vazdo de efluente constante.

Neste ponto, chega-se a um importante problema: qual seria a melhor reta que descreve
o comportamento linear de um conjunto de dados? Em outras palavras, quais seriam os melhores
valores dos coeficientes angular (a) e linear (b) que melhor representariam o conjunto de dados
da forma f(x) = ax + b, que fornecessem dados seguros a respeito daquilo que estamos
deduzindo? Uma abordagem gréfica e matematica para resolver este problema serdo
apresentadas nas proximas secoes.

4.1 Método Grafico: Utilizando papel milimetrado.

Um dos papéis mais utilizados para a construcdo de gréficos é o de escala milimetrada.
Ele possui as escalas principais a cada 1 mm e escalas secundarias a cada 10 mm. As escalas
principais sdo encontradas de acordo com o conjunto dos dados e depende das dimens&es do
papel, que fornecerd em que orientacdo se deve plotar i grafico no papel, ou seja, na forma
retrato ou paisagem. Convém lembrar que em um grafico no plano cartesiano, a variavel
independente (eixo das abcissas) esta sempre orientada na horizontal e a varidvel dependente
(eixo das ordenadas) no eixo vertical. Por exemplo, considere o conjunto de dados abaixo (Tab.
4.3), no qual a grandeza y foi obtida em fungdo de varidvel independente x:

Tab. 4.3: Dados de y em fungdo de x.
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Imagine que a divisdo das escalas no papel compreende a dimensdo de 180 mm x 280

Primeiramente, devemos verificar qual a amplitude de valores das escalas. Como é

comum construir os graficos a partir da origem (0,0)°, realizamos os calculos para y e para x: 6
Amplitude no eixo y = 300 — 0 = 300.
Amplitude no eixox =15-0=15.

O processo de escolha da orientacdo do papel é bem intuitivo: Se a amplitude na escala
x é maior, devemos trabalhar com o papel na orientagdo paisagem; se a amplitude na escala y é
maior, devemos trabalhar com o papel na orientacdo retrato. No exemplo acima, teriamos que
utilizar o papel na orientacdo retrato.

Apds encontrarmos a orientacdo, devemos calcular os valores para as escalas principais
utilizando uma “regra de trés” entre as dimensdes e as escalas. Utilizaremos aqui um exemplo
com um papel de 280 mm x 180 mm para facilitar o entendimento, no entanto, este raciocinio é
valido para papéis milimetrados de quaisquer dimensdes:

280 mm equivalem a 300 (unidades de grandeza)
10 mm equivalem a 10,71 (unidades de grandeza)

Arredondando esse valor, encontra-se que a escala principal serd de 11 (unidades de
grandeza) para o eixo x. E importante notar que o arredondamento deve ser sempre para maior
valor, fato que serve apenas para que todos os dados experimentais caibam no eixo.

Para encontrar o intervalor na escala secundaria, realiza-se procedimento similar:
10 mm equivalem a 11 (unidades de grandeza)
1 mm equivale a 1,1 (unidade de grandeza)

Ndo é necessario que margue no eixo do grafico os intervalos na escala secundaria,
apenas os da escala principal.

Para encontrar a variagdo no eixo y, utiliza-se o mesmo procedimento descrito
anteriormente.

180 mm equivalem a 15 (unidades de grandeza)

> Geralmente constrdi-se o grafico a partir da origem. Entretanto, convém ressaltar que, ao realizar este procedimento,
ndo significa que exista a coordenada (0,0) no conjunto de dados experimentais e ndo se deve colocar um ponto na
coordenada a menos que ela tenha sido resultado de dados experimentais.

6 N&o ¢ obrigatdrio que o grafico seja construido a partir da origem.
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10 mm equivalem a 0,83 (unidades de grandeza) = 1 (arredondando).

Para a escala secundadria:
10 mm equivalem a 1 (unidades de grandeza)
1 mm equivale a 0,1 (unidade de grandeza)

Uma vez obtidas as escalas, constréi-se o grafico marcando cada coordenada no gréfico
de acordo com os dados fornecidos.

Nem sempre o conjunto de dados obtidos apresenta nimeros inteiros. Quando isso ndo
acontece, para facilitar os célculos, pode multiplicar o eixo por 10, 100 ou mil (até mais se
necessario). Neste caso, deve ser mencionada no eixo em questdo a adequacdo adotada (se
multiplicou por 10, colocar no eixo “x 10”, etc.).

Quando a fungdo é linear ou linearizada, escrita da forma y = ax + b, é possivel obter o
coeficiente angular (a) e linear (b) de uma reta que se ajuste no conjunto de dados. Para isso,
escolha duas coordenadas da reta como, por exemplo, a primeira coordenada entre o primeiro e
o segundo dado experimental (x1,y;) e a segunda entre os dois Ultimos (x5, y5).

Ay v
a_ P —

Eq.4.1
Ax  xp — x4 a

O coeficiente linear (b) é obtido por meio da interse¢do da curva com o eixo y, ou seja,
na coordenada (0; b).

Embora essa abordagem seja valida para calcular a e b, ela pode conter erros devido a
inexatiddo da reta tragada no grafico, pois a reta tragcada pode ndo ser a que melhor descreve os
dados. O método que possibilita determinar os coeficientes da melhor reta que se ajuste ao
conjunto de dados experimentais é o Método dos Minimos Quadrados (MMQ), que sera discutido
adiante.

Para o uso do papel milimetrado pode ocorrer casos nos quais o seu conjunto de dados
pode ser representado por funcdes do tipo:

f(x) = AX?

sendo A constante. Em casos assim, para linearizar essa fungdo para a forma linear f(x) = ax +
b, chama-se o X2 de x. Logo, os valores do eixo das abscissas serdo x = X% eo grafico podera
ser plotado em um papel milimetrado de forma que se obtenha um grafico que pode ser descrito
por uma fungdo linear do tipo f(x) = ax + b.

4.2 Método Grafico: Utilizando papel em escala logaritmica.
Existem dois tipos de papel em escala logaritmica. O mono-log, em que apenas um dos
eixos esta em escala logaritmica e o di-log, em que ambas as escalas sdo logaritmicas.
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Os papéis mono-log e di-log sdo ideais para construir graficos de funcdes logaritmicas ou
linearizadas de forma a se tornarem logaritmicas. Por exemplo, se a fun¢dof (x) = AE* (sendo
A e E duas constantes) for plotada em papel milimetrado sem sofrer alguma transformacao ela
ndo resultard numa reta. Entretanto, utilizando o logaritmico em ambos os lados da funcgdo
teriamos:

log(f) = logA + xlog(E) Eq.4.2

A fungdo passa a ser linear plotando o gréfico na forma de log(f) versus x, com
coeficiente linear igual a logA e angularigual alog(E). Este é o chamado processo de linearizagdo
de uma funcdo, utilizando papel milimetrado para plotar os dados e extrair os valores das
constantes Ae E.

Por outro lado, como esta fungdo tem uma varidvel que é logaritmica (variavel
dependente) e outra em escala linear (varidvel independente), poderia se plotar estes dados
diretamente em um papel mono-log. Plotando os dados experimentais no grafico mono-log
(observe que a escala é logaritmica e, portanto, ndo € necessario aplicar logaritmo nos valores de
f(x)) os dados resultariam em um comportamento linear.

Considere outro exemplo. A fungdo do tipo f(x) = Ce®* (sendo C e d constantes) pode
ser linearizada aplicando logaritmo em ambos os lados da funcdo. Como a fungdo possui um
exponencial em e, é conveniente escrever, nestes casos, o logaritmo natural ao invés do logaritmo
em base 10. Neste caso, a linearizacdo ficaria:

Inf(x) = InC + dln(e)x = InC + dx Eq.4.3

sendo InC o coeficiente linear e d o coeficiente angular. Novamente, o papel mono-log seria o
mais adequado.

Para calcular o coeficiente angular, basta utilizar a Eq. 4.18 se a escala utilizada for
logaritmo em base 10 e Eqg. 4.19 se for neperiano.

g= Yy _logy: —logy:
Ax Xy — X1 Eq.4.4

_ Ay Iny;, —Iny,
¢= Ax  x,—x; Eq.4.5

O coeficiente linear pode ser encontrado quando x = 0, ou seja, no ponto onde a reta
intercepta o eixoy.

O uso do papel di-log se faz necessério em fun¢des do tipo f(x) = Ax™ (A e n sdo
constantes), pois neste caso esta funcdo tem as duas varidveis logaritmicas. Linearizando a fungdo
aplicando log em ambos os lados da funcgao:

log f(x) = logA + nlog(x) Eq.4.6
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em que logA é o coeficiente linear e n o coeficiente angular. A fungdo mostrada na Eq. 4.20
possui comportamento linear se os dados forem plotados na forma logf (x)versus log(x).

Neste caso, o coeficiente angular (para escala log em base 10 e em base e) é obtido
utilizando a relacdo Eq. 4.21 e Eq. 4.22, respectivamente.

g Yy _logy: —logy,
Ax  logx, —logx; Eq.4.7

_ Ay Iny, —lny,
= Ax Inx, — Inx, Eq.4.8

O coeficiente linear pode ser obtido escolhendo uma coordenada da reta no plano do
grafico e substituindo os valores de f(x) e n na equacgdo da reta linearizada, determinando assim
o valor do coeficiente linear pela resolucdo da equacdo da reta. Isto se deve ao fato de que em
papel di-log ndo se tem o valor zero em ambos os eixos.

No papel dilog (assim como no papel monolog), as escalas principais estdo separadas em
décadas (Fig. 4.3). Isto significa que a escala inicia em 10" (sendo N um ndmero inteiro positivo,
negativo ou nulo) e termina em 10™. Por exemplo, se iniciar a escala com N=0 (que representa
o nimero 1, uma vez que 10°= 1), a préxima serd 10 (10%!= 10 = 10). Sendo assim, as escalas
dentro das décadas devem ser preenchidas com nimeros inteiros de 2 a 9, que sdo os multiplos
de 10"

Para encontrar as escalas principais no papel, vocé percebera que os tracos comecam a
ficar cada vez mais proximos, até que ha um salto. O primeiro serd o valor 10", e o Ultimo traco
antes do salto sera 10! (Fig. 4.3).

B e o e A e e e e S i e L S e S Al

Fig. 4.3: Exemplo de papel em escala logaritmica (di-log) e como as décadas podem ser representadas no
papel.
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4.3 Regressao linear pelo Método dos Minimos Quadrados (MMQ).

Uma forma simples de obter os coeficientes angular e linear da melhor reta de regresséo
gue descreve o comportamento do sistema é pelo Método dos Minimos Quadrados (MMQ). Este
método baseia-se no fato de que a soma dos desvios ao quadrado, obtidos pela diferenca entre
o valor experimental e do modelo, se aproxima de zero.

Para melhor entender como o método se desenvolveu, considere um conjunto de dados
experimentais representados na forma T = {(x1,¥1); (X2,¥2); ..; (X, ¥n)}. E necessério
escrever a fungdo Y na forma linear f(x) = ax + b. Assim, a soma dos residuos ao quadrado
(SRQ) seria (Eq.4.1):

SRQ = ) (i = f(x))? £Q.4.9

Desenvolvendo a relacdo, encontra-se:

n
SRQ = ) yi? = 23if () + f(x)? £0.4.10
i=1
Como f(x;) = ax; + b, obtém-se:
n
SRQ = Z}’iz — 2y;(ax; + b) + (ax; + b)? Fq.4.11
i=1

Desenvolvendo a relagdo matematica:

n
SRQ = Z(J’iz — 2y;ax; — 2y;b + a®x} + 2ax;b + b?) Eq.4.12
i=1
Como desejamos encontrar os valores de a e b que minimizam a relacdo dada pela

Eqg.4.4., podemos encontrar a derivada parcial de SRQ em relacdo a cada coeficiente e igualarmos
a zero. Desta forma, tem-se que:

ob  da

OSRQ _ 0SRQ _ c0d13

~_ OSR
Desenvolvendo para a relagado a—bQ:

OSRQ
T = Z(—Zyl + Zaxl- + Zb)
1=

n n n
OSRQ _ N,
b Z_yi+azxi+ Z Eq.4.14

Para simplificar a Eq.4.6, podemos utilizar as relacdes:
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n
= Z Xi Eq.4.15

i=1

~
I

Vi Eq.4.16
i=1

Sendo que X e Y representam a soma dos valores experimentais em x e vy,
respectivamente.

Realizando a substituicao das Eq.4.7 e Eq.4.8 na Eq.4.6, obtém-se:

dSRQ

2 2aX —Y Fq.4.17
b (a + bn) q

Utilizando a Eqg.4.5, a relacdo que calcula o coeficiente b é:

dSRQ

WZZ((IX—Y-FIDTL):O

Y — aX
p=r_¢ Fq.4.18

Entretanto, para determinar b é necessario encontrar o valor de a. O coeficiente angular
pode ser encontrado pela outra derivada parcial da Eq. 4.5:

dSRQ

n
= Z(_ZJ’ixi + 2ax? + inb)

i=1

aSRQ <
Zylxl +a2xl +b2xl
n
OSRQ
%a ( Zylxl+a2xl +bX> Eq.4.19

=1 i=1

lgualando a relacdo a zero e substituindo Eq. 4.10 na Eq.4.11:

n n
2<—Zyixl- + ale-z +bX> =
i=1

i=1

n n
(—zyixi +azxi2 +bX) =0

i=1 i=1
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n n
, Y —aX
_Z}’ixi+azxi + X]=0
i=1 1 n

i=

n n
(—n yix; + anz x2+YX— aX2> =0
i=1

i=1

n n
a(aniz—X2>—nZyixi+YX= 0

i=1 i=1

_nXilyix —YX
nyt, x;%2 — X?

Eq.4.20

Utilizando a mesma abordagem matematica, é possivel calcular as constantes de outra
forma. Ao invés de realizar a substituicdo da Eq.4.10 na Eq.4.11, pode-se obter um sistema de
duas equacdes e duas varidveis que pode ser facilmente resolvido.

n n n
ain—Zyi+b21 =0
6 & = Sist.4.21
ainZ —Zyixi +b2xl =0
i=1 i=1 =1

Agora, serdo calculados os melhores coeficientes da reta de regressado para o problema
da vazdo de efluentes apresentado acima. Primeiramente, sdo calculados os seguintes
somatorios, de acordo com o sistema Sist.4.1:

=1

n n

Zyl = 2065 fo = 1260
=1 i=1

Substituindo os valores no sistema Sist.4.1 e o resolvendo, sdo encontrados os
coeficientes a = 19,86 e b = 49,58, sendo o coeficiente a a vazdo do efluente. Desta forma, a
fungdo linear que melhor descreve o sistema é dada pela relagdo f(x) = 19,86x + 49,58.

E importante notar que a abordagem do MMQ s6 se aplica adequadamente para sistemas
que se comportam linearmente. Para uma fung¢do que ndo seja linear, o MMQ ndo se aplica.
Entretanto, é possivel linearizar uma funcdo, a fim de torna-la apta para utilizar a regressao linear
e obter os parametros desejados.
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Um exemplo de linearizacdo de funcdo é o caso da queda livre de um corpo. A funcdo
tedrica que descreve a posi¢cdo de um corpo em queda livre, considerando que o corpo partiu do
repouso, é:

a2
S=Sp—=t Eq.4.22
2

pode-se notar que ela é quadratica. Entretanto, podemos reescrever a Eg.4.13 de forma

a torna-la linear, com a forma de:

y=Yo+cx Eq.4.23

Sendo S =1y, Sg =Y, —a/2 = c e t? = x. A funcdo passa a ser linear na forma y(x).
Convertendo os dados experimentais de s para y e t2 para x, pode-se utilizar a abordagem do
MMQ para calcular os coeficientes y, e ¢ e, por consequéncia, sg € a.

Coeficiente de determinag3o (r?)
O coeficiente de determinacdo, também chamado de r?, é uma medida do ajustamento

de um modelo estatistico linear, chamada Regressdo linear, em relacdo aos valores observados
para um determinado conjunto de dados. O valor de r? pode variar entre 0 e 1 e indica o quanto
o modelo consegue se ajustar aos valores observados. Isto é, quanto maior o valor de r?, mais
explicativo é o modelo e melhor ele se ajusta aos dados observados, em outras palavras, quanto
mais proximo de 1 mais os dados podem ser descrito por um modelo estatistico linear. A equacdo
gue descreve este valor é dada por:

2 — 2?:1(5/\1 - }7)2
?:1(3’1’ —¥)?

4.1.1 MMQ com incerteza em Yy.

Quando dados experimentais sdo coletados em replicata (mais de um experimento
repetido nas mesmas condi¢cdes), sempre existird uma incerteza’ na variadvel dependente, ou
seja, em y. Neste caso, existem duas possibilidades: a incerteza em y é igual para todo o
conjunto de dados, ou seja, para cada valor de x existird sempre a mesma incerteza (como no
caso de se medir o espaco em fungdo do tempo apenas uma vez, em gue a incerteza no espago,
para cada valor de tempo, sera a incerteza do instrumento); ou ela é diferente para cada valor
de x. Paraambos os casos, as incertezas em y se propagam para os coeficientes angular e linear.

Quando o erro em y é constante, ou seja:

x1,y1 + Ay
x2,y2 £ Ay
x3,y3 £ Ay

Os coeficientes da relacdo linear da equagdo y = ax + b devem ser obtidos utilizando as
relagdes:

1 > - - Sist.4.2
ist.4.
a=E(Nzxi}’i—inZYi)

7 Aincerteza, neste caso, é o desvio total, que é a combinagdo do desvio estatistico e instrumental.
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N N
pewyst-(Y )
i=1 1

i=

Desta forma, os desvios nos coeficientes angular (Aa) e linear (Ab) sdo obtidos utilizando as
seguintes equacgdes:

(Aa)* = %(Ay)2 Eq.4.15
N
(Ab)? = (A%ZZ x? Fq.4.16

i=1

Por outro lado, quando os desvios em y sdo diferentes para cada medida:

x1,y1l £ AY1
x2,y2 £ AY2
x3,y3 + AY3

xn,yn £ A¥Yn
Os coeficientes da regressdo linear de y = ax + b devem ser obtidos utilizando as relagdes:

=1 b oj=1 l i=1 i=1 i
1 N x? S Y - x al Xy
: i i iYi .
sz(ZA .ZZA .Z_ZA ,ZZA ,2) Sist.4.3
i=1 Vi i=1 Vi i=1 Yi i=1 Vi
N N 2 N 2
ﬁ—ZLZX_i_(Z xi )
= . _ _
=1 Ayl i=1 Vi i=1 Vi

E os desvios nos coeficientes angular (Aa) e linear (Ab) sdo obtidos utilizando as
seguintes equacoes:

(Aa)? =

N
Eq.4.17
=1

1 1
B & ny;®

i
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(Ab)? = li a Eq.4.18
B &iny”
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5. ROTEIROS PARA AS AULAS EXPERIMENTAIS

5.1 Elaboracao dos relatorios

Durante o curso de Laboratério Fisica |, no final de cada atividade prética, é solicitado a cada grupo
elaborar um relatdrio das atividades desenvolvidas, que devera ser entregue dentro do prazo estipulado
pelo professor.

O relatodrio consiste em sintetizar e agrupar os dados obtidos, contextualizando e discutindo os
resultados dentro dos objetivos da pratica. Cada seg¢do do relatdrio é importante, pois traz em si elementos
que se ligam, trazendo sentido e fluidez no texto completo, além de oferecer uma apresentagdo atraente
do conjunto dos dados e do trabalho desenvolvido. Desta forma, observar o objetivo de cada parte do
relatério é importante para elabord-lo com qualidade. A seguir, é apresentado um resumo dos
componentes que serdo exigidos no relatério, bem como a finalidade de cada item e a sua pontuacgéo.
Antes de continuar, entretanto, convém ressaltar que, em cada disciplina de natureza experimental da
grade do curso de graduacdo, cada docente podera exigir um formato de relatério diferenciado. Este
apresentado sera o formato solicitado na disciplina de Laboratério de Fisica I.

Tab. 5.1: Elementos exigidos no relatério

Parte externa

Capa Deve conter o nome dos integrantes do grupo
que participaram da pratica, o curso e o nome
do experimento.

Parte Interna

Descricdo dos objetivos do trabalho, os
Resumo em portugués resultados e a conclusdo. Deve ser apresentado

Pré-texto . .
como um paragrafo Unico.

Lista contendo cada parte do relatério com a

Sumdrio ) f -
referida pagina inicial que se inicia a segao.

Conter o referencial tedrico da prética
desenvolvida. Deve possuir corpo de referéncias
que corrobore as informacgd&es fornecidas.

Introdugdo

Objetivos . "
d Descrever os objetivos da pratica.

Descricdo  dos  materiais, métodos e
equipamentos utilizados, que possibilite a
Metodologia compreensdo e interpretagdo dos resultados, a
reprodugdo do estudo e utilizagdo do método
por outros pesquisadores. Ndo é coépia do
roteiro da prética.

Texto

Apresentagdo pormenorizada dos resultados
obtidos, descrevendo-se comparagdes,
comprovacdes e aplicagbes tedricas ou praticas.

Resultados e discussdo

Parte final do texto, que deve conter a analise
final do trabalho baseada nos resultados
apresentados e alinhada com o objetivo do
trabalho.

Concluséo

Seguir norma ABNT — NBR 6023 — Informagdo e

Pés-texto Referéncias - N ~
f: Documentagdo — Referéncias — Elaboracgdo

Capa, formatagdo e apresentacdo do texto: 2 pts. Formatagdo: forma de apresentagdo das tabelas, graficos, legendas,
figuras, espagcamento, margem, posicdo do texto e fonte (seguir as normas que estdo no site
http://www.ig.unesp.br/#!/biblioteca/normalizacao/monografias-e-relatorios/).  Apresentagdo: impresso e
grampeado (grampear a lateral esquerda com trés grampos, de forma que permita o relatério ser aberto
horizontalmente).

Para maiores informag&es com relagdo ao formato das referéncias, acesse: http://www.biblioteca.ig.unesp.br/biblio/,
em “servigos online” — “normalizacdo”.
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