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Introducao sobre sequéncias.
ldentificacao de padroes.

Limites e convergéncia.

A

Sequéncias monotonas.

Calculo I: Estudo de funcodes reais e limites.
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» Sequéncias e séries surgem da ideia da
representacao de funcdes como soma de termos.

» Muitas funcoes utilizadas na Fisica-Matematica e
Quimica sao definidas como somas de séries.

 Exemplos: Taylor, Bessel, Fourie e outras.

» Sequéncias numéricas fornecem os conceitos
fundamentais para a definicao de séries.
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Sequéncia: lista de numeros em ordem definida.

adi, dy, A3, A4, ..., Ay, ...

» O numero a,, é chamado termo da sequéncia.



Sequéncia: lista de numeros em ordem definida.

adi, dy, A3, A4, ..., Ay, ...
» O numero a,, é chamado termo da sequéncia.

» Outras notacoes para sequéncia:

{an} ou {an}:,}:l

» Algumas sequéncias numeéricas sao definidas por
uma férmula para o n-ésimo termo.
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Exemplo 1

no | n 1 2 3 4 n
(a) a, = — = ==,
n+1 n+ 1 2°3°4°5 n+1

n=1

_|_

() {x/n—3}::3 a, = /n — 3, n;3{0,1,\/5,\/§,...,\/n—3,...}

Exemplo 2 Encontre uma féormula para o termo geral
a,, da sequéncia:

3 4 5 6 7
5 2571257 6257325
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Exemplo 1

no | n 1 2 3 4 n
(a) a, = — = ==,
n+1 n+ 1 2°3°4°5 n+1

n=1

_|_

() {x/n—3}::3 a, = /n — 3, n;3{0,1,\/5,\/§,...,\/n—3,...}

Exemplo 2 Encontre uma féormula para o termo geral
a,, da sequéncia:

3 4 5 6 7 ) 3 4 5
o o = — = — ) 3= T e
5° 257125° 625 3.125° S 25 125
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Exemplo 1

no | n 1 2 3 4 n
(a) a, = — = ==,
n+1 n+ 1 2°3°4°5 n+1

n=1

_|_

() {x/n—3}::3 a, = /n — 3, n;3{0,1,\/5,\/§,...,\/n—3,...}

Exemplo 2 Encontre uma féormula para o termo geral
a,, da sequéncia:

3 4 5 6 7 ) 3 4 5
o o = — = — ) 3= T e
5° 257125° 625 3.125° S 25 125

numerador n + 2
n—+ 2
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Exemplo 1

no | n 1 2 3 4 n
(a) a, = — = ==,
n+1 n+ 1 2°3°4°5 n+1

n=1

_|_

() {x/n—3}::3 a, = /n — 3, n;3{0,1,\/5,\/§,...,\/n—3,...}

Exemplo 2 Encontre uma féormula para o termo geral
a,, da sequéncia:

3 4 5 6 7 ) 3 4 5
o o = — = — ) 3= T e
5° 257125° 625 3.125° S 25 125

numerador n + 2
n—+ 2

denominador 5" ay = 3
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Exemplo 1

no | n 1 2 3 4 n
(a) an= _3_5_5_$"'5 Ao
n+1 n+ 1 2°3°4°5 n+1

n=1

_|_

() {x/n—3}::3 a, = /n — 3, n%3{0,1,\/5,\/§,...,\m—3,..

Exemplo 2 Encontre uma férmula para o termo geral
a,, da sequéncia:

3 45 6 7 34 S
o o PP —_— — _— V4 3 —_ — oo
5° 257125° 625 3.125° S 25 125
numerador n + 2
_ n T 2
denominador 5~ a, = (—1) 57

sinais dos termos alternam »

j

}



Exemplo 3 - Sequéncia de Fibonacci {f,,}

Essa sequéncia {f,,} é definida recursivamente pelas
condicoes:

flzl f2:1 ﬁzzﬁ;—l—l_fn—Z n=3

Cada termo é a soma dos dois termos precedentes. Os
primeiros termos sao:

{1,1,2,3,5,8,13,21,.. .}
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Exemplo 3 - Sequéncia de Fibonacci {f,,}

Essa sequéncia {f,,} é definida recursivamente pelas
condicoes:

flzl f2:1 ﬁzzﬁ;—l—l_fn—Z n=3

Cada termo é a soma dos dois termos precedentes. Os
primeiros termos sao:

{1,1,2,3,5,8,13,21,.. .}

Essa sequéncia surgiu quando o matematico italiano
Fibonacci (Leonardo de Pisa — 1170 a 1250)
exemplificou, no Libre Abaci (1202), um problema
hipotético envolvendo a reproducdo de coelhos.

16



Exemplo 4 — O problema de Fibonacci

Supondo que coelhos vivam para sempre e que a cada
meés cada par produza um novo par, que se torna
reprodutivo com 2 meses de idade. Se comecarmos
com um par recém-nascido, quantos pares de coelhos
teremos no n-ésimo mes?

17



Exemplo 4 — O problema de Fibonacci

Supondo que coelhos vivam para sempre e que a cada
meés cada par produza um novo par, que se torna
reprodutivo com 2 meses de idade. Se comecarmos
com um par recém-nascido, quantos pares de coelhos
teremos no n-ésimo mes?

Més Par5 Par7 Par2 Parl1 Par4d Par3 Par8 fn
1 00 fi=1
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Exemplo 4 — O problema de Fibonacci

Supondo que coelhos vivam para sempre e que a cada
meés cada par produza um novo par, que se torna
reprodutivo com 2 meses de idade. Se comecarmos
com um par recém-nascido, quantos pares de coelhos
teremos no n-ésimo mes?

Més Par5 Par7 Par2 Parl1 Par4d Par3 Par8 fn
1 00 fi=1
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Exemplo 4 — O problema de Fibonacci

Supondo que coelhos vivam para sempre e que a cada
meés cada par produza um novo par, que se torna
reprodutivo com 2 meses de idade. Se comecarmos
com um par recém-nascido, quantos pares de coelhos
teremos no n-ésimo mes?

Més Par5 Par7 Par2 Parl1 Par4d Par3 Par8 fn
1 00 fi=1
2 — 00O fz =
e
3 00 00 f3 =
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Exemplo 4 — O problema de Fibonacci

Supondo que coelhos vivam para sempre e que a cada
meés cada par produza um novo par, que se torna
reprodutivo com 2 meses de idade. Se comecarmos
com um par recém-nascido, quantos pares de coelhos

teremos nho n-ésimo meés?

Meés

1
2
3
4

Par 5

Par 7

Par 2

Par 1
0]0)

— 00

00
(o]0

Par 4

Par 3

oo\

o]0

(0]0)

Par 8

fn
f1=1
f2z=
f3=
fa=3
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Exemplo 4 — O problema de Fibonacci

Supondo que coelhos vivam para sempre e que a cada
meés cada par produza um novo par, que se torna
reprodutivo com 2 meses de idade. Se comecarmos
com um par recém-nascido, quantos pares de coelhos

teremos nho n-ésimo meés?

Meés

1
2
3
4
5

Par 5

Par 7

Par 2

Par 1
0]0)

(0]0)
— 0O

(o]0

Par 4

Par 3

— 00
(0]0) 00
\
(0]0) 00 (0]0)

Par 8

fn
f1=1
f2z=
f3=
fa=3
fs=5
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Exemplo 4 — O problema de Fibonacci

Supondo que coelhos vivam para sempre e que a cada
meés cada par produza um novo par, que se torna
reprodutivo com 2 meses de idade. Se comecarmos
com um par recém-nascido, quantos pares de coelhos

teremos nho n-ésimo meés?

Mé

o v A W N B

S

Par 5

Par 7

Par 2

Par 1
0]0)

00
_ 00
(_7
0]0)
— 00
00O 00 00

Par 4

Par 3

Par 8

_— 00
(0]0)
00—
(o]0 00 (o]0
/ \
(0]0) o]0 (o]0 00

fn
f1=1
f2z=
f3=
fa=3
fs=5

6 =8
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Fonte das figuras: Stewart, J. 2013.



¢ N n
(a){n+1} R

n=1

» Representacao |

na reta real. 0

Fonte das figuras: Stewart, J. 2013.
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n |~ n 1 2 3 4 n
(a) an: _3_3_3_3"‘$
n+1) n+1 2737475

n+1
ty
o a a,ds;)
» Representagao : L e
na reta real. 0 1 1
2
a, A
» Representacao I e ——
no plano cartesiano. - i
dT_g
—————+—+ >
1234567 "

Fonte das figuras: Stewart, J. 2013.



Definicdo Uma sequéncia {a,} tem limite L e escrevemos

lima, =L ou a, — L quando n — «

71— 00
se, para cada e > O existir um inteiro correspondente N tal que

se n>N entio la, — L| < &
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Definicdo Uma sequéncia {a,} tem limite L e escrevemos

lima, =L ou a, — L quando n — «

Fl—>00

se, para cada e > O existir um inteiro correspondente N tal que

se n>N entio |an—L|<8
O O O O \ > . el ; O O O O O I
0 L —e¢e L L+e
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Definicdo Uma sequéncia {a,} tem limite L e escrevemos

lima, =L ou a, — L quando n — «

Fl—>00

se, para cada e > O existir um inteiro correspondente N tal que

se n>N entio la, — L| < &
O O O O \ > . el )' O O O . O -
0 L —¢ L L +e¢

YA
y=L+e

L
yv=L—¢

Ol 1234 N n 20




Definicde lim,— . a, = ° significa que para cada numero positivo M
existe um teiro N tal que

se n >N entio a, > M

a1




Definicde lim,— . a, = ° significa que para cada numero positivo M
existe um teiro N tal que

se n >N entio a, > M

> Se lim,_...a, = <, entdo a sequéncia {«a,} € divergente,

Dizemos que {«,} diverge para <.

> As Propriedades do Limite também valem para os
limites de sequéncias
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Se {a,} e {b,} forem sequéncias convergentes e

¢ for uma constante, entdo

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,

n—so n—sco n—sco

lm ca, = ¢ lim «, lm ¢ = ¢

n—=<0 e n—<0

EE



Se {a,} e {b,} forem sequéncias convergentes e

¢ for uma constante, entao

lim (@, + b,) = lim @, + lim b,

n—w0 n—s oo R

lm ca, = ¢ lim «, hm ¢ = ¢

n—<o H—=w n—sco

lim (a,b,) = lim a, - lim b,

= n—=co F—= o
a Iim «,
. n e .
lim — = &= se lim b, # 0
n—wo b lim 5, n—s

n—=o0

lima,f:[liilian]pse p>0ea, >0

n—sco



Exemplo5 Encontre lim e

H%WH‘Fl
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Pl

Exemplo5 Encontre lim
n—cw I + 1

Utiliza-se método semelhante ao calculo de limites de
funcoes:
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Pl

Exemplo5 Encontre lim
n—cw I + 1

Utiliza-se método semelhante ao calculo de limites de
funcoes:

87



In
Exemplo 6 Calcule lim =

n—w«< K

e



In
Exemplo 6 Calcule lim =

n—wx
» Numerador e denominador se aproximam do
infinito quando n — oo,

» A regra de L'Hospital n3ao pode ser usada
diretamente.

29



In
Exemplo 6 Calcule lim =

n—w«< K

» Numerador e denominador se aproximam do
infinito quando n — oo,

» A regra de L'Hospital n3ao pode ser usada
diretamente.

» Pode-se usar a regra na funcao relacionada
utilizando-se o seguinte teorema:

Se lim,—.f(x) =L e f(n) = a, quando n é um inteiro,

entao lm,_...a, = L.




In
Exemplo 6 Calcule lim =

n—w«< K

» Numerador e denominador se aproximam do
infinito quando n — oo,

» A regra de L'Hospital n3ao pode ser usada
diretamente.

» Pode-se usar a regra na funcao relacionada
utilizando-se o seguinte teorema:

Se lim,—.f(x) =L e f(n) = a, quando n é um inteiro,

entao lm,_...a, = L.

n 1 i
im 2% o XX .y,

Xx—w X X—» oo 1 n—c N
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Exemplo 7 Para que valores de r a sequéncia {r"} é convergente?

» Sabemos dos graficos das funcdes exponenciais que:
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Exemplo 7 Para que valores de r a sequéncia {r"} é convergente?

» Sabemos dos graficos das funcdes exponenciais que:
lim, ,.oa* = cparag>1 ¢

lim,_..a® = 0para0 << a << 1. Logo,
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Exemplo 7 Para que valores de r a sequéncia {r"} é convergente?

» Sabemos dos graficos das funcdes exponenciais que:
lim, ..a* =parag>1 ¢

lim,..a* = 0para0 << a << 1. Logo,

com a = r e usando o lTeorema, temos

o se > | im1"=1 e
1' H: H—0C0
HE}:@F 0O se O0O<pr<1 lim 0" = 0



Exemplo 7 Para que valores de r a sequéncia {r"} é convergente?

» Sabemos dos graficos das funcdes exponenciais que:
lim, ,..a* = parag>1 ¢

lim, ..a” = Opara0 << a < 1. Logo,

com g = r e usando o Teorema, temos

o e r> 1 lim1"=1 ¢
1' H: H—G0
HLIEDF 0O se O0<pr <1 lim 0" = 0

Se —1 < r < Oentdo 0 < |r| < lentdo
lim | 7| = lim || = 0
n—»00 i—> 0
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Exemplo 7 Graficos da sequéncia a,,

r

d, A &, A
r>1,
Ty ~1<r<0
r=1 U I n

1+ .

| "‘) - >
0 n 1 .

1 0<r<1 r<—l
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Exemplo 7 Graficos da sequéncia a,, = r"

d, A &, A
r>1,
Ty ~1<r<0
r=1 U I n

1+ .

| "‘) - >
0 n 1 .

1 0<r<1 r<—l

A sequéncia {r"} é convergente se —1 << r = le
divergente para todos os outros valores de r.

lim " =

Fl—== 0

0 se —1<r=<1
1 se r=1

a7
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Definicdo _

Uma sequéncia {a, | € chamada crescente se a, < a,+; paratodon = 1,
iSSOé, a1 << @y << Q3 <<

E chamado decrescente se a, > a,+1 para todo n = 1.

Uma sequéncia é monotona se for crescente ou decrescente.

49




Definicdo _

Uma sequéncia {a, | € chamada crescente se a, < a,+; paratodon = 1,
iSSOé, a1 << @y << Q3 <<

E chamado decrescente se a, > a,+1 para todo n = 1.

Uma sequéncia é monotona se for crescente ou decrescente.

Exemplo 8

3
A sequéncia { s } ¢ decrescente porque
n

3.3 3
n+5 mw+1)+5 nt+6

e, portanto, a, > a,+; paratodo n = 1. -




Definicéo
Uma sequéncia {a,} é limitada superiormente se existir um niimero M

talque g, =M paratodon =1

Ela ¢ limitada inferiormente se existir um numero

tal que m = a, para todo n = 1

Se ela for limitada superior e inferiormente,
entdo {a,} ¢ uma sequéncia limitada.
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Teorema da Sequéncia Monotona

Toda sequéncia monoétona limitada € convergente.
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Teorema da Sequéncia Monotona

Toda sequéncia monoétona limitada € convergente.

» Nem sempre ¢é possivel determinar se uma

sequéncia € monotona pelos primeiros termos.
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Teorema da Sequéncia Monotona
Toda sequéncia monoétona limitada € convergente.

» Nem sempre ¢é possivel determinar se uma
sequéncia € monotona pelos primeiros termos.

> Uma maneira de verificar a monoticidade consiste
da razao de termos sucessivos.

RAZAO DE TERMOS

CONCLUSAOQ
SUCESSIVOS
Ay 1/, > 1 Estritamente crescente
y1/0, <1 Estritamente decrescente
Gy 1/0, 2 1 Crescente
Gy +1/0, =1 Decrescente

54



Exemplo 9
Mostrar que a sequéncia € estritamente crescente.

55



Exemplo 9

Mostrar que a sequéncia é estritamente crescente.

n

n-+1

ay =

n-+1

i1 =
» dn n-—+2

i1 (n+1/(n+2)

Up

n/(n+1)

56



Exemplo 9

Mostrar que a sequéncia é estritamente crescente.

n-+1
n-+ 2

1

n-+ 1

ady, =

np1 (A 1)/(n+2)

» Up41 —

a, n/(n+1)

—

n—I—Z' )

_H—I—'l n—+1 _Hz—l—ZH—l—l

n2 4+ 2n

57



Exemplo 9

Mostrar que a sequéncia é estritamente crescente.

n n-+1

n-+ 1 » aHH:n—{—Q

a, =

o1 (n+1)/(n+2)
a,  n/(n+1

_H—I—'l n—l—l_nz—l—Zn—l—l
 nd2 n  n242n

vemos que d, +1/dy > 1sen=>1.

Isso prova que a sequéncia € estritamente crescente.



Exemplo 9

Mostrar que a sequéncia é estritamente crescente.

n n-+1

n = »ﬂn+1zn+2 Do ex. 5:
ny1  (n+1)/(n+2) lim —— — 1
a,  n/(mn+1) n—e n + 1
 n+1 n+1_n2+2n—|—1 Também é
n+2 n n? + 2n convergente!

vemos que d, +1/dy > 1sen=>1.

Isso prova que a sequéncia € estritamente crescente.
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» Estudar secdo 11.1 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

» Praticar: exercicios Secao 11.1 do Stewart.

» Sequéncias conhecidas e aplicacoes.
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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