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1. Teoremas de existéncia e unicidade.
2. Exemplos.

3. Equacoes exatas.

- Diferenciacao e Integracao de funcoes.
- Derivadas parciais.
- Resolucao de equacoes algébricas com logaritmo.
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» Foram estudados até o momento os problemas de
valor inicial com equacoes diferenciais de 12 ordem.

» Foi visto que nem toda equacao diferencial tem
solucao analitica.
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Foram estudados até o momento os problemas de
valor inicial com equacoes diferenciais de 12 ordem.

Foi visto que nem toda equacao diferencial tem
solucao analitica.

Entao, antes de resolver um PVI analiticamente, nao
seria interessante saber se existe solucao?

Além disso, verificar se a solucao sera Unica?

Os teoremas seguintes respondem estas duas
perguntas.



Teorema 2.4.1 (Ref. Boyce 92 ed.)

Se as fungdes p e g sao continuas em um intervalo
aberto I, contendo o ponto t = ¢t,,

Entdo, existe uma unica fungao y = ¢(t) que satisfaz
a equacao:

y' +p@©)y = g(t)
E a condicao inicial y(t,) = y, para cadat em [.
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Teorema 2.4.1 (Ref. Boyce 92 ed.)

Se as fungdes p e g sao continuas em um intervalo
aberto I, contendo o ponto t = ¢t,,

Entdo, existe uma unica fungao y = ¢(t) que satisfaz
a equacao:

y' +p@©)y = g(t)
E a condicao inicial y(t,) = y, para cadat em [.

O teorema diz que:

» O PVI tem solugdo unica se p(t)e g(t) sdo continuas.
» A solucdo existe em qualquer intervalo I, contendo a
condigdo inicial e no qual p(t)e g(t) sdo continuas.
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Teorema 2.4.1 (Ref. Boyce 92 ed.)

Se as fungdes p e g sao continuas em um intervalo
aberto I, contendo o ponto t = ¢t,,

Entdo, existe uma unica fungao y = ¢(t) que satisfaz
a equacao:

y' +p@©)y = g(t)
E a condicao inicial y(t,) = y, para cadat em [.

O teorema diz que:

» O PVI tem solugdo unica se p(t)e g(t) sdo continuas.

» A solucdo existe em qualquer intervalo I, contendo a
condigdo inicial e no qual p(t)e g(t) sdo continuas.

» Poderad haver descontinuidade da solucdo nos pontos
em que p(t)e g(t) forem descontinuas. 11



Supondo que as fungdes f e

um retangulo a<t<pf, y <y <4 contendo o

ponto (t,,Y,),

Entao, em algum intervalo t,—h<t<t,+h,
contidoem a <t < f3, existe solug¢ao unica do PVI:

y' = f(t,y),

af . ’
@ sejam continuas em

V(to) = Yo
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Supondo que as fungdes f e

um retangulo a<t<pf, y <y <4 contendo o

ponto (t,,Y,),

Entao, em algum intervalo t,—h<t<t,+h,
contidoem a < t < f3, existe solugao unica do PVI:

y' = f(t,y),

af . ’
@ sejam continuas em

V(to) = Yo

Consequéncias geomeétricas dos teoremas
Os grdficos de duas solugbes ndo se cruzam.
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Supondo que as fungdes f e

um retangulo a<t<pf, y <y <4 contendo o

ponto (t,,Y,),

Entao, em algum intervalo t,—h<t<t,+h,
contidoem a < t < f3, existe solugao unica do PVI:

y' = f(t,y),

af . ’
@ sejam continuas em

V(to) = Yo

Consequéncias geomeétricas dos teoremas
Os grdficos de duas solugbes ndo se cruzam.

Caso contrario, existiriam duas

solugées satisfazendo a

mesma condig¢@o inicial.

14
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Exemplo 1: Encontrar o intervalo no qual o PVI tem
solucao unica.

ty' + 2y = 4t* y(1) =2

prof. Henrique A M Faria 1@



Exemplo 1: Encontrar o intervalo no qual o PVI tem
solucao unica.

ty' + 2y = 4t* y(1) = 2
v Colocar a eq. dif. na forma padrio.

2
y’ +?y = 4¢,
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Exemplo 1: Encontrar o intervalo no qual o PVI tem

solucao unica.

ty' + 2y = 4t* y(1) =2

v Colocar a eq. dif. na forma padrio.

;2 2
ytoy=4  p) =+

e g(t) =4t
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ty' + 2y = 4t* y(1) =2

v Colocar a eq. dif. na forma padrio.

2 2
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Exemplo 1: Encontrar o intervalo no qual o PVI tem
solucao unica.

ty' + 2y = 4t* y(1) =2

v Colocar a eq. dif. na forma padrio.

2 2
y'+?y=4t, p(t)=? e g(t) =4t

v A eq. dif. é linear, g é continua em R e p é continua
paratodot #0 (t <0 out > 0). 0 L

S

v Oiintervalo t > 0 contém a condigdo y(1) = 2
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Exemplo 1: Encontrar o intervalo no qual o PVI tem
solucao unica.

ty' + 2y = 4t* y(1) = 2
v Colocar a eq. dif. na forma padrio.

2 2
y’+?y=4t, p(t)=? e g(t) =4t

v A eq. dif. é linear, g é continua em R e p é continua
paratodot #0 (t <0 out > 0). Y t

O >

v Oiintervalo t > 0 contém a condigdo y(1) = 2

v' Entdo, o Teorema 2.4.1 garante que o PVl tem uma
Unica solugao no intervalo (0, +o0) para t.
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Exemplo 2: O PVI n3o linear tem solugdo Unica?

dy 3x°+4x +2
dx  2(y—1)

y(0) = -1
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Exemplo 2: O PVI n3o linear tem solugdo Unica?

dy 3x°+4x +2
dx  2(y—1)

y(0) = -1

v' A eq. dif. é ndo linear, ent3o é valido o Teorema 2.4.2.

3x% 4 4x + 2
2(y — 1)

flx,y) =
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Exemplo 2: O PVI n3o linear tem solugdo Unica?

dy 3x°+4x +2
dx  2(y—1)

y(0) = -1

v' A eq. dif. é ndo linear, ent3o é valido o Teorema 2.4.2.

3x% + 4x + 2 . of  3x*+4x+2
2(y — 1) dy 2(y — 1)?

flx,y) =
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Exemplo 2: O PVI n3o linear tem solugdo Unica?

dy 3x°+4x +2
dx  2(y—1)

y(0) = -1

v' A eq. dif. é ndo linear, ent3o é valido o Teorema 2.4.2.

3x% + 4x + 2 of 3x% + 4x + 2
f(x;Y)z 2( -1 = a—:— _ 2
y—1) y 2y — 1)
v Parafe ya descontinuidade ocorreem y = 1.

25



Exemplo 2: O PVI n3o linear tem solugdo Unica?

dy 3x°+4x +2
dx  2(y—1)

y(0) = -1

v' A eq. dif. é ndo linear, ent3o é valido o Teorema 2.4.2.

3x% + 4x + 2 of 3x% + 4x + 2
f(xl }’) — . = ao _ 2
2y - 1) dy 2y — 1)
v Parafe ya descontinuidade ocorreem y = 1.

v' O Teorema 2.4.2 garante que o PVI tem uma unica
solugao em um intervalo em torno de xy, = 0.
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Exemplo 2: O PVI n3o linear tem solugdo Unica?

dy 3x°+4x +2
dx  2(y—1)

y(0) = -1

v' A eq. dif. é ndo linear, ent3o é valido o Teorema 2.4.2.

3x% + 4x + 2 of 3x% + 4x + 2
flx,y) = — = o= EFEY,
2y - 1) dy 2y — 1)
v Parafe ya descontinuidade ocorreem y = 1.

v' O Teorema 2.4.2 garante que o PVI tem uma unica
solugao em um intervalo em torno de xy, = 0.

0
( )
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Solugéo do PVI 27
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» As equacOes exatas sdo uma subclasse das eq. dif.
de 12 ordem.

» Existe um método bem definido para sua resolucao.
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As equacoes exatas sao uma subclasse das eq. dif.
de 12 ordem.

Existe um método bem definido para sua resolucao.

Inicialmente, é necessario determinar se a equacao
é exata.
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As equacoes exatas sao uma subclasse das eq. dif.
de 12 ordem.

Existe um método bem definido para sua resolucao.

Inicialmente, é necessario determinar se a equacao
é exata.

O teorema seguinte fornece as condicoes para a
classificacao de eq. dif. de 12 ordem em exata.

a1



oM ON

Sejam as funcoes M, N, — e — continuas em uma

ady dx
regidaoretangulara < x < S,y <y <.
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OM ON

Sejam as funcoes M, N, — e — continuas em uma

dy dx
regidaoretangulara < x < f,y <y <0.

A equagdo M(x,y) + N(x,y)y" =0 (1)

E uma equacdo exata se, e somente se:
oM (x,y) ON(x,y)
dy  Ox

EE



OM ON

Sejam as funcoes M, N, — e — continuas em uma

dy dx
regidaoretangulara < x < S,y <y <.

A equagdo M(x,y) + N(x,y)y" =0 (1)
E uma equacio exata se, e somente se:
oM (x,y) ON(x,y)
dy  Ox
Isto €, existe uma funcao U tal que:

p(xy) _ op(x,y) _
0~ Mxy) e — 2= =N(xy)

Se, e somente se, M e N satisfazem a eq. dif. (1).
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Exemplo 3: Resolver a eq. dif. exata.
(ycosx + 2xe¥) + (senx + x%eY —1)y' =0

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 3: Resolver a eq. dif. exata.
(ycosx + 2xe¥) + (senx + x%eY —1)y' =0

v’ |dentificar as funcdes de duas variaveis M e N:

M(x,y) = (ycosx + 2xe”),
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Exemplo 3: Resolver a eq. dif. exata.
(ycosx + 2xe¥) + (senx + x%eY —1)y' =0

v’ |dentificar as funcdes de duas variaveis M e N:
M(x,y) = (ycosx + 2xe”), N(x,y) = (senx + x?eY — 1)
v’ Calcular as derivadas:

oM

— = cosx + 2xe”
oy
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Exemplo 3: Resolver a eq. dif. exata.
(ycosx + 2xe¥) + (senx + x%eY —1)y' =0

v’ |dentificar as funcdes de duas variaveis M e N:
M(x,y) = (ycosx + 2xe”), N(x,y) = (senx + x?eY — 1)
v’ Calcular as derivadas:

oM

ON
— = cosx + 2xe” — = cosx + 2xe”
dy 0x
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Exemplo 3: Resolver a eq. dif. exata.
(ycosx + 2xe¥) + (senx + x%eY —1)y' =0

v’ |dentificar as funcdes de duas variaveis M e N:
M(x,y) = (ycosx + 2xe”), N(x,y) = (senx + x?eY — 1)

v' Calcular as derivadas:

oM ON
— = cosx + 2xe” — = cosx + 2xe”
dy 0x

v’ Como as derivadas parciais sdo iguais, haverd uma
funcao | tal que :

?31] M(x,y) = ycosx + 2xe” (1)
g;'j N(x,y) = senx + x%e¥ —1 (2)



(% _ ) = + 2xe¥ (1)\
Exemplo 3 o = M(x,y) = ycosx + 2xe
a—Lp: = 2,y _ 1
v Integraraeq. (1) emx: oy~ N0o¥) = semx+xre 2)

prof. Henrique A M Faria 41



(% _ ) = + 2xe¥ (1)\
Exemplo 3 o = M(x,y) = ycosx + 2xe
a_lIJ: = 2,y _ 1
v Integraraeq. (1) emx: oy~ N0o¥) = semx+xre 2)

J—dx = f(ycosx + 2xe”)

prof. Henrique A M Faria

dx
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(% _ ) = + 2xe¥ (1)\
Exemplo 3 o = M(x,y) = ycosx + 2xe
a_lIJ: = 2,y _ 1
v Integraraeq. (1) emx: oy~ N0o¥) = semx+xre 2)

J—dx = f(ycosx + 2xe”)

Y = ysenx + x%e¥ + g(y)

prof. Henrique A M Faria

dx

(3)
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Exemplo 3

v’ Integrar a eq. (1) em x:

&

5 M(x,y) = ycosx + 2xe”

W _ N(x,y) = senx + x%e¥ — 1

\ Y

J—dx = f(ycosx + 2xe”) dx

Y = ysenx + x%eY + g(y) (3)

v' Derivar a eq. (3) em relacdo a y:

oy
oy

— =senx +x%eY + g'(y)  (4)



Exemplo 3

v Integrar a eq. (1) em x: Y

g—i’ = M(x,y) = ycosx + 2xe”

a—qJ=N(x,y) = senx + x%e¥ — 1

J—dx = f(ycosx + 2xe”) dx

Y = ysenx + x%e¥ + g(y) (3)

v' Derivar a eq. (3) em relacdo a y:

2—;': = senx + x%e¥ + g'(y)

v’ lgualar eq. (4) com eq. (2):

(4)

senx + x%eY + g'(y) = senx + x%e¥ — 1
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Exemplo 3

v Integrar a eq. (1) em x: Y

g—i’ = M(x,y) = ycosx + 2xe”

a—qJ=N(x,y) = senx + x%e¥ — 1

J—dx = f(ycosx + 2xe”) dx

Y = ysenx + x%e¥ + g(y) (3)

v' Derivar a eq. (3) em relacdo a y:

2—;': = senx + x%e¥ + g'(y)

v’ lgualar eq. (4) com eq. (2):

(4)

senx + x%eY + g'(y) = senx + x%e¥ — 1

g ) =-1
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Exemplo 3

v Integrar a eq. (1) em x: Y

g—i’ = M(x,y) = ycosx + 2xe”

a—qJ=N(x,y) = senx + x%e¥ — 1

J—dx = f(ycosx + 2xe”) dx

Y = ysenx + x%e¥ + g(y) (3)

v' Derivar a eq. (3) em relacdo a y:

2—;': = senx + x%e¥ + g'(y)

v’ lgualar eq. (4) com eq. (2):

(4)

senx + x%eY + g'(y) = senx + x%e¥ — 1

goy=-1 = gy =-y+¢C
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Exemplo 3 [ 0= ysenx + 2% +90) (3)

v' Substituir g(y) = —y + C na eq. (3)

prof. Henrique A M Faria 48



Exemplo 3 [ 0= ysenx + 2% +90) (3)

v' Substituir g(y) = —y + C na eq. (3)

Y = ysenx + x%eY —y+C

prof. Henrique A M Faria @@



Exemplo 3 [ 0= ysenx + 2% +90) (3)

v' Substituir g(y) = —y + C na eq. (3)

Y = ysenx + x%eY —y+C

v' Conferéncia das derivadas parciais de | :

g—i’ = ycosx + 2xe¥ = M(x,y)

prof. Henrique A M Faria 5@



Exemplo 3 [ 0= ysenx + 2% +90) (3)

v' Substituir g(y) = —y + C na eq. (3)

Y = ysenx + x%eY —y+C

v' Conferéncia das derivadas parciais de | :

Z—i = ycosx + 2xe¥ = M(x,y)

g—i’ = senx + x%eY —1 = N(x,y)
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Exemplo 3 [ 0= ysenx + 2% +90) (3)

v' Substituir g(y) = —y + C na eq. (3)

Y = ysenx + x%eY —y+C

v' Conferéncia das derivadas parciais de | :

Z—i = ycosx + 2xe¥ = M(x,y)

g—i’ = senx + x%eY —1 = N(x,y)

v Portanto, a solucdo geral para eq. dif. original é:

ysenx + x*e¥Y —y=C  C: constante
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» Estudar secoes 2.4 e 2.6 do livro texto (Boyce).
» Resolver o exercicio proposto.

» Praticar: exercicios da secdes 2.4 e 2.6 do Boyce.

» Equacoes diferenciais de 22 ordem.
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11. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2020.

prof. Henrique A M Faria
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