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1. Teste da integral.

2. Teste da comparacao.
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» Em geral é dificil encontrar a soma exata de uma
série.
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Em geral é dificil encontrar a soma exata de uma
série.

Conseguimos fazer isso para as séries geomeétricas e
a série telescopica ), 1/[n(n + 1)].

Nas proximas secoes, desenvolveremos varios testes
para determinar se uma série € convergente sem
encontrar sua soma explicitamente.

O primeiro teste envolve integrais improprias.



» Seja a série dos reciprocos dos quadrados inteiros.
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as somas parciais, tabela 1,
observa-se que essas somas
se aproximam de 1,64
guando n — oo,



» Seja a série dos reciprocos dos quadrados inteiros.

1 1 1 1

H§1#:F+ SEANETIE

» Avaliando numericamente

as somas parciais, tabela 1,

observa-se que essas somas

se aproximam de 1,64
guando n — oo,

1
_|_ 52 _|_ P
Tabela 1
S R
i=1
5 1,4636
10 1,5498
50 1,6251
100 1,6350
500 1,6429
1.000 1,6439
5.000 1,6447
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» Seja a série dos reciprocos dos quadrados inteiros.

1 1 1 1

H§1#:F+ SEANETIE

» Avaliando numericamente

as somas parciais, tabela 1,

observa-se que essas somas

se aproximam de 1,64
guando n — oo,

» O argumento geométrico, a
seguir confirma esse fato.

1
_|_ 52 _|_ P
Tabela 1
S R
i=1
5 1,4636
10 1,5498
50 1,6251
100 1,6350
500 1,6429
1.000 1,6439
5.000 1,6447
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» A partir de x = 1 a 4rea sob a curva pode ser escrita
por uma integral.

prof. Henrique A M Faria 14
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» A partirde x = 1 a drea sob a curva pode ser escrita
por uma integral.

» Portanto, as somas parciais da série serd menor do

que 2:
1 » ]
+ | —dx=2

12 1 x?
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» A partirde x = 1 a drea sob a curva pode ser escrita
por uma integral.

» Portanto, as somas parciais da série serd menor do
que 2:
L4 —dx =2
1’2 h 2T
» As somas sao crescentes e a sequéncia é limitada,

entao, pelo teorema da sequéncia mondtona, a
série converge.

16



A- |77
0 ) 4 | s

» A partir de x = 1 a 4rea sob a curva pode ser escrita
por uma integral.

» Portanto, as somas parciais da série serd menor do

que 2:
1 » ]
+ | —dx=2

12 1 x?

» As somas sao crescentes e a sequéncia é limitada,

entao, pelo teorema da sequéncia mondtona, a
série converge.

. 1 1 | | Soma exata:
S =t or bt <2 W2/6 (Euler
n=1
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Suponha que f seja uma tuncio continua, positiva e
decrescente em [1, «) e seja a, = f(n).

Entdo a série 2,1 a, € convergente se, ¢ somente se,
a integral imprépria (" f(x) dx for convergente.

(1) Se Lm f{x) dx for convergente, entio D a,é convergente.

n=l1

(11) Se Lm f(x) dx for divergente, entiio ), a, & divergente.
n=1



Suponha que f seja uma tuncio continua, positiva e
decrescente em [1, «) e seja a, = f(n).

Entdo a série 2,1 a, € convergente se, ¢ somente se,
a integral imprépria (" f(x) dx for convergente.

(1) Se Lm f{x) dx for convergente, entio D a,é convergente.

n=l1

(11) Se Lm f(x) dx for divergente, entiio ), a, & divergente.
n=1

A fungdo f(n) deve ser decrescente a
partir do ponto de inicio da série.
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Exemplo 1 Asérie Z

n=1

1
n? +1

converge?
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Exemplo 1 Asérie Z

n=1

1
n? +1

converge?

v A funcdo em x de a,, é continua, positiva e decrescente
em |1, 00). Entdo, é possivel o teste da integral.

» 1
L x2+1dx
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Exemplo 1 Asérie Z

n=1

1
n? +1

converge?

v A funcdo em x de a,, é continua, positiva e decrescente
em |1, 00). Entdo, é possivel o teste da integral.

o 1 , ¢ 1
L x2+1dx_}£2 1x2+1dx
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Exemplo 1 Asérie Z

n=1

1
n? +1

converge?

v A funcdo em x de a,, é continua, positiva e decrescente
em |1, 00). Entdo, é possivel o teste da integral.

0 1 ) t 1 A _ 4
ot f e e
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Exemplo 1 Asérie Z

n=1

1
n? +1

converge?

v A funcdo em x de a,, é continua, positiva e decrescente
em |1, 00). Entdo, é possivel o teste da integral.

o 1 ) t 1 A _ 4
L 2 T m ) o dx = mtg gl

. _1 eri W ’ri e
= I i S
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Exemplo 1 Asérie Z

n=1

1
n? +1

converge?

v A funcdo em x de a,, é continua, positiva e decrescente
em |1, 00). Entdo, é possivel o teste da integral.

o 1 ) t 1 A _ 4
L 2 T m ) o dx = mtg gl

. _1 eri W ’ri e
= I i S

Como a integral é convergente, pelo teste da
integral a série também é convergente!
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S | *
A série p D, — ¢ convergente se p > 1 e divergente se p = 1.

n=1
~ o 1
Demonstracio j — dx
1 x¥
Se p < 0, entdo lim,_.. {1/n”) = c e a série diverge
Se p =0, entdo lim,—. (1/n") =1 e a série diverge

Se p > 0, entdo a funcio f(x) = 1/x7 € continua, positiva e
decrescente em [1, o).

Portanto, a série p converge parap > 1.



Teste da
compllixalcae



» A ideia deste teste de convergéncia é comparar a
série dada com alguma série conhecida.
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» A ideia deste teste de convergéncia é comparar a
série dada com alguma série conhecida.

. ,.ow 1
* Seja a série: El P

 Comparando com a série X,_; 1/2* geometrica
cuja soma dos termos é 1:

1 |

2" + 1 2"
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» A ideia deste teste de convergéncia é comparar a
série dada com alguma série conhecida.

. ,.ow 1
* Seja a série: El P

 Comparando com a série X,_; 1/2* geometrica
cuja soma dos termos é 1:
1 1 |

< — = < 1
27 4+ 1 2" 1 20+ 1

s
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» A ideia deste teste de convergéncia é comparar a
série dada com alguma série conhecida.

: ,ow ]
Seja a série: El P
Comparando com a série X;_; 1/2* geometrica
cuja soma dos termos é 1:
1 1 S |

< — = < 1
27 4+ 1 2" 1 2"+ 1

Portanto, pelo teste da comparacao a série dada
é convergente.
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Suponha que X a, e X b, sejam séries com termos positivos.



Suponha que X a, e X b, sejam séries com termos positivos.

(1) Se 2 b, for convergente e a, = b, paratodo #,

entio > a, também sera convergente.
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Suponha que X a, e X b, sejam séries com termos positivos.

(1) Se 2 b, for convergente e a, = b, paratodo #,

entio > a, também sera convergente.

(11) Se X b, for divergente e a,, = b, para todo n,

entdo 2 a, também sera divergente.
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Exemplo 2 A série converge?

Z(n—l)

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 2 A série converge?

i 1 sejam: a, = 1 b—1
- o T wmeD T
n=




Exemplo 2 A série converge?

= 1 1

sejam: a, = , b, =
Z(n—l) J " (n—-1) n
n=

» A série b,, é a série harmonica divergente.

1
n
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Exemplo 2 A série converge?

= 1 1

sejam: a, = , b, =
Z(n—l) J " (n—-1) n
n=

» A série b,, é a série harmonica divergente.

! 1 = a, = b,

>
m—1) n

1
n
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Exemplo 2 A série converge?

i 1 sejam: a, = 1 b—1
- o T wmeD T
n=

» A série b,, é a série harmonica divergente.

1 1 = a, =b,

>
m—1) n

» Como a série b, é divergente e menor do que a,,,
pelo critério (ii) a série a,, dada também diverge.

prof. Henrique A M Faria a7



Exemplo 3 A série converge?

Z l
2
n 1

prof. Henrique A M Faria



Exemplo 3 A série converge?

= 1 | 1
Z w7 selam: an = oo,
n=1
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Exemplo 3 A série converge?

- 1 o B 1 1
Zzn—l sejam: a"_zn—l’ bnzz—n
n=1

»> A série b,, é a série geométrica convergente.

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 3 A série converge?

- 1 o B 1 1
Z ] sejam: a"_zn—l’ bnzz—n
n=1

»> A série b,, é a série geométrica convergente.

1 1
on 1~ on
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Exemplo 3 A série converge?

-1 1 1
Zzn—l sejam: a"_zn—l’ bnzz—n
n=1

»> A série b,, é a série geométrica convergente.

1 1
on 1~ on

» O teste da comparacdao nao é util neste caso, pois
a, > b, e b, é convergente. Nao atende nenhum
dos dois critérios da comparacao.

prof. Henrique A M Faria 52



Exemplo 3 A série converge?

-1 1 1
Z ] sejam: a"_zn—l’ bnzz—n
n=1

»> A série b,, é a série geométrica convergente.

1 1
on 1~ on

» O teste da comparacdao nao é util neste caso, pois
a, > b, e b, é convergente. Nao atende nenhum
dos dois critérios da comparacao.

> E necessario utilizar outro teste de convergéncia.
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Suponha que X g, e X b, sejam séries com termos
positivos.
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Suponha que X a, e 2 b, sejam séries com termos
POSsItIvos.

Se llm — = ¢ ¢ & um numero finitoe ¢ = (

55



Suponha que X g, e X b, sejam séries com termos
POSsItIvos.

Se llm — = ¢ ¢ & um numero finitoe ¢ = (

entdo ambas as séries convergem ou ambas as sé-

ries divergem.
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Exemplo 4 A série converge? Aplicar teste do limite.
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Exemplo 4 A série converge? Aplicar teste do limite.

00 1 | | B 1 1
Z ] sejam: a"_zn—l’ bnzz—n
n=1

. a’Tl
lim —
n—oo bn
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Exemplo 4 A série converge? Aplicar teste do limite.

00 1 | | B 1 1
Z ] sejam: a"_zn—l’ bnzz—n
n=1

im 2"
nl—r>{>10bn_nl—>rgo 2 —1
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Exemplo 4 A série converge? Aplicar teste do limite.

00 1 | | B 1 1
Z ] sejam: a"_zn—l’ bnzz—n
n=1

a2t
nbo b,  now 20 —1  nom 1 — 1/27
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Exemplo 4 A série converge? Aplicar teste do limite.

00 1 | | B 1 1
Z ] sejam: a"_zn—l’ bnzz—n
n=1

lim & = lim — — 1 —1>0
nl—r>{>10bn_nl—>r¥>102n—1_nl—r>{>lol—1/2n_
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Exemplo 4 A série converge? Aplicar teste do limite.

-1 1 1
Z ] sejam: a"_zn—l’ bnzz—n
n=1

lim 2 = fim ——— = | —1>0
ot by,  moe 20— 1 moew 1—1j20

» Como b,, é uma série geométrica convergente, em
1

também é
2n_q

consequéncia, a série ).

convergente.
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Exercicio




Exercicio Utilize o teste da comparacdo no limite com
a série harmoénica Y~ para verificar a

convergéncia da série seguinte.

00

Z 3n—7
nz +1

n=1




Exercicio Utilize o teste da comparacdo no limite com
a série harmoénica Y~ para verificar a

convergéncia da série seguinte.

00

Z 3n—7 " . Di
2 1 esp.: Diverge

n=1
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» Estudar secoes 11.3 e 11.4 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

» Praticar: exercicios Secao 11.3 e 11.4 do Stewart.

> Séries alternadas.
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o0 Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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