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Séries alternadas.
Convergéncia absoluta.
Teste da razao.

Teste da raiz.

Estratégia para testes de séries.



Series
alternacas



» Até o momento, avaliamos séries cujos termos eram
estritamente positivos.

» A partir desta secao veremos séries nas quais 0s
termos podem ser positivos e negativos.



» Até o momento, avaliamos séries cujos termos eram
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» Uma série alternada é aquela cujos termos sao,
alternadamente, positivos e negativos. Por exemplo,



» Até o momento, avaliamos séries cujos termos eram
estritamente positivos.

» A partir desta secao veremos séries nas quais 0s
termos podem ser positivos e negativos.

» Uma série alternada é aquela cujos termos sao,
alternadamente, positivos e negativos. Por exemplo,
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» Até o momento, avaliamos séries cujos termos eram
estritamente positivos.

» A partir desta secao veremos séries nas quais 0s
termos podem ser positivos e negativos.

» Uma série alternada é aquela cujos termos sao,
alternadamente, positivos e negativos. Por exemplo,

1 2 3 4 5

6 .
—— === = — = (1)
2 3 4 5 6 7 ;::1( )

)
n+ 1

> O n-ésimo termo desta série é da forma
a, = (—1)"b,, com b, > 0.



Se a série alternada

D (1Yo, =by — by + bs — by + -
n=1

b, = 0



Se a série alternada

D (1Yo, =by — by + bs — by + -
n=1

satistaz (1) bp+1 = b, para todo »

b, = 0



Se a série alternada

D (1Yo, =by — by + bs — by + -
n=1

satistaz (1) bp+1 = b, para todo »
(11) lim 5, = 0

y—so0

entdo a série € convergente.

b, = 0
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Lo (=D
Exemplo 1l A série Z m converge?
n=1

prof. Henrique A M Faria
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Lo (=D
Exemplo 1l A série Z m converge?
n=1
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prof. Henrique A M Faria
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Lo (=)t
Exemplo 1 Asérie Z m converge?
n=1
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Lo (=)t
Exemplo 1 Asérie Z m converge?
n=1

= (=1t 1 1 1
- 1 - — 4+ — — — + -
El 1 2 3 4
1
(1) b1 < b, uma vez que < —
n+ 1 n
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Lo (=)t
Exemplo 1 Asérie 2 m converge?
n=1

= (=1t 1 1 1
— 1 ———|————_|— PN
El Fl 2 3 4
1
(1) b1 < b, uma vez que < —
n—+ 1 n

1
(1) lim b, = lm — = 0

n—eo n—e Ff
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Lo (=)t
Exemplo 1 Asérie 2 m converge?
n=1

= (=1t 1 1 1
— 1 ———|————_|— PN
El Fl 2 3 4
1
(1) b1 < b, uma vez que < —
n—+ 1 n

1
(1) lim b, = lm — = 0

n—eoo n—ea Ff

v As duas condicbes do teorema sdo satisfeitas.
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Lo (=)t
Exemplo 1 Asérie 2 m converge?
n=1

= (=1t 1 1 1
— 1 ———|————_|— PN
El Fl 2 3 4
1
(1) b1 < b, uma vez que < —
n—+ 1 n

1
(1) lim b, = lm — = 0

n—eoo n—ea Ff

v As duas condicbes do teorema sdo satisfeitas.

v’ Entdo esta série, chamada harmédnica alternada, é
convergente.
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Cco

Exemplo 2 A série Z

n=1

(—=D)"3n
4n—-1

prof. Henrique A M Faria

converge?
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= (=1)"3n
4n —1

Exemplo 2 A série

n=1

v" Calculo do limite do termo b,,.

lim b,

n—=oo

prof. Henrique A M Faria

converge?
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= (=1)"3n
4n —1

Exemplo 2 A série

n=1

v" Calculo do limite do termo b,,.

lim b, = lim —
poe % e dp — 1

converge?
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= (=1)"3n
4n —1

Exemplo 2 A série

n=1
v" Calculo do limite do termo b,,.

lim b, — Tim —— — fim —
HE”_HE4H—1_HT§4 1

converge?
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= (=1)"3n

In—1
n=1

converge?

Exemplo 2 A série

v" Calculo do limite do termo b,,.

3n 3 3

L :3513@4 1 4

v’ Como o limite é diferente de zero, a condicdo de
convergéncia (ii) das séries alternadas nao é

satisfeita.
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= (=1)"3n

Exemplo 2 A série yr— converge?
n=1 n
v" Calculo do limite do termo b,,.
3n 3 3

igb”zigaln—l:;}ﬂél 1 4

v’ Como o limite é diferente de zero, a condicdo de
convergéncia (ii) das séries alternadas nao é

satisfeita.

v Portanto esta série diverge!
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Exercicios




Exercicios: As séries convergem? Justifique a resposta.

1) z( "

2) ) (=" isen(1/n)
n=1

Respostas Justificativa

n
3) z<‘”"“n3 +2
n=1

— . sen(l/n)
4) z(_l) 1/n

n=1
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Exercicios: As séries convergem? Justifique a resposta.

Respostas Justificativa

co

z 1)” bpi1 < by
Converge 1 lim b, =0

n—->00o

I/\

> b
2) Z(_l)n+1sen(1/n) Converge {h?r:rb

n—>00

bn,
=0

IN

bp11

- n
3) z(_l)n+1n3—+2 Converge {hm bn
n=1

n—0o

br,
=0

1/
4) z( " Sen( 2 Diverge {lim b,=1+0

n—0o
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Convergencia
albsoluta



1 - Uma série ), b, ¢é dita absolutamente
convergente se a série a valores absolutos ).|b,,|
também é convergente.
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1 - Uma série ), b, ¢é dita absolutamente
convergente se a série a valores absolutos ).|b,,|
também é convergente.

Exemplo 3 A série e absolutamente convergente?
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1 - Uma série ), b, ¢é dita absolutamente
convergente se a série a valores absolutos ).|b,,|
também é convergente.

Exemplo 3 A série e absolutamente convergente?
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1 - Uma série ), b, ¢é dita absolutamente
convergente se a série a valores absolutos ).|b,,|
também é convergente.

Exemplo 3 A série e absolutamente convergente?

e 1 1 1

R A
S-S 1

=1 n’ :§1?:1+?+? E+

a1



1 - Uma série ), b, ¢é dita absolutamente
convergente se a série a valores absolutos ).|b,,|
também é convergente.

Exemplo 3 A série e absolutamente convergente?

= (1) 111
-] - =4+ — — — +
,,El n’ 2?2 3?2 4°
= -1yt = 111
=Y — =14+ =+ =+ — 4+
El n’ % 22 32 4

v A série de valores absolutos é uma série p
convergente (p > 1).
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1 - Uma série ), b, ¢é dita absolutamente
convergente se a série a valores absolutos ).|b,,|
também é convergente.

Exemplo 3 A série e absolutamente convergente?

= (—1)! 111
-] - =4+ — — — +
,,El n’ 2?2 3?2 4°
= -1yt = 111
=Y — =14+ =+ =+ — 4+
El n’ % 22 32 4

v A série de valores absolutos é uma série p
convergente (p > 1).

v Portanto, essa série é absolutamente convergente.
as



2 - Uma série ), a,, é chamada condicionalmente
convergente se ela for convergente, mas nao
absolutamente convergente.

prof. Henrique A M Faria




2 - Uma série ), a,, é chamada condicionalmente
convergente se ela for convergente, mas nao
absolutamente convergente.

Exemplo 4 Série harmoénica alternada
o (=D
2

n=l1 1l
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2 - Uma série ), a,, é chamada condicionalmente
convergente se ela for convergente, mas nao
absolutamente convergente.

Exemplo 4 Série harmoénica alternada

P -1 —-—+———+ ... Convergente

26



2 - Uma série ), a,, é chamada condicionalmente
convergente se ela for convergente, mas nao
absolutamente convergente.

Exemplo 4 Série harmoénica alternada

e 1 1 1
-1 ——+4+———+ .-+ Convergente
21 n 2 3 4 J
S
) =3 —
n=1 ) n=1 Fl

87



2 - Uma série ), a,, é chamada condicionalmente
convergente se ela for convergente, mas nao
absolutamente convergente.

Exemplo 4 Série harmoénica alternada

= (=) 111
21 = 1 ; + T 1 + Convergente
Série
i (-t :il_lJr L. 1 1 . harménica
a—1 n — 2 3 4 divergente

e



2 - Uma série ), a,, é chamada condicionalmente
convergente se ela for convergente, mas nao
absolutamente convergente.

Exemplo 4 Série harmoénica alternada

= (=) 111
21 = 1 ; + T 1 + Convergente
Série
i (-t _il_lJr L. 1 1 . harménica
a—1 n — 2 3 4 divergente

v  Ent3o, a série dada é condicionalmente
convergente.

prof. Henrique A M Faria 3@



Se uma série ), a,, for absolutamente convergente,
entao ela é convergente.

prof. Henrique A M Faria




lNesiiexda
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» O teste da razdo é muito util para determinar se
uma série € absolutamente convergente.

» Este teste nem sempre é conclusivo.
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» O teste da razdo é muito util para determinar se
uma série € absolutamente convergente.

» Este teste nem sempre é conclusivo.

» Ele é conclusivo quando o n-ésimo termo da série
contém um exponencial ou fatorial.
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» O teste da razdo é muito util para determinar se
uma série € absolutamente convergente.

» Este teste nem sempre é conclusivo.

» Ele é conclusivo quando o n-ésimo termo da série
contém um exponencial ou fatorial.

» Por ser um teste mais simples, frequentemente é
usado como primeira alternativa.

» Caso nao seja conclusivo, aplicam-se outros testes.



(1) Se him

J—s oo

/|
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. ] nt1 o P p
(1) Se Im = I < 1, entdio a série >, a, &

e Uy n=1

absolutamente convergente (e, portanto, convergente).
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(1) Se lim

Ji—s oo

nt1

Uy

= I < 1, entdio a série >, a, &

n=1

absolutamente convergente (e, portanto, convergente).

(11) Se lim

Un+l

Un

= L > 1 ou lim

L

2 dn § divergente.

n=1

Un+l

Uy

= oo, entdo a série

a7



(1) Se lim

Ji—s oo

nt1

Uy

= I < 1, entdio a série >, a, &

n=1

absolutamente convergente (e, portanto, convergente).

(11) Se lim

Un+l

tn

= L > 1 ou lim

L

2 dn § divergente.

n=1

(111) Se lim

n—s

Unt+1

tn

Un+l

tn

= oo, entdo a série

— 1, o Teste da Razao ¢ mconclusivo.



Exemplo 5 Testar a convergéncia da série: Z(—l)”

n=1

prof. Henrique A M Faria

n3

3n
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> 3
N [ 7 . n
Exemplo 5 Testar a convergéncia da série: E (D"

n=1

v’ Usamos o Teste da Razio com a, = (—1)n’/3"
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Exemplo 5 Testar a convergéncia da série: 2

n=1

3
(15
3n

v’ Usamos o Teste da Razio com a, = (—1)n’/3"

|

(—1)y*n + 1)

3n+1

s
3?1
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> 3
N [ 7 . n
Exemplo 5 Testar a convergéncia da série: E (D"

n=1

v’ Usamos o Teste da Razio com a, = (—1)n’/3"

(1) n + 1)
| - 3n+1 - (H + 1)3 3"
iy (_l)ﬂn3 3n+1 n3
3?1
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Exemplo 5 Testar a convergéncia da série: 2

n=1

v’ Usamos o Teste da Razio com a, = (—1V'n>/3"

/|

(_1)n+1(n 4+ 1)3

3n+1

U
3?1

(n+ 1y 3~

3n+1 H3

quando
B — o0

1Y’ 1
1-|-—) —33*;-%’:1

3

n
(D"
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> 3
N [ 7 . n
Exemplo 5 Testar a convergéncia da série: E (D"

n=1

v’ Usamos o Teste da Razio com a, = (—1V'n>/3"

(—1y"*n + 1)°
Uni1| 3rtl - (n+ 1y 3
a, - (_l)nn3 - ntl ' "3
3" quando

i —= 0

1 {fn+1\ 1 1Yy 1
= ==|l1+—=) —-==<1
3 n 3 n 3

v Pelo teste da raz3o, a série é absolutamente

convergente.
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A . , Tl
Exemplo 6 Testar a convergéncia da série Z —

prof. Henrique A M Faria
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A . , Tl
Exemplo 6 Testar a convergéncia da série Z —

\/ tn+i

tn

prof. Henrique A M Faria
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A . , Tl
Exemplo 6 Testar a convergéncia da série 2 —

v Qn+l (n + 1yt n!
r (n+ 1)}t n”
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A . n"
Exemplo 6 Testar a convergéncia da série 2 —
n!

v Qn+l (n + 1yt n!
Chn (n+ 1) n"
 (n+ e+ 1)
(n + Lin! n"
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Exemplo 6 Testar a convergéncia da série 2 n
n!

n=1

VA Ui 1yt n!

& (n+ 1) n"
_ (n+ 1¥n+ 1y n!
(n + in! n"

_ (n+ 1)” (1 +i)” quando
" " }i —> OO
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A . n"
Exemplo 6 Testar a convergéncia da série 2 —

n=1
v Gp (1N nl
U (n+ 1) rn"
n+ i+ )" nl
(n + 1in! n"
+ " n  quando
(n 1) (1+l) ‘i%m
n n
= e > ]
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A . Tl
Exemplo 6 Testar a convergéncia da série 2 —

v Gp (1N nl

U (n+ 1)1 n”
(nt Dir+ 1" nl
(n + 1in! n”
+ & = quando
(n 1) (1+l) ‘i%m
n n
= ¢ > 1

v Portanto, a série é divergente.
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Teste da raiz

(i) Se lim /|a,| = L

n—sco

prof. Henrique A M Faria
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1) Se lim ¥/|a.| = L <1, entdo a série 2, a, &

—_— O
Tt n=1

absolutamente convergente (e, portanto, convergente).



1) Se lim ¥/|a.| = L <1, entdo a série 2, a, &

—_— O
5 n=1

absolutamente convergente (e, portanto, convergente).

n—3 G0 n—sw

(i1) Se lim V/|a,| =L > 1oulim /| a,| = o, entdo a série

> a, & divergente.

n=1
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1) Se lim ¥/|a.| = L <1, entdo a série 2, a, &

—_— O
5 n=1

absolutamente convergente (e, portanto, convergente).

n—3 G0 n—sw

(i1) Se lim V/|a,| =L > 1oulim /| a,| = o, entdo a série

> a, & divergente.

n=1

(ii1) Se lim /| a,| = 1, o Teste da Raiz néo é conclusivo.

n—> 0
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2n+3)n

Exemplo 7 Testar a convergéncia da série >, (3n+2
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2n+3)n

Exemplo 7 Testar a convergéncia da série ).>°_; (
T \3n+2

o2n + &
v a, = nt 3
In + 2
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2n+3)n

Exemplo 7 Testar a convergéncia da série >, (3n+2

2n + 3 \"
v a, =
“ (3n+2)

_2n+3
3In+ 2

Jlan|
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2n+3)n

Exemplo 7 Testar a convergéncia da série >, (3n+2

o+ 3\
v o=
“ (3n+2)

24 2
m:2n+3: 1)
" In + 2 2
3+ —

7]
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A - 2n+3\"
Exemplo 7 Testar a convergéncia da série Z%°=1( - ) .

3n+2
o+ 3 Y
v oa,=
¢ (3n+2)

2+ —
m:2n+3: n
O 3n+ 2 2
3+ —
n
2
= — << 1 quando
3 JI —> o0
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Exemplo 7 Testar a convergéncia da série ).>°_; (

2+ 3\
v oa,=
¢ (3n+2)

2n+3)n
3In+2

24 2
m:2n+3: n
i 3n + 2 2
3+ —
)
2
= — << 1 quando
3 JI —> o0

v’ Pelo teste da raiz, a série é absolutamente
convergente e, portanto, convergente.
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Exercicios




Exercicios: Classifique as séries em absolutamente
convergente, condicionalmente convergente

ou divergente.

Respostas Teste / Justificativa

> (_1)n+1n

n3 + 2

1)

n=1

2) z(_l)n sen(1l/n)
n=1

1/n

> (_1)n+1
3) ; =
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Exercicios: Classifique as séries em absolutamente
convergente, condicionalmente convergente

ou divergente. -
Teste / Justificativa

Respostas
. ( Comparacao
1) 2 (—D™"n  Absolutamente ) no limite
ns + 2 Convergente lima,/b, =1>0

'n—)OO

( Limite do

2) 2(_ )" Sen(l/’n) Divergente _termo geral
lima,=1%0

\ 71— 00

(lanl = 1/n1/3

3 = (=)™ Condicionalmente <Sériepdiverge
) Z 3 Convergente S.alternada
. converge

75



Estigajkeglilafipaliza
testes de series



» Nao ha regras certeiras e rapidas para determinar
qgual teste funciona.

» A estratégia de testes de séries é similar ao
processo de integracao, por tentativas.
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» Nao ha regras certeiras e rapidas para determinar
qgual teste funciona.

» A estratégia de testes de séries é similar ao
processo de integracao, por tentativas.

» Algumas orientacoes podem auxiliar na escolha do
teste adequado.
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>

Nao ha regras certeiras e rapidas para determinar
qgual teste funciona.

» A estratégia de testes de séries é similar ao

>

processo de integracdo, por tentativas.

Algumas orientacdes podem auxiliar na escolha do
teste adequado.

A primeira acao é tentar classificar a série segundo
a forma do termo geral.
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Nao ha regras certeiras e rapidas para determinar
qgual teste funciona.

A estratégia de testes de séries é similar ao
processo de integracao, por tentativas.

Algumas orientacdes podem auxiliar na escolha do
teste adequado.

A primeira acao é tentar classificar a série segundo
a forma do termo geral.

A lista de opcdes seguintes pode auxiliar na escolha
do teste de convergéncia mais adequado.
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1. Série da forma ), 1/nP é uma série p que s6é converge
parap > 1.

81



Série da forma ), 1/nP é uma série p que sé converge
parap > 1.

Série da forma ) ar™ é geométrica e s6 converge se
Ir| < 1.
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Série da forma ), 1/nP é uma série p que sé converge
parap > 1.

Série da forma ) ar™ é geométrica e s6 converge se
Ir| < 1.

Séries similares com a série p e a série geomeétrica
podem ser comparadas com essas.

SE



Série da forma ), 1/nP é uma série p que sé converge
parap > 1.

Série da forma ) ar™ é geométrica e s6 converge se
Ir| < 1.

Séries similares com a série p e a série geomeétrica
podem ser comparadas com essas.

Seolim,_,. a,, # 0 usar o teste da divergéncia.



Série da forma ), 1/nP é uma série p que sé converge
parap > 1.

Série da forma ) ar™ é geométrica e s6 converge se
Ir| < 1.

Séries similares com a série p e a série geomeétrica
podem ser comparadas com essas.

Seolim,_,. a,, # 0 usar o teste da divergéncia.

Na série da forma ),(—1)"a,,, usar o teste da alternada.
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Série da forma ), 1/nP é uma série p que sé converge
parap > 1.

Série da forma ) ar™ é geométrica e s6 converge se
Ir| < 1.

Séries similares com a série p e a série geomeétrica
podem ser comparadas com essas.

Seolim,_,. a,, # 0 usar o teste da divergéncia.
Na série da forma ),(—1)"a,,, usar o teste da alternada.

Em séries com fatorial ou n-ésima poténcia utilizar o
teste da razao.
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Série da forma ), 1/nP é uma série p que sé converge
parap > 1.

Série da forma ) ar™ é geométrica e s6 converge se
Ir| < 1.

Séries similares com a série p e a série geomeétrica
podem ser comparadas com essas.

Seolim,_,. a,, # 0 usar o teste da divergéncia.
Na série da forma ),(—1)"a,,, usar o teste da alternada.

Em séries com fatorial ou n-ésima poténcia utilizar o
teste da razao.

Para séries da forma ),(b,,)™ usar o teste da raiz.
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Série da forma ), 1/nP é uma série p que sé converge
parap > 1.

Série da forma ) ar™ é geométrica e s6 converge se
Ir| < 1.

Séries similares com a série p e a série geomeétrica
podem ser comparadas com essas.

Seolim,_,. a,, # 0 usar o teste da divergéncia.
Na série da forma ),(—1)"a,,, usar o teste da alternada.

Em séries com fatorial ou n-ésima poténcia utilizar o
teste da razao.

Para séries da forma ),(b,,)™ usar o teste da raiz.

Se a, =f(n) e a integral de f(x) for facilmente
calculada usar o teste da integral, caso seja possivel.



» Estudar secdes 11.5, 11.6 e 11.7 do livro texto.
» Resolver os exemplos dados em aula.

» Praticar: exercicios Secao 11.5, 11.6 e 11.7.

» Séries de poténcia.

&9



1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o0 Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
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prof. Henrique A M Faria 90



