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Definicao da funcao degrau.

. Transformada de Laplace.

Exemplos de transformada.

Funcdes e transformadas basicas de Laplace.
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Em sistemas com fluxo de corrente, circuitos
elétricos e vibracbes mecanicas aparecem
comportamentos impulsivos.

Um impulso, ou pulso, é caracterizado por uma
forca ou por uma atuacao em curto espaco de
tempo.

O impulso pode ser momentaneo, como uma
pancada ou ciclico, repetindo-se em intervalos de
tempo definidos.

Para esse tipo de comportamento € definida a
funcao degrau e a funcao delta.
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A funcao degrau é denotada por u, e definida por:
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y _{O: t<c
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Func8o degrau ou de Heaviside

A funcao degrau é denotada por u, e definida por:
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A funcao degrau é denotada por u, e definida por:
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A funcao degrau é denotada por u, e definida por:

{0: t<c
U, =

1: t=c
Degrau positivo
- {O: t<c
Lo Ltz
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Funcéo degrau ou de Heaviside

A funcao degrau é denotada por u, e definida por:

- {0: t<c c=0
¢ 1: t=>c
Degrau positivo Degrau negativo
0: t<c 1: t<c
U, = — = ]
» ¢ {1: t =c " 1= {O: t>c
L ligado (on) .
| |
| |
| |
"desligado (off) |
N —
C r C )
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Exemplo 1: A func¢do degrau (u,.) pode ser somada ou
subtraida com ela mesma, resultando em
pontos c distintos.

h(t) = Ug — Upg
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Exemplo 1: A func¢do degrau (u,.) pode ser somada ou
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Exemplo 1: A func¢do degrau (u,.) pode ser somada ou

subtraida com ela mesma, resultando em
pontos c distintos.

0—-0=0: 0L t<m
h(t) =u;,—u,;=31-0=1: w<t<2m
(1—-1=0: 2n <t <

HNOo———— 0
$-————0

e |
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Exercicio 1: Considere a funcdo a seguir. Esboce o
grafico de y = f(t) e expresse f(t) em
termos de u,(t).

(2 0<t<4

5, A<t<7

fO=y_1{ 7<¢t<9
L1, t>9
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Exercicio 1: Considere a funcdo a seguir. Esboce o
grafico de y = f(t) e expresse f(t) em
termos de u,(t).

(2, 0< t<4
5, 4<t<7
fO=3_1 7<t<9
1, t =9
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Exercicio 1: Considere a funcdo a seguir. Esboce o
grafico de y = f(t) e expresse f(t) em
termos de u,(t).

(2, 0< t<4
5, A<t<7
fMO=y_1 7<t<o9

f(t) = 2+ 3uy(t) — 6uy(t) — 2uqy(t)
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Transtormada de Laplace (L) da funcSo degrau

00)

L{u.(t)} =f e Stu.(t)dt

0



Transformada de Laplace (L) da funcdo degrau

0.0)

Llue®) = |

e Stu, (t)dt =j e Stdt
0 c
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Clue®) = |

= lim

A—-c0 —§

e‘StuC(t)dt=f e Stdt
C

—Sst

A
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L{u.(t)} =j e Stu, (t)dt =f e Stdt
0 C
=st| A e—/j e~ CS
= lim = lim ( — )
A—->c0 —§ C A—o00 S —S
p—CS
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0.0)

L{u.(t)} =f e Stu, (t)dt =f e Stdt
0 C
| e~ St A | e—/j e~ CS
=am | =i )
C
e—CS
L{uc(t)}: z

L: simbolo da transformada de Laplace.
u.(t): funcdo degrau ou de Heaviside.
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» A funcdo degrau é (til guando hd uma translacao de
funcao.
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» A funcdo degrau é (til guando hd uma translacao de
funcao.
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0 t<c
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» A funcdo degrau é (til guando hd uma translacao de
funcao.

» Seja uma funcao g(t) definida da seguinte forma:

0 t<c

g(t)={f(t—c) t=>c

» Afuncao g representa uma translacao de f por uma
distancia ¢ no sentido positivo e é zeroparat < c.
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A funcao degrau é util quando ha uma translacao de
funcao.

Seja uma funcao g(t) definida da seguinte forma:

0 t<c

g(t)={f(t—c) t=>c

A funcao g representa uma translacao de f por uma
distancia ¢ no sentido positivo e é zeroparat < c.

Essa mesma funcao pode ser escrita utilizando a
funcao degrau unitario.

9(t) =u()f(t—rc)

EE



Transtormada de Laplace (L) da funcSo degrau

v 4 (a)

fto}/\

-

f

Figura 1: (a) Fungao y = f (t).
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Transiormada de Laplace (L) da funcio degrau

¥ A (a) ¥4 (b)
f ED}/\ f(0) |- 'r/_\\
|
|
;T2 ;

Figura 1: (a) Fungao y = f(t). (b) Fungdao y = u.(t)f (t — ¢).
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fO) ¢

Figura 1: (a) Fungao y = f(t). (b) Fungdao y = u.(t)f (t — ¢).

» A funcao degrau

unitario € particularmente

importante para o uso da transformada de Laplace

em uma translacao.
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Se F(s) =L{f(t)} existe para s>a =0
c constante.

e
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Se F(s) =L{f(t)} existe para s>a =0
c constante.

Entao,

LiuO)f(t —c)f = e “Lf ()} = e"7F(s)

e

e



Se F(s) =L{f(t)} existe para s>a =0
c constante.

Entao,

LiucO)f(t —c)}=e L (D)} = e “F(s)
Reciprocamente,

u ()f(t —c) = L e “F(s)}

e
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Exemplo 2: Encontrar a transformada inversa de F.

1 — e—ZS

SZ

F(s) =
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Exemplo 2: Encontrar a transformada inversa de F.

1 — e—ZS
F(s) = >
S
1 e—ZS
F(S) — 5_2_ SZ

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 2: Encontrar a transformada inversa de F.

1 — e—ZS
F(s) = >
S
1 e—ZS
F(S) — 5_2_ SZ

f(t) = L7YF(s)}
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Exemplo 2: Encontrar a transformada inversa de F.

1—e 2%
F(s) = =
1 e %S
Fls) = s2  s2
—2S
ft) =L HF(s)} = { } L~ 1{ >}
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Exemplo 2: Encontrar a transformada inversa de F.

1—e % FO  LF®O})
P =1 f {7{! }
tn n+1
1 e~ %5 - >
F(S)_S_z_ s?
—2S

fO) =LTHF ()} = LT3 } L™ 1{ )
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Exemplo 2: Encontrar a transformada inversa de F.

1 — e—ZS
F(s) = >
S
1 e—ZS
Fs) = s2 52

fO) =LTHF ()} = LT3 } L™ 1{

() LD}
n n!
\t STL+1

f(t) =t —ux(t—2)

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 2: Encontrar a transformada 1 — p—2s
inversa de F. F(s) =

SZ
v" O resultado pode ser escrito em um funcdo de t por
partes.

f(t) =t—uy(t—2)

46



Exemplo 2: Encontrar a transformada 1 — p—2s
inversa de F. F(s) =

SZ
v" O resultado pode ser escrito em um funcdo de t por
partes.

f(t) =t—uy(t—2)

Se 0St<2 u2=0
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Exemplo 2: Encontrar a transformada 1 — p—2s
inversa de F. F(s) =

SZ
v" O resultado pode ser escrito em um funcdo de t por
partes.

f(t) =t—uy(t—2)

Se 0<t<2:u, =0 = f(t)=t



Exemplo 2: Encontrar a transformada 1 — p—2s
inversa de F. F(s) =

SZ
v" O resultado pode ser escrito em um funcdo de t por
partes.

f@)=t—uy(t—2)
Se 0<t<2:u, =0 = f(t)=t

Se tZZ u2=1
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Exemplo 2: Encontrar a transformada 1 — p—2s
inversa de F. F(s) =

SZ
v" O resultado pode ser escrito em um funcdo de t por
partes.

f(&) =t—u(t—2)
Se 0<t<2:u, =0 = f({)=t
Set=>2:u,=1 = f(t)=t—(t—2)=2
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Exemplo 2: Encontrar a transformada 1 — 25

inversa de F.

F(s) =

g2

v" O resultado pode ser escrito em um funcdo de t por

partes.

f(t) =t—uy(t—2)

Se 0<t<2:u, =0 = f(t)=t

Set=>2:u,=1 = f(t)=t—(t—2)=2
to<t<2 ‘T /
_ y Vo= J/
f(t)_{z,tzz /L
2 4 6 f
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Se F(s) =L{f(t)} existe para s>a =0
c constante.

Entdo, L{e“f(t)}=F(s—c) s> (a+c)

e
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Se F(s) =L{f(t)} existe para s>a =0
c constante.

Entdo, L{e“f(t)}=F(s—c) s> (a+c)

Reciprocamente, L YF(s—c)} =etf(t)

e

53



Se F(s) =L{f(t)} existe para s>a=>0 e
c constante.

Entdo, L{e“f(t)}=F(s—c) s> (a+c)
Reciprocamente, L YF(s—c)} =etf(t)
> A multiplicacdo de f (t) por et resulta na translac3o

da transformada F(s) de uma distancia ¢ no sentido
dos s positivos e reciprocamente, pois:

L{e“ f(D}
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Se F(s) =L{f(t)} existe para s>a=>0 e
c constante.

Entdo, L{e“f(t)}=F(s—c) s> (a+c)

Reciprocamente, L YF(s—c)} =etf(t)

> A multiplicacdo de f (t) por et resulta na translac3o
da transformada F(s) de uma distancia ¢ no sentido
dos s positivos e reciprocamente, pois:

L{etf(t)} = j e SteCt f()dt
0
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Se F(s) =L{f(t)} existe para s>a=>0 e
c constante.

Entdo, L{e“f(t)}=F(s—c) s> (a+c)

Reciprocamente, L YF(s—c)} =etf(t)

> A multiplicacdo de f (t) por et resulta na translac3o
da transformada F(s) de uma distancia ¢ no sentido
dos s positivos e reciprocamente, pois:

co

L{ef()} = j Ooe-stectf(t)dt= J e~ (t)dt
0 0
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Se F(s) =L{f(t)} existe para s>a=>0 e
c constante.

Entdo, L{e“f(t)}=F(s—c) s> (a+c)

Reciprocamente, L YF(s—c)} =etf(t)

> A multiplicacdo de f (t) por et resulta na translac3o
da transformada F(s) de uma distancia ¢ no sentido
dos s positivos e reciprocamente, pois:

0.0)

L{ef(t)} = j Ooe-stectf(t)dt = f e~ SOtF(t)dt = F(s — ¢)
0 0
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Exemplo 3: Encontrar L7H{G(s)}.

prof. Henrique A M Faria

G(s) ==

s« —4s + 5
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Exemplo 3: Encontrar L7HG(s)}. G(s) = _

s« —4s + 5

v' Completando quadrados no denominador:

s?2—4s+5
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Exemplo 3: Encontrar L7HG(s)}. G(s) = _

s« —4s + 5

v' Completando quadrados no denominador:

s2—4s+5=5%—4s+4—4+5
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Exemplo 3: Encontrar L7HG(s)}. G(s) =

s —4s+5
v' Completando quadrados no denominador:

s*—4s+5=5*—4s+4—-4+5=(s—-2)"+1
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Exemplo 3: Encontrar L7HG(s)}.  G(s) = — ry
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Exemplo 3: Encontrar L7HG(s)}. G(s) =

s —4s+5
v' Completando quadrados no denominador:

s*—4s+5=5*—4s+4—-4+5=(s—-2)"+1

1 ~
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Exemplo 3: Encontrar L7HG(s)}.  G(s) = — ry
s2 —4s
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Exemplo 3: Encontrar L7HG(s)}.  G(s) = — ry
s2 —4s
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1 .
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» Estudar secdo 6.3 do livro texto (Boyce).
» Resolver os exemplos da aula.

» Praticar: exercicios da secao 6.3 do Boyce.

» Funcao impulso.
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