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Introducao e definicao da convolucao.
Exemplos.
Transformada de Laplace e convolucao.

Exemplos e exercicios.

- Integracao e transformada de Laplace.
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» Na maioria dos casos a transformada de Laplace ndo
comuta com a multiplicacao usual.
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» Na maioria dos casos a transformada de Laplace ndo
comuta com a multiplicacao usual.

» Por outro lado, se for definida outro tipo de produto
de funcdes essa multiplicacao pode ser possivel.

» Esse outro tipo de produto de funcdes é chamado
produto generalizado ou convolucao de funcoes.
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Na maioria dos casos a transformada de Laplace nao
comuta com a multiplicacao usual.

Por outro lado, se for definida outro tipo de produto
de funcdes essa multiplicacao pode ser possivel.

Esse outro tipo de produto de funcdes € chamado
produto generalizado ou convolucao de funcoes.

AplicacOes: sistemas em que o comportamento
presente depende do historico passado.
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Na maioria dos casos a transformada de Laplace nao
comuta com a multiplicacao usual.

Por outro lado, se for definida outro tipo de produto
de funcdes essa multiplicacao pode ser possivel.

Esse outro tipo de produto de funcdes € chamado
produto generalizado ou convolucao de funcoes.

AplicacOes: sistemas em que o comportamento
presente depende do historico passado.

Exemplos: processamento de sinais, tratamento de
imagens, dinamica populacional, entre outros.
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» Visualizacdo grafica da convolugdo (h = f * g)
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» Visualizacdo grafica da convolugdo (h = f * g)
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» Visualizacdo grafica da convolugdo (h = f * g)

f g
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Introcducaoc

» Visualizacdo grafica da convolugdo (h = f * g)
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» Visualizacdo grafica da convolugdo (h = f * g)
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» Visualizacdo grafica da convolugdo (h = f * g)
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Introdugdeo

» Visualizacdo grafica da convolugdo (h = f * g)
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» Visualizacdo grafica da convolugdo (h = f * g)

f

A

g

A d

%

Definicao: convolucao € uma operacao de
somatorio do produto entre duas funcdes, na
regiao em que elas se sobrepoem.

15



Introducaoc

F

Sinal de entrada (F) Sinal impulso (G)

1 1
0 D’_I%

Operagao da convolugao (F * G) 5 10

Sinal de saida 8 10
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t
h(D) = f g = | FDg(-dr
0
T: variavel muda.

17



Mo=f*g=ff@ma—ﬂm-
0

t
of Mﬂ=g*f=Jg@HU—tMr
0

T: variavel muda.
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Mo=f*g=ff@ma—ﬂm-
0

of Mﬂ=g*f=Jg@HU—tMr
0

T: variavel muda.

f*g=g9=*f (comutatividade)
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Mo=f*g=ff@ma—ﬂm-
0

of Mw=g*f=jg@vu—tmf
0

T: variavel muda.

f*g=g9=*f (comutatividade)
f*x(g1+92)=f*g1+f*g, (distributividade)
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Mo=f*g=ff@ma—ﬂm-
0

of Mw=g*f=jg@vu—tmf
0

| ; T: variavel muda.
f*g=g9=*f (comutatividade)
f*x(g1+92)=f*g1+f*g, (distributividade)

(f*g)*h=f=*(g=*h) (associatividade)
21



Exemplo 1: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

fo=t e g)=1

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 1: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

fo=t e g)=1

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 1: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

fO=t e glO=1

h=frg=| F@g-dr=
0
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Exemplo 1: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

fO=t e glO=1

t t
h=f*g=ff(T)g(t—T)dT=f0T.1dT=
0
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Exemplo 1: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

fW=t e git)=1

tZ

t t
h=f*g=Lf(r)g(t—r)dr=jor.1d1=?
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Exemplo 1: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

fW=t e git)=1

tZ

t t
h=f*g=fof(r)g(t—r)dr=jor.1drzi
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Exemplo 1: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

fO=t e glO=1

tZ

t t
h=f*g=fof(r)g(t—r)dr=jor.1drzi

t
h=g*f=fog(r>f<t—r>dr=
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Exemplo 1: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

fO=t e glO=1

tZ

t t
h=f*g=fof(r)g(t—r)dr=jor.1drzi

t t
h=g*f=fog(r)f(t—r)d1=f01.(t—T)dT
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Exemplo 1: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

fW=t e git)=1

tZ

t t
h=f*g=ff(r)g(t—r)dr=/T.ldrzi
0 0
t t
h=g*f=fg(r)f(t—r)dr=f 1.(t — 7)dT
0 0
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Exemplo 1: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

f=t e gt)=1

tZ

t t
h=f*g=fof(r)g(t—r)dr=/0’r.1drzi

t t
h=g*f=fog(r)f(t—r)d1=f01.(t—T)dT

hetet=leooZ|t
= 1*%xt=Ilt.7T——| =
TS0

a1



Exemplo 1: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

f=t e gt)=1

tZ

t t
h=f*g=fof(r)g(t—r)dr=/0’r.1drzi

t t
h=g*f=fog(r)f(t—r)d1=f01.(t—T)dT

h=1=xt t | t2 £
— 1*x1 = T — — = —— =
"o 2
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Exemplo 1: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

fO=t e glO=1

tZ

t t
h=f*g=fof(r)g(t—r)dr=jor.1drzi

t t
h=g*f=fog(r)f(t—r)d1=f01.(t—T)dT

2] ¢ t2  t? -
h=1xt= |lt. 7T——| =¢t2—_ = _ (comutatividade)
" [ T2 ] 0 2 2
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Exemplo 2: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

f)=t e g(t)=t

prof. Henrique A M Faria



Exemplo 2: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

f)=t e g(t)=t
t

h=rfrg=[ FDg- a2 =
0
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Exemplo 2: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

f)=t e g(t)=t
t t
h=f*g=jf(/1)g(t—/1)d/1=j/1.(t—/1)2d/1
0 0
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Exemplo 2: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

f)=t e g(t)=t
t t
h=f*g=jf(/1)g(t—/1)d/1=j/1.(t—/1)2d/1
0 0

t
= J A (t2 = 2tA + A2)dA =
0

87



Exemplo 2: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

f)=t e g(t)=t
t t
h=f*g=jf(/1)g(t—/1)d/1=j/1.(t—/1)2d/1
0 0

t t
= J A (t% =2t + 21%)dA = j (At% — 2tA% + 2%)dA
0 0

e



Exemplo 2: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.
f@)=t e g()=t*
t t
h=f*g=jf(/1)g(t—/1)d/1=j/1.(t—/1)2d/1
0 0
t t
= J A (t% =2t + A%)dA = j (At? — 2tA% 4+ 23%)dA
0 0
B [ A2 A3 A% ¢t

tt ——2t—+—| . =
2 3+4 0
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Exemplo 2: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

f)=t e g(t)=t
t t
h=f*g=jf(/1)g(t—/1)d/1=j/1.(t—/1)2d/1
0 0

t t
= J A (t% =2t + 21%)dA = j (At% — 2tA% + 2%)dA
0 0

B tZAZ Zt/13+/14 t_t4 2t4+t4
B 2 3 4|0 2 3 4




Exemplo 2: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

f)=t e g(t)=t
t t
h=f*g=jf(/1)g(t—/1)d/1=j/1.(t—/1)2d/1
0 0

t t
= J A (t% =2t + 21%)dA = j (At% — 2tA% + 2%)dA
0 0

B tZAZ Zt/13+/14 t_t4 2t4+t4
B 2 3 4|0 2 3 4

_t46—8+3
B 12
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Exemplo 2: Calcular a convolugdo h(t) das funcdes.

f)=t e g(t)=t
t t
h=f*g=jf(/1)g(t—/1)d/1=j/1.(t—/1)2d/1
0 0

t t
= J A (t% =2t + 21%)dA = j (At% — 2tA% + 2%)dA
0 0

B tZAZ Zt/13+/14 t_t4 2t4+t4
B 2 3 4|0 2 3 4

,[(6—8+3
=t
12
t4
h = =txt?=—
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Se F(s) = L{f(t)} e G(s) = L{g(t)} existem para
s>a=0.



Se F(s) = L{f(t)} e G(s) = L{g(t)} existem para
s>a=0.

Entdo, H(s) =F(s)G(s) = L{h(t)}
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Se F(s) = L{f(t)} e G(s) = L{g(t)} existem para
s>a=0.

Entdo, H(s) =F(s)G(s) = L{h(t)}

onde,

A() = f F(D)g(t - T)dr = f g (t - D)dr
0 0
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Se F(s) = L{f(t)} e G(s) = L{g(t)} existem para
s>a=0.

Entdo, H(s) =F(s)G(s) = L{h(t)}

onde,

A() = f F(D)g(t - T)dr = f g (t - D)dr
0 0

Funcao h = f * g: conhecida como convolugao de f e g.

As integrais sao chamadas de integrais de convolucao.
a7



Exemplo 3: Encontrar a transformada de Laplace de h(t).

t
h(t) = j (t —1)etdr
0

prof. Henrique A M Faria @8



Exemplo 3: Encontrar a transformada de Laplace de h(t).
t
h(t) = j (t —1)etdr
0

H(s) = F(s)G(s) = L{h(t)}

prof. Henrique A M Faria @@



Exemplo 3: Encontrar a transformada de Laplace de h(t).
t
h(t) = j (t —1)etdr
0
H(s) = F(s)G(s) = L{h(¢)}

h(E) = F(©) * g (0) = j (t — D)eTdr
0
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Exemplo 3: Encontrar a transformada de Laplace de h(t).
t

h(t) = j (t —1)etdr
0

H(s) = F(s)G(s) = L{h()}
f©) =e'

h(t) = () *g(t) = j (t—1)etdt = {g(t) .
) —
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Exemplo 3: Encontrar a transformada de Laplace de h(t).
t

h(t) = j (t —1)etdr
0

H(s) = F(s)G(s) = L{h()}
f©) =e'

h(t) = () *g(t) = j (t—1)etdt = {g(t) .
) —

F(s) =L7Hf(O)} =L {e'} =
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Exemplo 3: Encontrar a transformada de Laplace de h(t).
t

h(t) = j (t —1)etdr
0

H(s) = F(s)G(s) = L{h()}
f©) =e'

h(t) = () *g(t) = j (t—1)etdt = {g(t) .
) —

F(s) = £7HF(O) = L7He") = —
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Exemplo 3: Encontrar a transformada de Laplace de h(t).
t

h(t) = j (t —1)etdr
0

H(s) = F(s)G(s) = L{h()}
f©) =e'

h(t) = () *g(t) = j (t—1)etdt = {g(t) .
) —

F(s) = £7HF(O) = L7He") = —

G(s) =L H{g(®)} = L7t} =
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Exemplo 3: Encontrar a transformada de Laplace de h(t).
t

h(t) = j (t —1)etdr
0

H(s) = F(s)G(s) = L{h()}
f©) =e'

h(t) = () *g(t) = j (t—1)etdt = {g(t) .
) —

1
F(s)=L7Hf(O)}=Le'} = Py—

1
6(s) = L7Hg(O} = L4t} =5
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Exemplo 3: Encontrar a transformada de Laplace de h(t).
t

h(t) = j (t —1)etdr
0

H(s) = F(s)G(s) = L{h()}
f©) =e'

h(t) = () *g(t) = j (t—1)etdt = {g(t) .
) —

1
F(s)=L7Hf(O)}=Le'} = Py—

1
6(s) = L7Hg(O} = L4t} =5

H(s) =

s?(s—1)
56



Exemplo 4: Encontrar a  transformada inversa,
utilizando o teorema da convolucao.

-1 11
(s—1) (s+2)
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Exemplo 4: Encontrar a  transformada inversa,
utilizando o teorema da convolucao.

-1 1 | 1
(s—1) (s+

1
(s+2)

2)] => F(s) =— G(s) =
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Exemplo 4: Encontrar a  transformada inversa,
utilizando o teorema da convolucao.

1

-1 1 : 1 — —
L [(5—1) (S+2)] > F(s) (s-1) G(s) (s+2)

f@) =LHF(s)}=e'
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Exemplo 4: Encontrar a  transformada inversa,
utilizando o teorema da convolucao.

P .
(s—1) (s+

FO =LFE) =€t | gO) = LG} = e

2)] = F(s)=—= G(s)=
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Exemplo 4: Encontrar a  transformada inversa,
utilizando o teorema da convolucao.

-1 1 | 1
(s—1) (s+

FO =LFE) =€t | gO) = LG} = e

L7HF(s)G(s)} = h(t) = f(D) x g(D)

2)] => F(s) =— G(s) =

61



Exemplo 4: Encontrar a  transformada inversa,
utilizando o teorema da convolucao.

L1 _ )
- [(S —1) (s+ 2)] = F(s) (s—-1) G(s) (s+2)
fO=LYF()}=e' | gO)=LHG(s)}=e

L7HF(s)G(s)} = h(t) = f(D) x g(D)

A() = j F()g(t - 1)dr =
0
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Exemplo 4: Encontrar a  transformada inversa,
utilizando o teorema da convolucao.

L1 _ )
- [(S —1) (s+ 2)] = F(s) (s—-1) G(s) (s+2)
fO=LYF()}=e' | gO)=LHG(s)}=e

L7HF(s)G(s)} = h(t) = f(D) x g(D)

h(t) = jtf(r)g(t —7)dt = JteT.e‘z(t‘T)dT
0 0
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Exemplo 4: Encontrar a  transformada inversa,
utilizando o teorema da convolucao.

-1 1 | 1
(s—1) (s+

FO =LFE) =€t | gO) = LG} = e

L7HF(s)G(s)} = h(t) = f(D) x g(D)

2)] => F(s) =— G(s) =

h(t) = jtf(r)g(t —7)dt = JteT.e‘z(t‘T)dT
0 0

t
h(t) = J et.e ™t e?Tdr =
0



Exemplo 4: Encontrar a  transformada inversa,
utilizando o teorema da convolucao.

L1 _ )
- [(S —1) (s+ 2)] = F(s) (s—-1) G(s) (s+2)
fO=LYF()}=e' | gO)=LHG(s)}=e

L7HF(s)G(s)} = h(t) = f(D) x g(D)

h(t) = jtf(r)g(t —7)dt = JteT.e‘z(t‘T)dT
0 0

t

t
h(t) = f et.e %t e?Tdr = et f e3tdr =
0 0
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Exemplo 4: Encontrar a  transformada inversa,
utilizando o teorema da convolucao.

L1 _ )
- [(S —1) (s+ 2)] = F(s) (s—-1) G(s) (s+2)
fO=LYF()}=e' | gO)=LHG(s)}=e

L7HF(s)G(s)} = h(t) = f(D) x g(D)

h(t) = jtf(r)g(t —7)dt = JteT.e‘z(t‘T)dT
0 0

t

t e t
h(t) = f et.e e?tdr = e % f e3ldr = e~ 4t [_] —
0 0 310
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Exemplo 4: Encontrar a  transformada inversa,
utilizando o teorema da convolucao.

1

NI ) )
- [(S —1) (s+ 2)] = F(s) (s—-1) G(s) (s+2)
f) =L YF(s)}=et | gt)=L1{G(s)}=e7?

L7HF(s)G(s)} = h(t) = f(D) x g(D)

h(t) = jtf(r)g(t —7)dt = JteT.e‘z(t‘T)dT
0 0

t —2t

—e
3

t eBT t et
h(t) = f et.e . e?Tdr = e_th eSldr=e 2t |—| =
0 0 310
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Exemplo 4: Encontrar a  transformada inversa,
utilizando o teorema da convolucao.

1

NI ) )
- [(S —1) (s+ 2)] = F(s) (s—-1) G(s) (s+2)
f) =L YF(s)}=et | gt)=L1{G(s)}=e7?

L7HF(s)G(s)} = h(t) = f(D) x g(D)

h(t) = jtf(r)g(t —7)dt = JteT.e‘z(t‘T)dT
0 0

t —2t

—e
3

t eBT t et
h(t) = f et.e . e?Tdr = e_th eSldr=e 2t |—| =
0 0 310

et _ e—Zt

h(t) = 3
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Exercicios:

a) H(s) =

b) H(s) =

Encontrar a  transformada inversa,
utilizando o teorema da convolucao.

2

S%2(s%+4)

S
(s+1)(s%+4)

prof. Henrique A M Faria 7@



Exercicios: Encontrar a transformada inversa,
utilizando o teorema da convolucao.

2 _
a) H(s) = T Resp. h(t) == S:nZt
b) H(s) = (S+1)“(952+4) h(t) = EsenZt + %COSZt -~ %e_t

prof. Henrique A M Faria 71



» Estudar secdo 6.6 do livro texto (Boyce).

» Resolver os exemplos da aula.

» Praticar: exercicios da secao 6.6 do Boyce.

» Sistemas de equacoes diferenciais.

72
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