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associam para compor um todo.
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Em muitos problemas elementos distintos se
associam para compor um todo.

Os sistemas de eq. dif. ordinarias podem aparecer
em problemas com varias variaveis dependentes,
mas com somente uma variavel independente.

Nesta aula e demais a variavel independente sera
denotada por t e as variaveis dependentes por
Xl’ xZ’ cee xn.

EquacdOes de segunda ordem, ou ordem mais alta
sao transformados em sistemas com eq. dif. de 12
ordem.
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Exemplo 1: Transformar a equacdo de 22 ordem em
um sistema de eq. de 12 ordem.
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Exemplo 1: Transformar a equacdo de 22 ordem em
um sistema de eq. de 12 ordem.

ay" + by +cy = f(t)
v Define-se duas variaveis auxiliares pela relac3o:

—_— !/
{xl—y {x’lzy’ = X1 =X,
, D

xz — y x,2 — yll
v’ Substitui-se na eq. dif. original.
{x’1 = X2
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Exemplo 1: Transformar a equacdo de 22 ordem em
um sistema de eq. de 12 ordem.

ay" + by' + cy = f(t)

v Define-se duas variaveis auxiliares pela relac3o:

{xl =y N x';1=y = x1=x
!/
xz — y x,2 — yll

v’ Substitui-se na eq. dif. original.

(x'1 = X,

kxlz = — (g) Xp — (2) x1 + f(¢)

A
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um sistema de eq. de 12 ordem.

ay" + by' + cy = f(t)
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Exemplo 1: Transformar a equacdo de 22 ordem em
um sistema de eq. de 12 ordem.

ay" + by' + cy = f(t)

v Define-se duas variaveis auxiliares pela relac3o:

{xl =y N x';1=y = x1=x
!/
xz — y x,2 — yll

v’ Substitui-se na eq. dif. original.

(x'1 = x; Sistema de
¢ b C eq. dif. de 12
\x 2 = <E> Xy — (E) x1 + f(¢) ordem

Resolvendo o sistema para as variaveis x{ € X,

encontra-se a fungéo incognita . 18



» A forma mais geral para representar um sistema de
eq. dif. é:

(X1 = p11(O)x1 + D12(®)x, - P1a (D) xy + g1 (E)

. X'y = P21(0)x1 + oz (D) x3, - o () xy, + g2(t)

\x,n = Pn1 (t)xl + Dn2 (t)xZ; pnn(t)xn + g, (t)
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eq. dif. é:
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» A forma mais geral para representar um sistema de
eq. dif. é:

(X1 = p11(O)x1 + D12(®)x, - P1a (D) xy + g1 (E)

. X'y = P21(0)x1 + oz (D) x3, - o () xy, + g2(t)

\x,n = Pn1 (t)xl + Dn2 (t)xZ; pnn(t)xn + g, (t)

> D11, P21, *** Pnn Sa0 funcdes somente da variavel
independente t.

» Caso as fungbes g sejam nulas o sistema é
homogéneo.

» As equacdOes com condicOes iniciais constituem um
PVI. 16



» Para eq. dif. de ordem n a transformacao fica:

yr=ftyy, -yt

prof. Henrique A M Faria
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» Para eq. dif. de ordem n a transformacao fica:
yrt=f&yy, eyt

_ . / . 1’ . n—1
X1=Y, X2=Y, X3=)Y ," Xp=Y

prof. Henrique A M Faria
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» Para eq. dif. de ordem n a transformacao fica:

yr=f(tyy', - y"h

_ T
xl_y' Xz—y,

— I —
X3=y", 0 Xy =y

» 0O que resulta em um sistema com n equacoes de 12

ordem.

(x'1 = f1(t, %1, X2,
< X'y = f2(t, %1, %2,

\x’n — fn(t' X1, X2,

)
)

Xn)
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» Para eq. dif. de ordem n a transformacao fica:
yrt=fEyy, oyt

_ . / . 1’ . n—1
X1=Y, X2=Y, X3=)Y ," Xp=Y

» 0O que resulta em um sistema com n equacoes de 12
ordem.

(x'1 = f1(t, x1, %5, Xp) A solucdo do sistema
< x's = fo(t,x1,%5,*x,) nointervaloa <t <pf
: € um conjunto de
X' = fu(t, X1, X0, %) fungdes: xq, Xy, X,
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Exemplo 2: Transformar a equacdo de 22 ordem em
um sistema de eq. de 12 ordem.

y'+2y"+3y=0
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Exemplo 2: Transformar a equacdo de 22 ordem em
um sistema de eq. de 12 ordem.

y'+2y"+3y=0

v Define-se as duas variaveis auxiliares pela relac3o:
{xl =Y
X2 =Y

!
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Exemplo 2: Transformar a equacdo de 22 ordem em
um sistema de eq. de 12 ordem.

y'+2y"+3y=0
v Define-se as duas variaveis auxiliares pela relac3o:

X1 = ' =y =
{ : y’ = xll yu *2
Xy =Y X o =Yy
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Exemplo 2: Transformar a equacdo de 22 ordem em
um sistema de eq. de 12 ordem.

y'+2y"+3y=0
v Define-se as duas variaveis auxiliares pela relac3o:
X1 = L=y =
A
v' lIsolar y'' na equacdo diferencial.
y"' =-2y" -3y
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Exemplo 2: Transformar a equacdo de 22 ordem em
um sistema de eq. de 12 ordem.

y'+2y"+3y=0
v Define-se as duas variaveis auxiliares pela relac3o:
x — ! p— / p—
- s
v' lIsolar y'' na equacdo diferencial.
y"' =-2y" -3y

v’ Substituir as novas variaveis na eq. dif. original.

X'y = X,
X' = —2x, — 3%,

28



Exemplo 3: Resolver o sistema de eq. dif.

x'y = —=3x;+2x, (1)
x'y =—=3x; +4x, (2)
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Exemplo 3: Resolver o sistema de eq. dif.
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x'; + 3xq
xZ —_ >
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Exemplo 3: Resolver o sistema de eq. dif.

x'y = —=3x;+2x, (1)
x'y =—=3x; +4x, (2)

v Resolucdo pelo método da eliminacdo. Da eq. (1):

_X'1+3x

x"'1 + 3x'4
Xy = >

2

x2=
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Exemplo 3: Resolver o sistema de eq. dif.

x'y = —=3x;+2x, (1)
x'y =—=3x; +4x, (2)

v Resolucdo pelo método da eliminacdo. Da eq. (1):

x'; + 3xq
xZ —_ >

v" Substituir x, e x', na equacdo (2).

x"'1 + 3x'4
2

x2=

x'' + 3x x's + 3x
12 1=—3x1+4( 12 1)

32



Exemplo 3: Resolver o sistema de eq. dif.

x'y = —=3x;+2x, (1)
x'y ==3x; +4x, (2)
v Resolucdo pelo método da eliminac3o. Da eq. (1):
x'; + 3xq x4+ 3x
xz — = X 2 —
2 2
v" Substituir x, e x', na equacdo (2).

x'' + 3x x's + 3x
12 1 3, + 4( 12 1)

x"'1 + 3x'4

—6x1 + 4(x"; + 3x1)

EE



Exemplo 3: Resolver o sistema de eq. dif.

x'y = —=3x;+2x, (1)
x'y ==3x; +4x, (2)
v Resolucdo pelo método da eliminac3o. Da eq. (1):
x'; + 3xq x4+ 3x
xz — = X 2 —
2 2
v" Substituir x, e x', na equacdo (2).

x'' + 3x x's + 3x
12 1 3, + 4( 12 1)

x”1 + 3x’1 — _6X1 + 4‘(x’1 + 3X1)

I

X 1_x,1_6x]_=0



x'y = —=3x1+2x, (1)

Exemplo 3: Resolver o sistema.
P x'y =—=3x; +4x, (2)

v’ Resolver a eq. em x, pela eq. caracteristica:

x”1 — xll - 6x1 — O
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x'y = —=3x1+2x, (1)

Exemplo 3: Resolver o sistema.
P x'y =—=3x; +4x, (2)

v’ Resolver a eq. em x, pela eq. caracteristica:

xlll_x,1_6x1:() = TZ—T_6=0

26



Exemplo 3: Resolver o sistema. x,l =—3x +2x; (1)
X'y =—3x1 +4x, (2)

v’ Resolver a eq. em x, pela eq. caracteristica:

xlll_x,1_6x1:() = TZ—T_6=0

(r=3)(r+2)=0

87



Exemplo 3: Resolver o sistema. x,l =—3x +2x; (1)
X'y =—3x1 +4x, (2)

v’ Resolver a eq. em x, pela eq. caracteristica:

xlll_x,1_6x1:() = TZ—T_6=0

(T—3)(T+2)=0 = T1=3 e T2:_2
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Exemplo 3: Resolver o sistema. x,l =—3x +2x; (1)
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v’ Resolver a eq. em x, pela eq. caracteristica:
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Exemplo 3: Resolver o sistema. x,l =—3x +2x; (1)
X'y =—3x1 +4x, (2)

v’ Resolver a eq. em x, pela eq. caracteristica:
xlll_x,1_6x1:() = TZ—T_6=0
(T—3)(T+2)=0 = T1=3 e T2:_2

v A solucdo geral da eq. em x; fica:

x; = cre3t + ce” 4t

v Como o sistema original é uma eqg. em y:

ot Solucao geral da
equacao diferencial
emy

x; =y =ce3t +ce”

41



» A estratégia de resolucao de sistemas de eq. dif. por
substituicao nao foi muito util.

» A substituicdo originou novamente uma equacao de
segunda ordem.
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» A estratégia de resolucao de sistemas de eq. dif. por
substituicao nao foi muito util.

» A substituicdo originou novamente uma equacao de
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para o problema com equacao de segunda ordem.
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A estratégia de resolucao de sistemas de eq. dif. por
substituicao nao foi muito util.

A substituicao originou novamente uma equacao de
segunda ordem.

Muitas vezes, esse método nao trara simplificacao
para o problema com equacao de segunda ordem.

Para resolucao de equacdes com grau maior do que
dois o método pode ser util.



A estratégia de resolucao de sistemas de eq. dif. por
substituicao nao foi muito util.

A substituicao originou novamente uma equacao de
segunda ordem.

Muitas vezes, esse método nao trara simplificacao
para o problema com equacao de segunda ordem.

Para resolucao de equacdes com grau maior do que
dois o método pode ser util.

No entanto, o método mais eficaz consiste em
representar o sistema por matrizes.

45
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» As equacdoes do exemplo 3 podem ser organizadas
na forma matricial.

x'y = —3x1 + 2x,
x,2 —_ —3x1 + 4x2
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» As equacdoes do exemplo 3 podem ser organizadas
na forma matricial.

x'y = —3x; + 2x, . X1 _ -3 2] [x1]
x,2 — _3X1 ~+ 4-x2 xlz —3 411X

» Denominando cada matriz por:

X 2



» As equacdoes do exemplo 3 podem ser organizadas
na forma matricial.

x'y = —3x; + 2x, . X1 _ -3 2] [x1]
x,2 — _3X1 ~+ 4-x2 xlz —3 411X

» Denominando cada matriz por:

gl X,1 — -3 2
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» As equacdoes do exemplo 3 podem ser organizadas
na forma matricial.

x'y = —3x; + 2x, . X1 _ -3 2] [x1]
x,2 — _3X1 ~+ 4-x2 xlz —3 411X

» Denominando cada matriz por:

v=lo] a-[38 x-[



» As equacdoes do exemplo 3 podem ser organizadas
na forma matricial.

x'y = —3x; + 2x, . X1 _ -3 2] [x1]
x,2 - _3X1 ~+ 4‘x2 xlz —3 411X

» Denominando cada matriz por:
=l a=3d 2=[]
— A= X =
X [xlz] _3 4 xz
» A representacao matricial do sistema fica escrita:

X' = AX



» A equacdo X' = AX representa um sistema de

equacoes lineares homogéneas com coeficientes
constantes.

» Esta representacao pode ser generalizada para
sistemas com coeficientes de funcoes.
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» A equacdo X' = AX representa um sistema de
equacoes lineares homogéneas com coeficientes
constantes.

» Esta representacao pode ser generalizada para
sistemas com coeficientes de funcoes.

> O numero de colunas da matriz A dos coeficientes
define o numero de equacdes do sistema.
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» A equacdo X' = AX representa um sistema de
equacoes lineares homogéneas com coeficientes
constantes.

» Esta representacao pode ser generalizada para
sistemas com coeficientes de funcoes.

> O numero de colunas da matriz A dos coeficientes
define o numero de equacdes do sistema.

» |niciaremos com o0 caso em que a equacao é Unica
(n =1). Em seguida, a metodologia podera ser
ampliada para sistemas maiores.
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» Seja o sistema de equacdes na forma matricial:

X' = AX
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» Seja o sistema de equacdes na forma matricial:

X' = AX A: matriz m X n dos coeficientes
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» Seja o sistema de equacdes na forma matricial:
X' = AX A: matriz m X n dos coeficientes
» Sen =1 aequacdo é Unica, escrita por:

dx

— = ax
dt
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» Seja o sistema de equacdes na forma matricial:
X' = AX A: matriz m X n dos coeficientes
» Sen =1 aequacdo é Unica, escrita por:

dx_
dt

ax cuja solucdo é: x = ce®
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» Seja o sistema de equacdes na forma matricial:
X' = AX A: matriz m X n dos coeficientes
» Sen =1 aequacdo é Unica, escrita por:

dx_
dt

ax cuja solucdo é: x = ce®

v’ Se a constante a < 0 a solucdo tende para
x =0 . Chamada solucao de equilibrio
assintoticamente estavel.
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» Seja o sistema de equacdes na forma matricial:

X' = AX A: matriz m X n dos coeficientes

» Sen =1 aequacdo é Unica, escrita por:
dx
dt

ax cuja solucdo é: x = ce®

v’ Se a constante a < 0 a solucdo tende para
x =0 . Chamada solucao de equilibrio
assintoticamente estavel.

v’ Se a constante a > 0 a solucdo se afasta do
equilibrio.
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» O maior interesse sdo pelas solucoes de equilibrio.
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» O maior interesse sdo pelas solucoes de equilibrio.

» Para o sistema X' = AX essas solucoes de
equilibrio sao encontradas resolvendo:

AX =0
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» O maior interesse sdo pelas solucoes de equilibrio.

» Para o sistema X' = AX essas solucoes de
equilibrio sao encontradas resolvendo:

AX =0 Supondo que: detA # 0



» O maior interesse sdo pelas solucoes de equilibrio.

» Para o sistema X' = AX essas solucoes de
equilibrio sao encontradas resolvendo:

AX =0 Supondo que: detA # 0

» Supondo uma solucdo do tipo exponencial X =e,
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» O maior interesse sdo pelas solucoes de equilibrio.

» Para o sistema X' = AX essas solucoes de
equilibrio sao encontradas resolvendo:

AX =0 Supondo que: detA # 0

» Supondo uma solucdo do tipo exponencial X =e,

> Multiplica-se a proposta por um vetor constante B.
X = Be't
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» O maior interesse sdo pelas solucoes de equilibrio.

» Para o sistema X' = AX essas solucoes de
equilibrio sao encontradas resolvendo:

AX =0 Supondo que: detA # 0

» Supondo uma solucdo do tipo exponencial X =e,

» Multiplica-se a proposta por um vetor constante B.

-

X =Be't = X' =rBe't
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O maior interesse sao pelas solucoes de equilibrio.

Para o sistema X' = AX essas solucoes de
equilibrio sao encontradas resolvendo:

AX =0 Supondo que: detA # 0

Supondo uma solucdo do tipo exponencial X = e'®.

Multiplica-se a proposta por um vetor constante B.

-

X =Be't = X' =rBe't

Substituir a proposta e derivada no sistema:
rBe™ = ABe™
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O maior interesse sao pelas solucoes de equilibrio.

Para o sistema X' = AX essas solucoes de
equilibrio sao encontradas resolvendo:

AX =0 Supondo que: detA # 0

Supondo uma solucdo do tipo exponencial X = e'®.

Multiplica-se a proposta por um vetor constante B.

-

X =Be't = X' =rBe't

Substituir a proposta e derivada no sistema:

rBe/t = ABg/*
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O maior interesse sao pelas solucoes de equilibrio.

Para o sistema X' = AX essas solucoes de
equilibrio sao encontradas resolvendo:

AX =0 Supondo que: detA # 0

S
Supondo uma solucdo do tipo exponencial X = e'®.

Multiplica-se a proposta por um vetor constante B.

-

X =Be't = X' =rBe't

Substituir a proposta e derivada no sistema:

rBegt = ABg* = B =4B
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» lIsolar o vetor B, utilizando as regras matriciais:

AB —rB =0
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» lIsolar o vetor B, utilizando as regras matriciais:

AB—rB=0 = (A—-r)B =0

prof. Henrique A M Faria
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» lIsolar o vetor B, utilizando as regras matriciais:

AB—1rB=0 = (A—rDB=0 I: matriz
identidade

78



» lIsolar o vetor B, utilizando as regras matriciais:

AB—1rB=0 = (A—rDB=0 I: matriz
identidade

» B é constante, entdo, para que a ultima expressao
seja verdadeira € necessario que:

det(A—1rl) =0
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» lIsolar o vetor B, utilizando as regras matriciais:

AB—1rB=0 = (A—rDB=0 I: matriz
identidade

» B é constante, entdo, para que a ultima expressao
seja verdadeira € necessario que:

det(A—1rl) =0

> Para resolver esse determinante calcula-se os
autovalores e autovetores associados a matriz A.
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» lIsolar o vetor B, utilizando as regras matriciais:

AB—rB=0 = (A—rDB=0 [:matriz
identidade
» B é constante, entdo, para que a ultima expressao
seja verdadeira € necessario que:

det(A—1rl) =0

> Para resolver esse determinante calcula-se os
autovalores e autovetores associados a matriz A.

» Entdo, o vetor X é uma solucao do sistema se r for
um autovalor e B for um autovetor associado a

matriz A.
76



Exercicio:

Encontrar os autovalores e autovetores
da matriz:

prof. Henrique A M Faria 7?



Exercicio: Encontrar os autovalores e autovetores

da matriz:
_[—-3 2
A= [—3 4]
Resp. Autovalores:ry = —2e 1, =3

Autovetores: x; = ¢4 [ﬂ e X, =, [1{3]

78



» Estudar secoes 7.1 e 7.5 do livro texto (Boyce).
» Resolver o exercicio proposto.

» Praticar: exercicios da secdes 3.1 e 3.2 do Boyce.

» Resolucdo de sistemas lineares de eq. dif.
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