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 Em muitos problemas elementos distintos se 
associam para compor um todo. 

 Os sistemas de eq. dif. ordinárias podem aparecer 
em problemas com várias variáveis dependentes, 
mas com somente uma variável independente. 

 Nesta aula e demais a variável independente será 
denotada por 𝑡  e as variáveis dependentes por 
𝑥1, 𝑥2, ⋯ 𝑥𝑛. 

 Equações de segunda ordem, ou ordem mais alta 
são transformados em sistemas com eq. dif. de 1ª 
ordem. 

prof. Henrique A M Faria 



Transformar a equação de 2ª ordem em 
um sistema de eq. de 1ª ordem. 

Exemplo 1: 

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑓(𝑡) 



Transformar a equação de 2ª ordem em 
um sistema de eq. de 1ª ordem. 

Exemplo 1: 
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Transformar a equação de 2ª ordem em 
um sistema de eq. de 1ª ordem. 

Exemplo 1: 

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑓(𝑡) 

 Define-se duas variáveis auxiliares pela relação:  

 
𝑥1 = 𝑦 

𝑥2 = 𝑦′ 
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𝑥′1 = 𝑦′ 

𝑥′2 = 𝑦′′
 



Transformar a equação de 2ª ordem em 
um sistema de eq. de 1ª ordem. 

Exemplo 1: 

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑓(𝑡) 

 Define-se duas variáveis auxiliares pela relação:  

 
𝑥1 = 𝑦 

𝑥2 = 𝑦′ 
⇒  

𝑥′1 = 𝑦′ 

𝑥′2 = 𝑦′′
 
⇒ 𝑥′1 = 𝑥2 



Transformar a equação de 2ª ordem em 
um sistema de eq. de 1ª ordem. 

Exemplo 1: 

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑓(𝑡) 

 Define-se duas variáveis auxiliares pela relação:  

 Substitui-se na eq. dif. original. 

 
𝑥1 = 𝑦 

𝑥2 = 𝑦′ 
⇒  

𝑥′1 = 𝑦′ 

𝑥′2 = 𝑦′′
 
⇒ 𝑥′1 = 𝑥2 

 
𝑥′1 = 𝑥2                                              



Transformar a equação de 2ª ordem em 
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Resolvendo o sistema para as variáveis 𝑥1 e 𝑥2 
encontra-se a função incógnita 𝑦. 



 A forma mais geral para representar um sistema de 
eq. dif. é: 

prof. Henrique A M Faria 

𝑥′1 = 𝑝11 𝑡 𝑥1 + 𝑝12 𝑡 𝑥2, ⋯ 𝑝1𝑛 𝑡 𝑥𝑛 + 𝑔1(𝑡)

𝑥′2 = 𝑝21 𝑡 𝑥1 + 𝑝22 𝑡 𝑥2, ⋯ 𝑝2𝑛 𝑡 𝑥𝑛 + 𝑔2(𝑡)
⋮

𝑥′𝑛 = 𝑝𝑛1 𝑡 𝑥1 + 𝑝𝑛2 𝑡 𝑥2, ⋯ 𝑝𝑛𝑛 𝑡 𝑥𝑛 + 𝑔1(𝑡)

 



 A forma mais geral para representar um sistema de 
eq. dif. é: 
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independente 𝑡. 
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 A forma mais geral para representar um sistema de 
eq. dif. é: 
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  𝑝11,  𝑝21, ⋯ 𝑝𝑛𝑛 são funções somente da variável 
independente 𝑡. 

 Caso as funções 𝑔  sejam nulas o sistema é 
homogêneo. 

 As equações com condições iniciais constituem um 
PVI. 



 Para eq. dif. de ordem 𝑛 a transformação fica: 
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𝑦𝑛 = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′, ⋯ 𝑦𝑛−1) 



 Para eq. dif. de ordem 𝑛 a transformação fica: 
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 Para eq. dif. de ordem 𝑛 a transformação fica: 
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𝑦𝑛 = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′, ⋯ 𝑦𝑛−1) 

𝑥1 = 𝑦,     𝑥2= 𝑦′,      𝑥3= 𝑦′′, ⋯    𝑥𝑛= 𝑦𝑛−1 
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⋮

𝑥′𝑛 = 𝑓𝑛(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, ⋯ 𝑥𝑛)

 



 Para eq. dif. de ordem 𝑛 a transformação fica: 

prof. Henrique A M Faria 

𝑦𝑛 = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′, ⋯ 𝑦𝑛−1) 

𝑥1 = 𝑦,     𝑥2= 𝑦′,      𝑥3= 𝑦′′, ⋯    𝑥𝑛= 𝑦𝑛−1 

 O que resulta em um sistema com 𝑛 equações de 1ª 
ordem. 

𝑥′1 = 𝑓1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, ⋯ 𝑥𝑛)

𝑥′2 = 𝑓2(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, ⋯ 𝑥𝑛)
⋮

𝑥′𝑛 = 𝑓𝑛(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, ⋯ 𝑥𝑛)

 

A solução do sistema 
no intervalo 𝛼 < 𝑡 < 𝛽 

é um conjunto de 
funções: 𝑥1, 𝑥2, ⋯ 𝑥𝑛. 



Transformar a equação de 2ª ordem em 
um sistema de eq. de 1ª ordem. 
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Transformar a equação de 2ª ordem em 
um sistema de eq. de 1ª ordem. 

Exemplo 2: 

𝑦′′ + 2𝑦′ + 3𝑦 = 0 

 Define-se as duas variáveis auxiliares pela relação:  

 
𝑥1 = 𝑦 

𝑥2 = 𝑦′ 



Transformar a equação de 2ª ordem em 
um sistema de eq. de 1ª ordem. 

Exemplo 2: 

𝑦′′ + 2𝑦′ + 3𝑦 = 0 

 Define-se as duas variáveis auxiliares pela relação:  

 
𝑥1 = 𝑦 

𝑥2 = 𝑦′ 
⇒  

𝑥′1 = 𝑦′ = 𝑥2
𝑥′2 = 𝑦′′         

 



Transformar a equação de 2ª ordem em 
um sistema de eq. de 1ª ordem. 

Exemplo 2: 

𝑦′′ + 2𝑦′ + 3𝑦 = 0 

 Define-se as duas variáveis auxiliares pela relação:  

 Isolar 𝑦′′ na equação diferencial. 

 
𝑥1 = 𝑦 

𝑥2 = 𝑦′ 
⇒  

𝑥′1 = 𝑦′ = 𝑥2
𝑥′2 = 𝑦′′         

 

𝑦′′ = −2𝑦′ − 3𝑦 



Transformar a equação de 2ª ordem em 
um sistema de eq. de 1ª ordem. 

Exemplo 2: 

𝑦′′ + 2𝑦′ + 3𝑦 = 0 

 Define-se as duas variáveis auxiliares pela relação:  

 Isolar 𝑦′′ na equação diferencial. 

 
𝑥1 = 𝑦 

𝑥2 = 𝑦′ 
⇒  

𝑥′1 = 𝑦′ = 𝑥2
𝑥′2 = 𝑦′′         

 

 
𝑥′1 = 𝑥2                  

𝑥′2 = −2𝑥2 − 3𝑥1
 

𝑦′′ = −2𝑦′ − 3𝑦 

 Substituir as novas variáveis na eq. dif. original. 



Resolver o sistema de eq. dif. Exemplo 3: 

 
𝑥′1 = −3𝑥1 + 2𝑥2    (1)

𝑥′2 = −3𝑥1 + 4𝑥2    (2)
 



Resolver o sistema de eq. dif. Exemplo 3: 

 Resolução pelo método da eliminação. Da eq. (1):  

 
𝑥′1 = −3𝑥1 + 2𝑥2    (1)

𝑥′2 = −3𝑥1 + 4𝑥2    (2)
 

𝑥2 =
𝑥′1 + 3𝑥1

2
 



Resolver o sistema de eq. dif. Exemplo 3: 

 Resolução pelo método da eliminação. Da eq. (1):  

⇒ 

 
𝑥′1 = −3𝑥1 + 2𝑥2    (1)

𝑥′2 = −3𝑥1 + 4𝑥2    (2)
 

𝑥2 =
𝑥′1 + 3𝑥1

2
 𝑥′2 =

𝑥′′1 + 3𝑥′1
2

 



Resolver o sistema de eq. dif. Exemplo 3: 

 Resolução pelo método da eliminação. Da eq. (1):  

 Substituir 𝑥2 e 𝑥′2 na equação (2). 

⇒ 

 
𝑥′1 = −3𝑥1 + 2𝑥2    (1)

𝑥′2 = −3𝑥1 + 4𝑥2    (2)
 

𝑥2 =
𝑥′1 + 3𝑥1

2
 𝑥′2 =

𝑥′′1 + 3𝑥′1
2

 

𝑥′′1 + 3𝑥′1
2

= −3𝑥1 + 4(
𝑥′1 + 3𝑥1

2
) 



Resolver o sistema de eq. dif. Exemplo 3: 

 Resolução pelo método da eliminação. Da eq. (1):  

 Substituir 𝑥2 e 𝑥′2 na equação (2). 

⇒ 

 
𝑥′1 = −3𝑥1 + 2𝑥2    (1)

𝑥′2 = −3𝑥1 + 4𝑥2    (2)
 

𝑥2 =
𝑥′1 + 3𝑥1

2
 𝑥′2 =

𝑥′′1 + 3𝑥′1
2

 

𝑥′′1 + 3𝑥′1
2

= −3𝑥1 + 4(
𝑥′1 + 3𝑥1

2
) 

𝑥′′1 + 3𝑥′1 = −6𝑥1 + 4(𝑥′1 + 3𝑥1) 



Resolver o sistema de eq. dif. Exemplo 3: 

 Resolução pelo método da eliminação. Da eq. (1):  

 Substituir 𝑥2 e 𝑥′2 na equação (2). 

⇒ 

 
𝑥′1 = −3𝑥1 + 2𝑥2    (1)

𝑥′2 = −3𝑥1 + 4𝑥2    (2)
 

𝑥2 =
𝑥′1 + 3𝑥1

2
 𝑥′2 =

𝑥′′1 + 3𝑥′1
2

 

𝑥′′1 + 3𝑥′1
2

= −3𝑥1 + 4(
𝑥′1 + 3𝑥1

2
) 

𝑥′′1 + 3𝑥′1 = −6𝑥1 + 4(𝑥′1 + 3𝑥1) 

𝑥′′1 − 𝑥′1 − 6𝑥1 = 0 



Resolver o sistema. Exemplo 3: 

 Resolver a eq. em 𝑥1 pela eq. característica:  

 
𝑥′1 = −3𝑥1 + 2𝑥2    (1)

𝑥′2 = −3𝑥1 + 4𝑥2    (2)
 

𝑥′′1 − 𝑥′1 − 6𝑥1 = 0 



Resolver o sistema. Exemplo 3: 

 Resolver a eq. em 𝑥1 pela eq. característica:  

⇒ 

 
𝑥′1 = −3𝑥1 + 2𝑥2    (1)

𝑥′2 = −3𝑥1 + 4𝑥2    (2)
 

𝑥′′1 − 𝑥′1 − 6𝑥1 = 0 𝑟2 − 𝑟 − 6 = 0 



Resolver o sistema. Exemplo 3: 

 Resolver a eq. em 𝑥1 pela eq. característica:  

⇒ 

 
𝑥′1 = −3𝑥1 + 2𝑥2    (1)

𝑥′2 = −3𝑥1 + 4𝑥2    (2)
 

𝑥′′1 − 𝑥′1 − 6𝑥1 = 0 𝑟2 − 𝑟 − 6 = 0 

(𝑟 − 3)(𝑟 + 2) = 0 



Resolver o sistema. Exemplo 3: 

 Resolver a eq. em 𝑥1 pela eq. característica:  

⇒ 

 
𝑥′1 = −3𝑥1 + 2𝑥2    (1)

𝑥′2 = −3𝑥1 + 4𝑥2    (2)
 

𝑥′′1 − 𝑥′1 − 6𝑥1 = 0 𝑟2 − 𝑟 − 6 = 0 

(𝑟 − 3)(𝑟 + 2) = 0 ⇒ 𝑟1 = 3    e    𝑟2 = −2  



Resolver o sistema. Exemplo 3: 

 Resolver a eq. em 𝑥1 pela eq. característica:  

⇒ 

 
𝑥′1 = −3𝑥1 + 2𝑥2    (1)

𝑥′2 = −3𝑥1 + 4𝑥2    (2)
 

𝑥′′1 − 𝑥′1 − 6𝑥1 = 0 𝑟2 − 𝑟 − 6 = 0 

(𝑟 − 3)(𝑟 + 2) = 0 ⇒ 𝑟1 = 3    e    𝑟2 = −2  

 A solução geral da eq. em 𝑥1 fica:  

𝑥1 = 𝑐1𝑒
3𝑡 + 𝑐2𝑒

−2𝑡  



Resolver o sistema. Exemplo 3: 

 Resolver a eq. em 𝑥1 pela eq. característica:  

⇒ 

 
𝑥′1 = −3𝑥1 + 2𝑥2    (1)

𝑥′2 = −3𝑥1 + 4𝑥2    (2)
 

𝑥′′1 − 𝑥′1 − 6𝑥1 = 0 𝑟2 − 𝑟 − 6 = 0 

(𝑟 − 3)(𝑟 + 2) = 0 ⇒ 𝑟1 = 3    e    𝑟2 = −2  

 A solução geral da eq. em 𝑥1 fica:  

𝑥1 = 𝑐1𝑒
3𝑡 + 𝑐2𝑒

−2𝑡  

 Como o sistema original é uma eq. em 𝑦:  

𝑥1 = 𝑦 = 𝑐1𝑒
3𝑡 + 𝑐2𝑒

−2𝑡 



Resolver o sistema. Exemplo 3: 

 Resolver a eq. em 𝑥1 pela eq. característica:  

⇒ 

 
𝑥′1 = −3𝑥1 + 2𝑥2    (1)

𝑥′2 = −3𝑥1 + 4𝑥2    (2)
 

𝑥′′1 − 𝑥′1 − 6𝑥1 = 0 𝑟2 − 𝑟 − 6 = 0 

(𝑟 − 3)(𝑟 + 2) = 0 ⇒ 𝑟1 = 3    e    𝑟2 = −2  

 A solução geral da eq. em 𝑥1 fica:  

𝑥1 = 𝑐1𝑒
3𝑡 + 𝑐2𝑒

−2𝑡  

 Como o sistema original é uma eq. em 𝑦:  

𝑥1 = 𝑦 = 𝑐1𝑒
3𝑡 + 𝑐2𝑒

−2𝑡 
Solução geral da 

equação diferencial 
em y 



 A estratégia de resolução de sistemas de eq. dif. por 
substituição não foi muito útil. 

 A substituição originou novamente uma equação de 
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 A estratégia de resolução de sistemas de eq. dif. por 
substituição não foi muito útil. 

 A substituição originou novamente uma equação de 
segunda ordem. 

 Muitas vezes, esse método não trará simplificação 
para o problema com equação de segunda ordem. 

 Para resolução de equações com grau maior do que 
dois o método pode ser útil.  

 No entanto, o método mais eficaz consiste em 
representar o sistema por matrizes. 

prof. Henrique A M Faria 
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𝑥′1 = −3𝑥1 + 2𝑥2
𝑥′2 = −3𝑥1 + 4𝑥2 

 

 As equações do exemplo 3 podem ser organizadas 
na forma matricial. 
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 As equações do exemplo 3 podem ser organizadas 
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𝑥′1
𝑥′2

=
−3 2
−3 4

𝑥1
𝑥2

 ⇒ 

 Denominando cada matriz por: 

𝑋 ′ =
𝑥′1
𝑥′2

 𝐴 =
−3 2
−3 4

 𝑋 =
𝑥1
𝑥2

 

 A representação matricial do sistema fica escrita: 

𝑋 ′ = 𝐴𝑋  



 A equação 𝑋 ′ = 𝐴𝑋  representa um sistema de 
equações lineares homogêneas com coeficientes 
constantes. 

 Esta representação pode ser generalizada para 
sistemas com coeficientes de funções. 
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 A equação 𝑋 ′ = 𝐴𝑋  representa um sistema de 
equações lineares homogêneas com coeficientes 
constantes. 

 Esta representação pode ser generalizada para 
sistemas com coeficientes de funções. 

 O número de colunas da matriz 𝐴 dos coeficientes 
define o número de equações do sistema. 

 Iniciaremos com o caso em que a equação é única 
(𝑛 = 1). Em seguida, a metodologia poderá ser 
ampliada para sistemas maiores.  
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 Se a constante 𝑎 < 0  a solução tende para 
𝑥 = 0 . Chamada solução de equilíbrio 
assintóticamente estável. 

 Se a constante 𝑎 > 0 a solução se afasta do 
equilíbrio. 
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  𝐵 é constante, então, para que a última expressão 
seja verdadeira é necessário que: 

𝑑𝑒𝑡 𝐴 − 𝑟𝐼 = 0 

 Para resolver esse determinante calcula-se os 
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 Então, o vetor 𝑋  é uma solução do sistema se 𝑟 for 
um autovalor e 𝐵 for um autovetor associado à 
matriz 𝐴. 



Encontrar os autovalores e autovetores 
da matriz: 

prof. Henrique A M Faria 

Exercício: 

𝐴 =
−3 2
−3 4
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da matriz: 
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Exercício: 

𝐴 =
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𝑅𝑒𝑠𝑝.  Autovalores: 𝑟1 = −2 e  𝑟2 = 3 

Autovetores:  𝑥1 = 𝑐1
2
1

  e   𝑥2 = 𝑐2
1/3
1

 



 Estudar seções 7.1 e 7.5 do livro texto (Boyce). 

 Resolver o exercício proposto. 

 Praticar: exercícios da seções 3.1 e 3.2 do Boyce. 

 Resolução de sistemas lineares de eq. dif. 
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