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Introducao.
Autovalores distintos.

Autovalores complexos.

Autovalores repetidos.

Autovalores e autovetores de uma matriz.






» Para resolucdo dos sistemas lineares de eq. dif. os
autovalores da matriz dos coeficientes assumem
papel preponderante.

» Para sistemas com duas varidveis a equacao
quadratica € utilizada para determinacao desses
autovalores.
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Para resolucao dos sistemas lineares de eq. dif. os
autovalores da matriz dos coeficientes assumem
papel preponderante.

Para sistemas com duas variaveis a equacao
quadratica € utilizada para determinacao desses
autovalores.

Portanto, podem ocorrer autovalores distintos,
complexos ou repetidos.

A anadlise para esses trés casos fornece o
entendimento fundamental para o comportamento
de sistemas com mais vaiaveis.
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Autovalores alstintos (sinais opostos)
» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

x'y = 1x; + 1x,
x'5 = 4x; + 1x,

prof. Henrique A M Faria



Autovalores distintos (sinais opostos)

» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

TR 5 PR [

prof. Henrique A M Faria



(sinais opostos)

» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

|

x'y = 1xq + 1x, . X'
x’2 — 4‘X1 + 1x2 xlz

- X,1 1 1
/ — A —
X [x’z] [4 1

prof. Henrique A M Faria
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» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

- [
1

{

x'y = 1x; + 1x,
x5 =4x; + 1x,

o]

"= AX

(sinais opostos)

4

X 2

prof. Henrique A M Faria

|15
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(sinais opostos)

» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

x,1 — 1x1 + 1x2 N x,]_ _ [1 17 [xl]
x’2 s 4‘X1 + 1x2 xlz .

[ o=l 2L

= AX =  Proposta de sol.: X = Be't

prof. Henrique A M Faria



(sinais opostos)

» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

x,1 — 1X1 + 1x2 N x,]_ _ [1 17 [xl]
x’2 — 4‘X1 + 1x2 xlz -

[ I PR R 1

= AX =  Proposta de sol.: X = Be't

det(A—1l) =0 (solucdo de equilibrio)

prof. Henrique A M Faria



(sinais opostos)

» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

x,1 — 1x1 + 1x2 N x,]_ _ [1 17 [xl]
x’2 s 4‘X1 + 1x2 xlz .

[ I PR A

= AX =  Proposta de sol.: X = Be't

det(A—1l) =0 (solucdo de equilibrio)

» Determinacao dos autovalores associados a A.
1—r 1 | _ 0
4 1—r
prof. Henrique A M Faria



(sinais opostos)

» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

x'y = 1xq + 1x, R
x5 =4x; + 1x,

o]

=0 G

= AX =  Proposta de sol.: X = Be't

det(A—1l) =0 (solucdo de equilibrio)

» Determinacao dos autovalores

1—r 1
= =
4 1—r 0

associados a A.

(1-7r)"—4=0

prof. Henrique A M Faria
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Autovalores distintos (sinals opostos)
(1-7)2=4=0 = 12-2r+1-4=0

prof. Henrique A M Faria
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Autovalores distintos (sinais opostos)
(1-7r)2=4=0 = r2-2r+1—-4=0
r+ 1D —-3)=0

prof. Henrique A M Faria
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Autovalores alstintos (sinais opostos)
(1-7)2%2-4=0 = 12-2r+1-4=0
r+1)(r—-3)=0 = n=3 e rn=-1

prof. Henrique A M Faria

17
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Autovalores alstintos (sinais opostos)
(1-7)2%2-4=0 = 12-2r+1-4=0
r+1)(r—-3)=0 = n=3 e rn=-1

» Autovetor associado ao autovalor ry = 3.

lllr 1ir] [2] =0

prof. Henrique A M Faria 18



Autovalores distintos (sinais opostos)
r+1)(r—-3)=0 = n=3 e nr,=-1

» Autovetor associado ao autovalor r; = 3.

R | 55 S R |

prof. Henrique A M Faria 19



(sinais opostos)
(1-7)2-4=0 = r2-2r+1—-4=0
r+1)@r-3)=0 = rn=3 e nrn=-1

» Autovetor associado ao autovalor r; = 3.

R | 5 S R I

[_42 _12] [;c;] =0

prof. Henrique A M Faria 2@



(sinais opostos)
(1-7)2-4=0 = r2-2r+1—-4=0
r+1)@r—-3)=0 = rn=3 e nrn=-1

» Autovetor associado ao autovalor r; = 3.

L =0 = MR L] =0

et | 5 L R P A

prof. Henrique A M Faria 21



(sinais opostos)
(1-7)2-4=0 = r2-2r+1—-4=0
r+1)@r—-3)=0 = rn=3 e nrn=-1

» Autovetor associado ao autovalor r; = 3.

R |5 ST R | L
et | 5 L R P A

{le — XZ
4‘X1 —_ 2x2

prof. Henrique A M Faria 22



(sinais opostos)
(1-7)2-4=0 = r2-2r+1—-4=0
r+1)@r—-3)=0 = rn=3 e nrn=-1

» Autovetor associado ao autovalor r; = 3.

R |5 ST R | L
et | 5 L R P A

{2x1=x2 - Sex1 =1
4‘X1 — ZXZ Xy = )

prof. Henrique A M Faria 23



(sinais opostos)
(1-7)2-4=0 = r2-2r+1—-4=0
r+1)@r—-3)=0 = rn=3 e nrn=-1

» Autovetor associado ao autovalor r; = 3.

R |5 ST R | L
et | 5 L R P A

{le = X, Sex; =1 L LW - (1) Autovetor

=
4‘X1 =2x2 X5 = 7 ) deT'1:3
prof. Henrique A M Faria 2@;



Autovalores alstintos (sinais opostos)

» Autovetor associado ao autovalorr, = —1.

lllr 1ir] [2] =0

25



Autovalores alstintos (sinais opostos)

» Autovetor associado ao autovalorr, = —1.

[1;r 11“2]:0 = [111 141-1”9)2]=0

26



Autovalores

rz/“

s clstintos (sinais opostos)

» Autovetor associado ao autovalorr, = —1.

[1;r 1ir”2]=0 = [111 111][3)2;]:

+ Allal=o0

27



(sinais opostos)

» Autovetor associado ao autovalorr, = —1.

LT DAlel=e = [ el

AZL %] [x;] =0 = {423321: zxpf;oo
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(sinais opostos)

» Autovetor associado ao autovalorr, = —1.

[1;r 1ir”2]=0 = [111 111“2]20

2 1”2‘20 N {2x1+x2=0

4 2 4x; + 2x, =0
{le — _xZ
4‘X1 —_ _ZXZ

29



(sinais opostos)

» Autovetor associado ao autovalorr, = —1.

[1;r 1ir”2]=0 = [111 111“2]20

AZL %] [2] =0 = {42;;1: zxpf;oo

=

{le = —X, Sex; =1
4‘x1 — —sz Xy = —?

30



(sinais opostos)

» Autovetor associado ao autovalorr, = —1.

[1;r 1ir”2]=0 = [111 111“2]20

AZL %] [;ﬂ =0 = {423321: zxpf;oo

= —2 derl — _1

{le = —X, Sex; =1 e 1 Autovetor
4‘x1 — _sz xz — _2 v e

a1



(sinais opostos)

» Autovetor associado ao autovalorr, = —1.

[1;r 1ir”2]=0 = [111 111“2]20

121 %] [;ﬂ =0 = {42;;1: zxa?z::Oo

= —2 derl —_ _1

{le = —X, Sex; =1 e 1 Autovetor
4-x1 — _sz xz — _2 v e

» Solucoes do sistema de equacOes diferenciais.

¥ = (;) £3t @ = ( 12> et
- 32



Autovalores alstintos (sinais opostos)

» Conjunto fundamental de solucdes dos sistema.

)_() — Cl)_()(l) + Cz)_()(z)

prof. Henrique A M Faria

EE



Autovalores distintos (sinais opostos)

» Conjunto fundamental de solucdes dos sistema.

- - - - 1 1
X = XD +,X?® = X=cl(2)e3t+cz< 2>e‘t

prof. Henrique A M Faria 24



(sinais opostos)

» Conjunto fundamental de solucdes dos sistema.

- - - - 1 1
X=c XY +6X? = X=c1(2)e3t+c2( 2>e‘t

» O grafico x, versus x; € chamado de plano de fase e
muito util para analisar a estabilidade do sistema.

35



(sinais opostos)

» Conjunto fundamental de solucdes dos sistema.

- - - - 1 1

X=¢X®D+c,X? = X=¢g (2) e3t + ¢, ( 2) et
» O grafico x, versus x; € chamado de plano de fase e

muito util para analisar a estabilidade do sistema.

> Para a solucio X tem-se:

o=

26



(sinais opostos)

» Conjunto fundamental de solucdes dos sistema.

- - - - 1 1
X=cXW+c,X® = X=c1(2)e3t+c2( 2>e‘t

» O grafico x, versus x; € chamado de plano de fase e
muito util para analisar a estabilidade do sistema.

> Para a solucio X tem-se:

S X
1) _ |1 — 3t — 3t
X0 = [le =  Xq = Cq€ e X, = 2ce

87



(sinais opostos)
» Conjunto fundamental de solucdes dos sistema.
% (1) v (2) % 1 3t 1 —t
X =XV + 06X > X=q 5 e’ + ¢, ) e
» O grafico x, versus x; € chamado de plano de fase e
muito util para analisar a estabilidade do sistema.

> Para a solucio X tem-se:

B, X1
X0 = [x ] = x;=cet e x,=2ce3*
2

» Eliminando o termo em t das equacoes resulta em:

X, = 2x,; (Equagdo de uma reta no plano x,x )

e



Autovalores distintos (sinals opostos)

- o[

29



Autovalores distintos (sinais opostos)

> X = [xl :

] = x;=ce "t e x,=-2ce7"

X2



Autovalores alstintos (sinais opostos)

, X

> X@ = [x1] = x;=cet e x,=-2c,e"
2

» Eliminandootermoemt: x, = —2x;

t

41



(sinais opostos)

X1 ¢

> )?(Z)zl ] = X =Ce”

X2
» Eliminandootermoemt: x, =

S,

FIGURA 7.5.2: (a) Retas formadas para o sistema;

e X, =—2Ce”

_le

t

42
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Autovalores alstintos (sinais opostos)

, X
> X@ = [xl = x;=cet e x,=-2ce"!
2
» Eliminandootermoemt: x, = —2x;
1@

] 2 x

FIGURA 7.5.2: (a) Retas formadas para o sistema; (b) Trajetdrias do sistema.
A origem é um ponto de sela (as solucdes se afastam dela).
Padrao tipico de um sistema 2 X 2 com autovalores de sinais opostos. 43



Autovalores alstintos (sinais opostos)

. . , 5 1 1
Conjunto solugdo do sistema: X = ¢, ) et + ¢, et

FIGURA 7.5.2 Variavel x;versus t para valores das constantes ¢, e ¢».

prof. Henrique A M Faria AA,



tovalores clstintos (sinais opostos)

)=
s

. . , 5 1 1
Conjunto solugdo do sistema: X = ¢, ) et + ¢, ) et

x; = cie3t + et

FIGURA 7.5.2 Variavel x;versus t para valores das constantes ¢, e ¢».

prof. Henrique A M Faria Ak,



Autovalores distintos (sinais opostos)

. . , 5 1 1
Conjunto solugdo do sistema: X = ¢, ) et + ¢, ) et

x; = cie3t + et

2\_// > Paracy > cy:e3t

\ prevalece € X1 Cresce.
\ |

T~

0.5 1

~Y

FIGURA 7.5.2 Variavel x;versus t para valores das constantes ¢, e ¢».

prof. Henrique A M Faria Al
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Autovalores distintos (sinais opostos)

. . , 5 1 1
Conjunto solugdo do sistema: X = ¢, ) et + ¢, ) et

x; = cie3t + et

2\_// > Paracy > cy:e3t

\ prevalece € X1 Cresce.
\ |

T~

0.5 1

~Y

2 > Parac; <K cyiet
prevalece e x; decresce.

FIGURA 7.5.2 Variavel x;versus t para valores das constantes ¢, e ¢».

prof. Henrique A M Faria a7



(sinais iguais)

» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

=15 e



(sinais iguais)

» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

MR v (IR v

49



(sinais iguais)

» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

IR (S v

V2 =2 V2 —2
» Autovalores associados a A.

V2 —2 -1

50



(sinais iguais)

» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

IR ] v
V2 =2 V2 —2
» Autovalores associados a A.
3-1 V2 |_g 5 (-3—-1)(-2-1)—2=0
V2 —2 -1

51



(sinais iguais)

» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

IR ] v
V2 =2 V2 —2
» Autovalores associados a A.
3-1 V2 |_g 5 (-3—-1)(-2-1)—2=0
V2 —2 -1

r+ D@ +4)=0

52



(sinais iguais)

» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

IR ] v
V2 =2 V2 —2
» Autovalores associados a A.
3-1 V2 |_g 5 (-3—-1)(-2-1)—2=0
V2 —2 -1

r+1DH)(r+4)=0 = n=-1 nr=-4

B



(sinais iguais)

» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

IR ] v
V2 =2 V2 —2
» Autovalores associados a A.
3-1 V2 |_g 5 (-3—-1)(-2-1)—2=0
V2 —2 -1

r+1DH)(r+4)=0 = n=-1 nr=-4

» Autovetores associados.

1 Autovetor
o =(b) o

\/i dery = -1
54



(sinais iguais)

» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

IR (I v
V2 =2 V2 —2
» Autovalores associados a A.
3-1 V2 |_g 5 (-3—-1)(-2-1)—2=0
V2 —2 -1

r+1DH)(r+4)=0 = n=-1 nr=-4

» Autovetores associados.

1 Autovetor _ Autovetor

\/E de7‘1=—1 1 de7‘2=—4
55



(sinais iguais)

» Conjunto fundamental de solucdes do sistema.

)_() — Cl)_()(l) + Cz)_()(z)

prof. Henrique A M Faria

56



(sinais iguais)

» Conjunto fundamental de solucdes do sistema.

- - - - 1 — 2
X=XV +,X? = X=c1(\/§)e_t+c2( \1/_)6_‘“

57



(sinais iguais)

» Conjunto fundamental de solucdes do sistema.

- - - - 1 _ﬁ
X=XV +,X? = X=c1(\/§)e_t+c2( ) )e““

S
» Para as solucdes X no grafico x, versus x; tem-se:
X
O — [ 1]
X2

58



(sinais iguais)

» Conjunto fundamental de solucdes do sistema.

- - - - 1 _ﬁ
X=XV +,X? = X=c1(\/§)e_t+c2( ) )e““

S
» Para as solucdes X no grafico x, versus x; tem-se:

- X
X(l) —_ [x;] = x1 — Cle_t e xz — \/Ecle_t

59



(sinais iguais)

» Conjunto fundamental de solucdes do sistema.

- - - - 1 _ﬁ
X=cXW+c,X? > X=c1( )e‘t+c2( )e““

V2 1
S
» Para as solucdes X no grafico x, versus x; tem-se:
- 'xl' — —
X(l) — X — x1 == C1€ t e xz — \/Ecle L
A9 |
o
¥@ — |71
| X9 |

60



(sinais iguais)

» Conjunto fundamental de solucdes do sistema.

- - - - 1 — 2
X=cXW+c,X? > X=c1( )e‘t+c2( \/_)e““

V2 1
S
» Para as solucdes X no grafico x, versus x; tem-se:
- X1 — —
X(l) — 1 — x1 == C1€ t e xz — \/Ecle L
X9 |
22 — [*1] —at —at
X = X5 = X1 = —Cz\/ie e X, = (e

61



(sinais iguais)

» Conjunto fundamental de solucdes do sistema.

- - - - 1 — 2
X=cXW+c,X? > X=c1( )e‘t+c2( \/_)e““

V2 1
S
» Para as solucdes X no grafico x, versus x; tem-se:
- 'xl' —t —
@) = . = X1 = Cq€ e x, = \/Ecle t
22 — [*1] —at —at
X = X5 = X1 = —Cz\/ie e X, = (e

» Eliminando o termo em t das equacoes fica:

Xo = \/le
Xy = _\/ixl

(Equacgdes de reta no plano x,x,)

62



Autovalores distintos (sinals iguais)

FIGURA 7.5.4: (a) Trajetdrias do sistema;
A origem é um no (as solucdes se aproximam dela).
Padrao tipico de um sistema 2 X 2 com autovalores de sinais iguais. g2



Autovalores clstintos (sinais iguais)

(b)

lg

.
— ¢

—————

» Qdo t > 00, x; se
aproxima da origem.

FIGURA 7.5.4: (a) Trajetdrias do sistema; (b) Grafico x; versus t.
A origem é um no (as solucdes se aproximam dela).
Padrao tipico de um sistema 2 X 2 com autovalores de sinais iguais. ga
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» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

= [ I

66



» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

A A [ R

67



» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

A A [ R

» Autovalores associados a A.
‘—1/2 —7r 1

~1 —1/2—7| =Y

68



» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

A A [ R

» Autovalores associados a A.
‘—1/2 —7r 1

_ 2 _
_1 /27 =0 = 7r“+r+5/4=0

69



» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

A A [ R

> Autovalores associados a A.

~1/2 -7 1 | , B
1 1
T1=—§+l T2=—§—l

70



» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

A A [ R

> Autovalores associados a A.

~1/2 -7 1 | , B
1 . 1 L J
T1=—§+l T2=—§—l

» Autovetores associados.

L) — 1 Autovetor
L dery

71



» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

A A [ R

> Autovalores associados a A.

~1/2 -7 1 | , B
1 . 1 L J
T1=—§+l 7"2=—§—l

» Autovetores associados.

(1) — 1 Autovetor Q) _ 1 Autovetor
l de ry —1 der,

72



» Conjunto fundamental de solucdes dos sistema.

)_() — Cl)_()(l) + Cz)_()(z)

78



» Conjunto fundamental de solucdes dos sistema.

- - - — 1 _1 : 1 _1__,
X = C]_X(l) + C2X(2) = X = o] (l) e( 2+l)t + (8} (_l> e( 2 Lt

74



» Conjunto fundamental de solucdes dos sistema.

- - - - 1 _1 . 1 _1__,
X = C]_X(l) + C2X(2) = X = o] (l) e( 2+l)t + (8} (_l> e( 2 Lt

» Utilizando a relacdo de Euler na parte complexa:

et = (cost +isent)  e™™ = (cost —isent)

75



» Conjunto fundamental de solucdes dos sistema.

- - - - 1 _1 . 1 _1__,
X = C]_X(l) + C2X(2) = X = o] (l) e( 2+l)t + (8} (_l> e( 2 Lt

» Utilizando a relacdo de Euler na parte complexa:

et = (cost +isent)  e™™ = (cost —isent)

o= [
o= [

76



» Conjunto fundamental de solucdes dos sistema.

- - - - 1 _1 . 1 _1__,
X = C]_X(l) + C2X(2) = X = o] (l) e( 2+l)t + (8} (_l> e( 2 Lt

» Utilizando a relacdo de Euler na parte complexa:

et = (cost +isent)  e™™ = (cost —isent)

S X 5 1\ _t
X0 = [ 1] > X0 = (l> e 2(cost + i sent)

77



» Conjunto fundamental de solucdes dos sistema.

- - - - 1 _1 . 1 _1__,
X = C]_X(l) + C2X(2) = X = o] (l) e( 2+l)t + (8} (_l> e( 2 Lt

» Utilizando a relacdo de Euler na parte complexa:
et = (cost +isent)  e™™ = (cost —isent)

S X 5 1\ _t
X0 = [ 1] > X0 = ( )e_i(cost+isent)

l

- x]_ - 1 t
X@ = [x2] = X@ = (_l> e 2(cost — i sent)

78



» Separacao da parte real e imagindria das solucdes:

S _tf1
XM = 72 (l> (cost + i sent)

79



» Separacao da parte real e imagindria das solucdes:

l

)_()(1) — e_%
—sent

1 , _t/ cost __t/sen
(cost +isent) =e 2( )+le 2(

cost

80



» Separacao da parte real e imagindria das solucdes:

1 , _t/ cost __t/sen
(cost +isent) =e 2( )+le 2(

] —sent cost

)_()(1) — e_%(
L

1

)_()(2) — e_%(
—l

) (cost — i sent)

81



» Separacao da parte real e imagindria das solucdes:

1 , _t/ cost __t/sen
(cost +isent) =e 2( )+le 2(

[ —sent cost

> /1 , _t s cost ~_trsen
X@ =¢e72| " |(cost—isent) =e 2( )—le 2(
—i —sent cost

N t
X(l) — e_z(

82



» Separacao da parte real e imagindria das solucdes:

> _t(1 _t/ cost _t /sen
XM =¢ 2(,>(cast+isent)=e 2( )+ie 2(

i —sent cost

5 /1 _t / cost . _Lrsen
X@ =72 | (cost—isent) =e 2( )—le 2(

—i —sent cost

» Duas solucdes linearmente independentes (LI) sao:

u(t) = e_%( cost ) o(t) = e_% (cost)

—sent sent

SE



» Separacao da parte real e imagindria das solucdes:

> _t(1 _t/ cost _t /sen
XM =¢ 2(,>(cast+isent)=e 2( )+ie 2(

i —sent cost
5 /1 _t / cost . _Lrsen
X@ =¢e72| " |(cost—isent) =e 2( )—le 2(

—i —sent cost

» Duas solucdes linearmente independentes (LI) sao:

u(t) = e_%( cost ) o(t) = e_% (cost)

—sent sent

» O grafico de fase de x, versus x; mostra trajetérias
espirais que se aproximam da origem.



FIGURA 7.6.2: (a) Trajetdrias do sistema; (b) Grafico x; versus t .
A origem é um ponto espiral (as solucdes se aproximam dela).
Padrao tipico de um sistema 2 X 2 com

(b)
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O (b)

W\ O\ N2 » Oscila para t pequeno.

» Qdo t—> o0, x; se
aproxima da origem.

FIGURA 7.6.2: (a) Trajetdrias do sistema; (b) Grafico x; versus t .
A origem é um ponto espiral (as solucdes se aproximam dela).
Padrao tipico de um sistema 2 X 2 com : 86
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» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.

1 o e 5 I P



» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.
x| 1 —11p% _[1 -1
1 T e [ I R ey

» Autovalores associados a A.

‘1 Ir 3—_1r‘ —0

&9



» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.
x| 1 —11p% _[1 -1
1 T e [ I R ey

» Autovalores associados a A.

1—r -=-1]_ B B _
T =0 s a-nB-n+1=0
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» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.
x| 1 —11p% _[1 -1
1 T e [ I R ey

» Autovalores associados a A.

1—r =17 _ B B _
‘ : 3—7"‘_0 > (1-1NGB=r)+1=0

rée—4r+4=0

o1



» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.
x| 1 —11p% _[1 -1
1 T e [ I R ey

» Autovalores associados a A.

1—r =17 _ B B _
‘ : 3—7"‘_0 > (1-1NGB=r)+1=0

rée—4r+4=0 > (r—-2=0 = r=1,=2
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» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.
x| 1 —11p% _[1 -1
1 T e [ I R ey

» Autovalores associados a A.

1—r =17 _ B B _
‘ : 3—7"‘_0 > (1-1NGB=r)+1=0
rée—4r+4=0 > (r—-2=0 = r=1,=2

» Autovetor associado ao autovalor 2.

L) — 1 Autovetor
_1 de T'l

EE



» Seja o sistema de eq. dif. a coeficientes constantes.
x| 1 —11p% _[1 -1
1 T e [ I R ey

» Autovalores associados a A.

1—r =17 _ B B _
‘ : 3—7"‘_0 > (1-1NGB=r)+1=0
rée—4r+4=0 > (r—-2=0 = r=1,=2

» Autovetor associado ao autovalor 2.

1¢ Solucao
1 Autovetor 1
(1) — = (1) — 2t
v <_1) de T'l X (—1) €
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» Para construir a solucao geral
encontrar outro autovetor.

prof. Henrique A M Faria

@ necessario
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» Para construir a solucao geral é necessario
encontrar outro autovetor.

» Em analogia ao estudo das eq. dif. de 22 ordem
devemos propor uma solucao LI de X,

X@ = Cte?t + De2t (e D: autovetores constantes

56



» Para construir a solucao geral é necessario
encontrar outro autovetor.

» Em analogia ao estudo das eq. dif. de 22 ordem
devemos propor uma solucao LI de X,

X@ = Cte?t + De2t (e D: autovetores constantes

» Substituindo a proposta no sistema de equagdes:
X'=AX = 2Cte® + (C+2D)e* = A(Cte® + De?)
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» Para construir a solucao geral é necessario
encontrar outro autovetor.

» Em analogia ao estudo das eq. dif. de 22 ordem
devemos propor uma solucao LI de X,

X@ = Cte?t + De2t (e D: autovetores constantes

» Substituindo a proposta no sistema de equagdes:
X'=AX = 2Cte® + (C+2D)e* = A(Cte® + De?)

(20)te?t + (C + 2D)e?t = (AC)te?t + (AD)e?*t

L



» Para construir a solucao geral é necessario
encontrar outro autovetor.

» Em analogia ao estudo das eq. dif. de 22 ordem
devemos propor uma solucao LI de X,

X@ = Cte?t + De?t (e D: autovetores constantes
» Substituindo a proposta no sistema de equacoes:
X'=AX = 2Cte® + (C + 2D)e? = A(Cte? + De?)
(20)te?t + (C + 2D)e?t = (AC)te?t + (AD)e?*t
> lgualando os coeficientes de te?t e e?%t.

2C = AC C+2D=AD
89



» CondicOes para o segundo autovetor:
2C = AC
C+2D=AD

prof. Henrique A M Faria
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» CondicOes para o segundo autovetor:
2C = AC - @A=-2nc=0 (D
C+2D=AD (A+2DD=C (2

prof. Henrique A M Faria 1@1



» CondicOes para o segundo autovetor:
2C = AC - @A=-2nc=0 (D
C+2D=AD (A+2DD=C (2

» A equacdo (1) é satisfeita se C for um autovetor de A
associado ao autovalor r = 2.

117 sl =0
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» CondicOes para o segundo autovetor:
2C = AC - @A=-2nc=0 (D
C+2D=AD (A+2DD=C (2

» A equacdo (1) é satisfeita se C for um autovetor de A
associado ao autovalor r = 2.

117 k=0 = S
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» CondicOes para o segundo autovetor:
2C = AC - @A=-2nc=0 (D
C+2D=AD (A+2DD=C (2

» A equacdo (1) é satisfeita se C for um autovetor de A
associado ao autovalor r = 2.

[112 —1”xl]=0 _ {—xl—x2=0

3 — 2l lx, X, +x, =0
X1=—x2
{x1=—x2

104



» CondicOes para o segundo autovetor:
2C = AC - @A=-2nc=0 (D
C+2D=AD (A+2DD=C (2

» A equacdo (1) é satisfeita se C for um autovetor de A
associado ao autovalor r = 2.

[112 —1”xl]=0 _ {—xl—x2=0

3—211X% X1 +x, =0
X1 = —X> Sex; =1
- =
X1 = —X2 x, = —1
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» CondicOes para o segundo autovetor:
2C = AC - @A=-2nc=0 (D
C+2D=AD (A+2DD=C (2

» A equacdo (1) é satisfeita se C for um autovetor de A
associado ao autovalor r = 2.

[112 —1”xl]=0 _ {—xl—x2=0

3 — 21 lx, X +x,=0
Xl — _xZ Se xl — 1 1
= o
{X1 = X2 = X, = —1 ¢ (—1)
Autovetor

prof. Henrique A M Faria 1@@



(A+2DD=C (2
» Para equacao (2) o autovetor D de A associado ao
autovalor r = 2 depende de C.

=)
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(A+2DD=C (2
» Para equacao (2) o autovetor D de A associado ao
autovalor r = 2 depende de C.

_ _ 1 v —
2 E-(L) - G
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(A+2DD=C (2
» Para equacao (2) o autovetor D de A associado ao
autovalor r = 2 depende de C.

_ _ 1 v —
2 E-(L) - G

{xz =—-1—-x
xz =_1_X1

109



(A+2DD=C (2
» Para equacao (2) o autovetor D de A associado ao
autovalor r = 2 depende de C.

[—1 —1] [x1] (1 _ {—xl —x, =1
1 1 X2 —1 X1 + Xy = —1
{xzz—l—xl N Sex1=0
x2=—1—x1 x2=_1
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(A+2DD=C (2
» Para equacao (2) o autovetor D de A associado ao
autovalor r = 2 depende de C.

_ _ 1 v —
2 E-(L) - G

{xzz—l—xl N Sex1=0 N D: 0
sz_l_Xl x2=_1
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(A+2DD=C (2
» Para equacao (2) o autovetor D de A associado ao
autovalor r = 2 depende de C.

1 — 1 Xy — Xy =
[ 1 1] [xll _ - { X1 X2 1
1 1 X2 —1 X1 + Xy = —1
{xzz—l—xl N Sex1=0 N D: 0
x2=—1—x1 x2=_1 —1
» Substituindo os autovetores C e D na proposta X®:.

X@ = Cte?t + De?t = X@ = ( 11> te?t +< 01>€2t
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(A+2DD=C (2
» Para equacao (2) o autovetor D de A associado ao
autovalor r = 2 depende de C.

1 — 1 Xy — Xy =
[ 1 1] [xll _ - { X1 X2 1
1 1 X2 —1 X1 + Xy = —1
{xzz—l—xl N Sex1=0 N D: 0
x2=—1—x1 x2=_1 —1
» Substituindo os autovetores C e D na proposta X®:.

X@ = Cte?t + De?t = X@ = ( 11> te?t +< Ol)eZt

" 1 1 0 Solucdo
_ 2t 2t 2t
X =0y <_1> e“" + C, [(_1> te<" + (_1> e ] oeral

113



" (b)

FIGURA 7.8.2: (a) Trajetdrias do sistema; (b) Grafico x; versus t .
A origem é nd improéprio (as solucdes se afastam dela).
Padrao tipico de um sistema 2 X 2 com autovalores repetidos. 114






» Para sistemas 2 x 2 com coeficientes constante, ha
guatro casos principais:

1. Autovalores reais com sinais opostos,

—

X = 0 é um ponto de sela.

2. Autovalores reais com o mesmo sinal,

—

X =0¢éumno.

3. com parte real # zero,

—

X = 0 é um ponto espiral.

4. Autovalores repetidos,

—

X =0 ¢éumnoimproprio.
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x'1 = axy + bx,
x, =cx; + dxz

‘a—r

Distintos

Repetidos

Complexo
r=A+tiu

=

‘_0

Opostos
positivos
negativos
positivos
negativos
A>0
A<0
A=0

A=[CC‘

Sela
NS
NS
N6
NS

Espiral
Espiral

Centro

b _
d] = det(A—1l) =0

—(a+d)r+(ad—bc)=0

p Tragode A g detA

Autovalores | _Sinais | _Tipo | _Estabilidade -

Instavel
Instavel
Assint. estavel
Instavel
Estavel
Instavel
Assint. estavel

Estavel




fonte: CCO A= pz — 4q



» Estudar secoes 7.5, 7.6 e 7.8 do livro texto.
» Resolver o exercicio proposto.

» Praticar: exercicios da secoes 7.5, 7.6 e 7.8.

» Resolucdo de sistemas ndo homogéneos.
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