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» Seja o sistema de eq. dif. nao homogéneo:
P(t): matrizn X n
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(&) 20 g(t): vetorn X1
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» Seja o sistema de eq. dif. nao homogéneo:
P(t): matrizn X n

X'=PM®)X+4(t .
(&) 20 g(t): vetorn X1

» A solucdo geral pode ser expressa por:

-

X=c XD 4+ ,X@ 4 oo ¢, XM 4+ 3(t)

cl)?(l) + -+ cn)?("): solucao do sistema homogéneo.

v(t): solucdo particular do sistema ndo homogéneo.



» Existem alguns métodos para encontrar a solucao
particular v(t).

v' Diagonalizacdo da matriz A.
v Coeficientes indeterminados.
v’ Variacdo de parametros.

v' Transformada de Laplace.



» Existem alguns métodos para encontrar a solucao
particular v(t).

v' Diagonalizacdo da matriz A.
v Coeficientes indeterminados.
v’ Variacdo de parametros.

v' Transformada de Laplace.

» A transformada de Laplace tem como vantagens:

 Aplicavel quando o termo nao homogéneo é
impulsivo ou descontinuo.

 Fornece a solucao completa do sistema, solucao
do homogéneo e do nao homogéneo.



Trensfoffmads de

Laplace de Sistemas
deRegllalcele’s
adifferencials




» A transformada é utilizada de maneira semelhante
ao méetodo aplicado em equacoes diferenciais.

> A transformada de um vetor é calculada em cada
componente.
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» A transformada é utilizada de maneira semelhante
ao méetodo aplicado em equacoes diferenciais.

> A transformada de um vetor é calculada em cada
componente.

» Assim, L{)?(t)} é o vetor cujas componentes sao as
transformadas das componentes de X (t).
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A transformada é utilizada de maneira semelhante
ao méetodo aplicado em equacoes diferenciais.

A transformada de um vetor é calculada em cada
componente.

Assim, L{)?(t)} é o vetor cujas componentes sao as
transformadas das componentes de X (t).

Analogamente, L{)?'(t)} é a transformada dos
componentes do vetor das derivadas.

Portanto, valem as mesmas regras e tabelas da

transformada de Laplace vistas anteriormente.
12



» Relacoes da transformada em vetores.

L{)?(t)} = )_()(S) }?(O): vetor condigao inicial

LIX'(0)} = sX(s) — X(0)
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» Relacoes da transformada em vetores.

L{)?(t)} = )_()(S) }?(O): vetor condicao inicial
LIX'(0)} = sX(s) — X(0)

» No processo de resolucao serd necessario calcular a
matriz inversa. Para matriz 2 x 2 o calculo é:

a b

lec d
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» Relacoes da transformada em vetores.

L{)?(t)} = )_()(S) }?(O): vetor condicao inicial
LIX'(0)} = sX(s) — X(0)

» No processo de resolucao serd necessario calcular a
matriz inversa. Para matriz 2 x 2 o calculo é:

1 _
B:[Ccl Z ~ B_lzdetB[—dc ab]
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» Relacoes da transformada em vetores.
L{)?(t)} = )_()(S) }?(O): vetor condicao inicial

LIX'(0)} = sX(s) — X(0)

» No processo de resolucao serd necessario calcular a
matriz inversa. Para matriz 2 x 2 o calculo é:

1 _
B:[Ccl Z ~ B_lzdetB[—dc ab]

Ex.:leszl Sil]
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» Relacoes da transformada em vetores.

L{)?(t)} = )_()(S) }?(O): vetor condicao inicial
LIX'(0)} = sX(s) — X(0)

» No processo de resolucao serd necessario calcular a
matriz inversa. Para matriz 2 x 2 o calculo é:

1 —
B =1 Z = B = e [—dc ab]
1 — _
: ] > B :s(s—Z) [S—ll 5—11]
17
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Exemplo 1: Resolver o PVI de eq. dif. pelo método da
Transformada de Laplace.

2et
3t

-

X =" 1 _2]X+ ] e X(0)=0

prof. Henrique A M Faria 1@



Exemplo 1: Resolver o PVI de eq. dif. pelo método da
Transformada de Laplace.

2et
3t

v’ Aplicar a transformada de Laplace em cada termo.

X'(t) = AX(®) + §(©)

v =7 LJx+[2] e k=0
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Exemplo 1: Resolver o PVI de eq. dif. pelo método da
Transformada de Laplace.

2et
3t

v’ Aplicar a transformada de Laplace em cada termo.

X'(t) = AX(®) + §(©)
LIX' (O} = ALLX(©)} + LIGOD)}

X' = _2 ]X+ ] e X(0)=0
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Exemplo 1: Resolver o PVI de eq. dif. pelo método da
Transformada de Laplace.

2et
3t

v’ Aplicar a transformada de Laplace em cada termo.

X'(t) = AX(®) + §(©)
LIX' (O} = ALLX(©)} + LIGOD)}

sX(s) — X(0) = AX(s) + G(s)

X' = _2 ]X+ ] e X(0)=0
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Exemplo 1: Resolver o PVI de eq. dif. pelo método da
Transformada de Laplace.

2et
3t

v’ Aplicar a transformada de Laplace em cada termo.

X'(t) = AX(®) + §(©)
LIX' (O} = ALLX(©)} + LIGOD)}

sX(s) — );(6)22 AX(s) + G(s)

X' = _2 ]X+ ] e X(0)=0
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Exemplo 1: Resolver o PVI de eq. dif. pelo método da
Transformada de Laplace.

2et
3t

v’ Aplicar a transformada de Laplace em cada termo.

X'(t) = AX(®) + §(©)
LIX' (O} = ALLX(©)} + LIGOD)}

sX(s) — );(6)22 AX(s) + G(s)
sX(s) — AX(s) =G (s)

X' = _2 ]X+ ] e X(0)=0
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Exemplo 1: Resolver o PVI de eq. dif. pelo método da
Transformada de Laplace.

2et
3t

v’ Aplicar a transformada de Laplace em cada termo.

X'(t) = AX(®) + §(©)
LIX' (O} = ALLX(©)} + LIGOD)}

sX(s) — );(6)22 AX(s) + G(s)
sX(s) —AX(s) = G(s) = X(s)(sI —A) =G(s)

X' = _2 ]X+ ] e X(0)=0
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Exemplo 1: Resolver o PVI de eq. dif. pelo método da
Transformada de Laplace.

2et
3t

v’ Aplicar a transformada de Laplace em cada termo.

X'(t) = AX(®) + §(©)
LIX' (O} = ALLX(©)} + LIGOD)}
sX(s) — );(6)22 AX(s) + G(s)

sX(s) —AX(s) = G(s) = X(s)(sI —A) =G(s)

[: matriz identidade 2 X 2

X' = _2 ]X+ ] e X(0)=0
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Exemplo 1:

v' Célculo de G(s).

6(s) = L{gy = £[%

[T A+

(matrlz A)

prof. Henrique A M Faria

Ze‘t
3t

] %(0)
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Exemplo 1:

v' Célculo de G(s).

G(s) =L{g} =L

[T A+

(matrlz A)

Ze_t] _ [L{Ze 3
3t L{3t}

prof. Henrique A M Faria

Ze‘t]

X(0)

28



Exemplo 1: [ ]

triz A
v Célculo de G(s). (atriz A

G(s) = L{GD)} = £ [22;1 _ [L{Ze‘t}

L3

(tabela)—"

prof. Henrique A M Faria

_|s

T

SRl (0

3t

1

Ul w +
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Exemplo 1: [ ] Ze_t] X(0) = 0

3t
v' Célculo de G(s). (mamZA) Sy
5 -t 2e7t
o - gen <[22 {757
(tabela)-/" s2

v’ Inserindo este resultado na expressio de X(s).

X(s)(sI — A) = G(s)

prof. Henrique A M Faria 3@



Exemplo 1: [ ] 29_1

v' Célculo de G(s). (mamz A) Sy
. -] _[£(2et

G(s) =L{GD} =L lzgt ] = H{gt}} =[5t

(tabela)-/" s2

v’ Inserindo este resultado na expressio de X(s).

)_()(S)(SI —A)=G(s) > X(s)= (sI — A)~1

| “
Rl w +

S -

p—

a1



Exemplo 1: [ ] 29_1 X(0) =0

3t
matrLZA
v' Célculo de G(s). ( )

P
Crparan Ze_t] _ (L2 _[s+1
(tabela)-/" s2 |
v’ Inserindo este resultado na expressio de X(s).
S
X6 =) =6(6) = X(s)=(s1 -7 T?
s2 |

v' Cdlculo da matriz inversa (s — A) 1.

= =sly o|-[7 HI=L5 5
32



Exemplo 1: X —[ ]X+

—2
v' Continuac3o da inversa. (mamz A)

s+2 -1
(SI_A)=[—1 S+2

prof. Henrique A M Faria

2et
3t

] X(0)

EE



Exemplo 1: X —[ ]X+

—2
v' Continuac3o da inversa. (mamz A)

(st _A)zlsjlz s+2] = (I-A7=

prof. Henrique A M Faria

Ze‘t] -
X(0)=20
3t (0)

det(sl — A) [

)



Exemplo 1: X' —[ 2]X+ 2‘;:‘ X(0) =0

v' Continuac3o da inversa. (mamz A)

+2 - d —b
(sI—4) = [S_l s+ 2] = (=47 " det(sl — A)l—c a]
_ 1 s+2
(SI A) (S + 2)2 [ s+ 2]

prof. Henrique A M Faria 35



Exemplo 1: X' —[ 2]X+ 2;:] X(0) =0

v' Continuac3o da inversa. (mamz A)

+2 - d —b
(sI—4) = [S_l s+ 2] = (=47 " det(sl — A)l—c a]
_ 1 s+2
(SI A) (S + 2)2 [ s+ 2]
_ S+ 2
o == 67 D6 +3 R

prof. Henrique A M Faria 3@



X’—[ 2]X+

v' Continuac3o da inversa. (mamz A)

Exemplo 1:

+2 -
CEY R S+2] = Gl -4
_ 1 s+2
61 =AD"= e [ o1l
_ S+ 2
O (s+1)(s+3)[ o1l
S+ 2 1
4 |G+ +3) (s+D(s+3)
I - A)7'= 1 s+ 2
s+D(+3) (s+1D(s+3).

prof. Henrique A M Faria

Ze‘t] >
X0)=0
3 (0)
d
det(SI A)l—c

o

chamada
matriz de
transferéncia

87



Exemplo 1:
v" Inserir a inversa em )?(S) = (s] — A)_l

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 1:

v" Inserir a inversa em )?(S) = (sl —A)_l

X(s) =

s+ 2

s+ 1)(s+3)
1

s+ D(s+3)

1 2
+DE+I)||s+1
s+2 3
s+ D +3)IL 52

|
B
|

W
+
[

| w

[
n

N
l

29



Exemplo 1:

v" Inserir a inversa em )?(S) = (sl —A)_l

X(s) =

X(s)

s+2 1 Ir 2 -
E+DE+3) S+HDE+H3)||s+1
1 S+ 2 3
s+DE+3) (s+DE+3IL 2
2(s+2) 3
(S+1)2(S+3)+52(5+1)(S+3)
2 3(s+2)
(s + 1)? (S+3)+52(S+1)(S+3)_

[
n

U) 1
w+‘N

N
|I = l




Exemplo 1:
v" Inserir a inversa em )?(S) = (s] — A)_l

” |
|w+‘N
H ]

N
l

S+ 2 1 1r 2 1 °°
> L |+ D(s+3) +DE+3)]|ls+1
X(s) = 1 s+2 || 3

(s+1D(s+3) (s+D(s+3)IL s2 .

2(s +2) 3
R(s) = (S+1)2(S+3)+52(S+1)(S+3)

)= 2 3(s + 2)
_(S+1)2(S+3)+52(S+1)(S+3)_

9
v’ Sera necessdrio expandir os termos de X(S) em

fracoes parciais.
a1



Exemplo 1:

v' Expansdo em fracdes parciais do primeiro termo.

2542 A B C
G+12G+3) G+3) G+D G+I?

@2 prof. Henrique A M Faria



Exemplo 1:

v' Expansdo em fracdes parciais do primeiro termo.

2542 A B C
G+12G+3) G+3) G+D G+I?

2(5+2)  AG+D*+B(s+1D(s+3) +C(s+3)
(s+12(s+3) (s +3)(s + 1)?

43



Exemplo 1:

v' Expansdo em fracdes parciais do primeiro termo.

2542 A B C
G+12G+3) G+3) G+D G+I?

2(5+2)  AG+D*+B(s+1D(s+3) +C(s+3)
(s+12(s+3) (s +3)(s + 1)?

2s+2)=A(s*+25s+1)+B(s* +4s+3) + C(s + 3)



Exemplo 1:

v' Expansdo em fracdes parciais do primeiro termo.

2542 A B C
G+12G+3) G+3) G+D G+I?

2(5+2)  AG+D*+B(s+1D(s+3) +C(s+3)
(s+12(s+3) (s +3)(s + 1)?

2s+2)=A(s*+25s+1)+B(s* +4s+3) + C(s + 3)
2s+4=(A+B)s*+(24+4B +C)s+ (A+ 3B +30)

a5



Exemplo 1:

v' Expansdo em fracdes parciais do primeiro termo.

2542 A B C
G+12G+3) G+3) G+D G+I?

2(5+2)  AG+D*+B(s+1D(s+3) +C(s+3)
(s+12(s+3) (s +3)(s + 1)?

2s+2)=A(s*+25s+1)+B(s* +4s+3) + C(s + 3)
2s+4=(A+B)s*+(24+4B +C)s+ (A+ 3B +30)
A+B=0

24+4B +C =2
A+3B+3C =4

46



Exemplo 1:

v' Expansdo em fracdes parciais do primeiro termo.

2542 A B C
G+12G+3) G+3) G+D G+I?

2(5+2)  AG+D*+B(s+1D(s+3) +C(s+3)
(s+12(s+3) (s +3)(s + 1)?

2s+2)=A(s*+25s+1)+B(s* +4s+3) + C(s + 3)
2s+4=(A+B)s*+(24+4B +C)s+ (A+ 3B +30)
(1) (A+B=0

(2){2A+4B+C =2
3)\A+3B+3C=4
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Exemplo 1:

v' Expansdo em fracdes parciais do primeiro termo.

2542 A B C
G+12G+3) G+3) G+D G+I?

2(5+2)  AG+D*+B(s+1D(s+3) +C(s+3)
(s+12(s+3) (s +3)(s + 1)?

2s+2)=A(s*+25s+1)+B(s* +4s+3) + C(s + 3)
2s+4=(A+B)s*+(24+4B +C)s+ (A+ 3B +30)
.(2)-(3

(1) (A+B =0 °.(2) = )

(2){2A4+4B+C=2 |A+B—-2C=-2
3)\WU4+3B+3C=4




Exemplo 1:

v' Expansdo em fracdes parciais do primeiro termo.

2(s + 2) A B C
G+126+3) G+3) G+D Gty

2(5+2)  AG+D*+B(s+1D(s+3) +C(s+3)
(s+12(s+3) (s +3)(s + 1)?

2s+2)=A(s*+25s+1)+B(s* +4s+3) + C(s + 3)
2s+4=(A+B)s*+(24+4B +C)s+ (A+ 3B +30)

2) — (3

(1) (A+B =0 °:(2) = ()

(2) {2A+4B +C =2 M 20 = =2
B)A+3B+3C=4

49




Exemplo 1:

v' Expansdo em fracdes parciais do primeiro termo.

2542 A B C
G+12G+3) G+3) G+D G+I?

2(5+2)  AG+D*+B(s+1D(s+3) +C(s+3)
(s+12(s+3) (s +3)(s + 1)?

2s+2)=A(s*+25s+1)+B(s* +4s+3) + C(s + 3)
2s+4=(A+B)s*+(24+4B +C)s+ (A+ 3B +30)

(2) = (3
(1) (A+B =0 a2 =)
(2){12A+4B+C =2 —2C =2
(3) A+BB+3C=4 C:1 A:—B

50



Exemplo 1:

v' Expansdo em fracdes parciais do primeiro termo.

2542 A B C
G+12G+3) G+3) G+D G+I?

2(5+2)  AG+D*+B(s+1D(s+3) +C(s+3)
(s+12(s+3) (s +3)(s + 1)?

2s+2)=A(s*+25s+1)+B(s* +4s+3) + C(s + 3)
2s+4=(A+B)s*+(24+4B +C)s+ (A+ 3B +30)

(@ -@ (@
(2) {24+ 4B +C =2 —2c=-2|
D A+3B+3c=4 | g4 4-_p|B=1 B=V
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Exemplo 1:

v' Expansdo em fracdes parciais do primeiro termo.

2542 A B C
G+12G+3) G+3) G+D G+I?

2(5+2)  AG+D*+B(s+1D(s+3) +C(s+3)
(s+12(s+3) (s +3)(s + 1)?

2s+2)=A(s*+25s+1)+B(s* +4s+3) + C(s + 3)
2s+4=(A+B)s*+(24+4B +C)s+ (A+ 3B +30)

(@ -@ (@
(2) {24+ 4B +C =2 —2c=-2|
D A+3B+3c=4 | g4 4-_p|B=1 B=V

. A=—1/2



Exemplo 1:

v' A expansdo para o primeiro termo fica.
2(s +2) 1 1 1

G+12G+3) 2643 264D G172

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 1:
v' A expansdo para o primeiro termo fica.
2(s +2) 1 1 1
G+12G+3) 2643 264D G172

v As demais expansbes seguem O mMesmo
processo, resultando em:

2 1 1 1
G+12G+3) 2643 26+1) G+17

3 1 3 4 1

s*(s + 1)(S+3) 6(s+3) 2(s+ 1) _ES‘_I__
3(s +2) 1 85,2

s?(s+ 1D(s+3) 6(5 + 3) 2(5 +1) 35

prof. Henrique A M Faria 54



v" Somando os termos comuns na expressdo de X(s).

X(s) =

2(s +2)

3

(s+1)?(s+3)
2

* s?(s+1D(s+3)

3(s+2)

(s+1)?(s+3)

i s?(s+ 1D(s + 3).

prof. Henrique A M Faria
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v" Somando os termos comuns na expressdo de X(s).

2(s+2) 3
R(s) = (s + 1)? (S+3)+52(S+1)(S+3)
2 3(s +2)
G+12G+3)  2G+DE+3)
1 1 1 1 3 4 17
S, _2(s+3)+2(s+1)+(s+1)2_6(S+3)+2(S+1)_35+52
X&) =1 1 1 1 3 5 2
25+3) 2(s+1D) +(s+1)2+6(S+3)+2(S+1)_3S+52 |

prof. Henrique A M Faria 56



v" Somando os termos comuns na expressdo de X(s).

2(s+2) 3
(o) — (S+1)2(S+3)+52(S+1)(S+3)
(s) = 2 3(s + 2)
G+12G+3) e+ D +3).
1 1 1 1 3 4 17
S _2(s+3)+2(s+1)+(s+1)2_6(S+3)+2(S+1)_35+52
X&) =1 1 1 1 3 5 2
_2(S+3)_2(S+1)+(S+1)2+6(S+3)+2(S+1)_3S+52_
2z 2 1 41
> o | 3(+3) (s+1) (s+1)2 3s s°
X = 1 1 5 2
36+3) G+ G2 35 52

prof. Henrique A M Faria 57



v Separando X(s) em uma soma de matrizes.

’ 2 1 4 1-
Fs) T3G6+3) G+D)  G+12 3552
2 1 1 5 2

36+3) G0 G+1Z 35 2

prof. Henrique A M Faria



v Separando X(s) em uma soma de matrizes.

2 N 2 N 1 4+1'
() = 3+3) (s+1) (s+1)?* 3s s?
I 2 RN 5, 2
1 3(s+3) (s+1) (s+1)? 3s s?|
111217 1 4 11
ooy 2s+3| s+ 1| [G+HDA 1fs] | |s2
X(S)—g 1 + 1 + 1 — = 5 + 2
s+31 Ls+11 [(s+1)% sl Ls?

prof. Henrique A M Faria




v Separando X(s) em uma soma de matrizes.

2 N 2 N 1 4+1'
R(s) = 36+3) (s+1) (s+1)? 3s s?
N R S 5, 2
1 3(s+3) (s+1) (s+1)? 3s s?|
111 27 [ 49 11
_2ls+3]  [s+1| |G+ 1fs] |s2
X(S)—3 1 + 1 + 1 = +
s+31 Ls+11 [(s+1)%] sl Ls?

S 2 /— 1 1 1 1 1 1
=31 Dt Oam 3005+ Qz

60



v Separando X(s) em uma soma de matrizes.

2 N 2 N 1 4+1'
R(s) = 3+3) (s+1) (s+1)?* 3s s?
I 2 R S 5, 2
1 3(s+3) (s+1) (s+1)? 3s s?|
111217 1 4 11
ooy 2s+3| s+ 1| [G+HDA 1fs] | |s2
X(S)—g 1 + 1 + 1 — = 5 + 2
s+31 Ls+11 [(s+1)% sl Ls?

S 2 /— 1 1 1 1 1 1
=31 Dt Oam 3005+ Qz
v Aplica-se L~1{X(s)} termo a termo e por meio de

uma tabela de transformadas obtém-se X (¢).
61



Exemplo 1:

v Solucdo final do PVI.

=[P ]

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 1:

v Solucdo final do PVI.

=[P ]

X(0)=0

X(t) = L7X(s)}

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 1: f(&) = LTHF($)} | F(s) = L{f(6)}
1

. . - 0
v" Solucdo final do PVI. _ s 57
at 1
> [—2 1712 Ze_t] - c— g s>a
T
‘ g+l s >0

n!

X(0) =

YN 1 1 1,1 1
X(S)=§(11)m+@m+@(s+1>z‘§(§);+(§)?

prof. Henrique A M Faria 64



Exemplo 1: f@®) = LHF($)} | F(s) = L{F(0)}
1

s>0

v Solucdo final do PVI.

[ _2] & Ze"t]

X(0)=0

s>a

X(t) = L7HX(s)}

S 2 1 1 1 1 1 1
X(s) =§( 11)s+3+@s+1+(1) (s + 17 7@?’@?
X ==

D Qe+ (e 50 +()e
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Exercicio: Resolver o PVI de eq. dif. pelo método da
Transformada de Laplace.

=, |X+[2]e %(0) =0

v’ Utilizar um software para encontrar fracdes parciais.
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» Estudar secoes 7.9 do livro texto (Boyce).

» Resolver o exercicio proposto.

» Praticar: exercicios da secoes 7.9 do Boyce.

» Equacoes diferenciais parciais.
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