


1. Método da separação de variáveis. 

2. Exemplo do método na condução de calor. 

3. Exemplo numérico. 

4. Exercício. 

- Integração de funções trigonométricas. 
- Séries de Fourier. 
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 As eq. dif. parciais (EDPs) de segunda ordem 
apresentam teoria mais bem desenvolvida. 

 O método mais consolidado é chamado de  
separação de variáveis. 
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 As eq. dif. parciais (EDPs) de segunda ordem 
apresentam teoria mais bem desenvolvida. 

 O método mais consolidado é chamado de  
separação de variáveis. 

 Ele se refere a uma classe de EDPs que permitem a 
reescrita com duas variáveis hipotéticas. 

 Independente da aplicação, se a EDP tem a forma 
separável o método de resolução será o mesmo. 

 Será esquematizado esse método para o caso da 
condução de calor em um corpo rígido. 

prof. Henrique A M Faria 



 Seja uma barra de material homogêneo de 
comprimento 𝐿, como ilustra a figura. 
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Figura 10.5.1 Uma barra sólida condutora de calor.  
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Figura 10.5.1 Uma barra sólida condutora de calor.  

 Suposições: 

 As laterais da barra estão completamente isoladas. 

 A temperatura 𝑢 em cada seção reta é constante. 

 A função 𝑢 só depende de 𝑥 e do instante 𝑡. 



 O mecanismo de condução do calor segue a lei do 
fluxo térmico de Fourier. 
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𝐽 = 𝑘𝐴
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

𝑱: fluxo de calor.  
𝒌: condutividade térmica. 
𝑨: área da seção. 

𝝏𝒖/𝝏𝒙 : gradiente de temperatura na direção 𝑥.  



 O mecanismo de condução do calor segue a lei do 
fluxo térmico de Fourier. 
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𝐽 = 𝑘𝐴
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

𝑱: fluxo de calor.  
𝒌: condutividade térmica. 
𝑨: área da seção. 

 A análise do fluxo de calor na barra (Apêndice A, 
p.505) resulta na seguinte equação dinâmica. 

𝛼2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=
𝜕𝑢

𝜕𝑡
 

𝜶 =
𝑘

𝜌𝑠
 [
𝑚2

𝑠
]1/2: difusividade térmica.  

𝒌: condutividade térmica. 
𝝆: densidade do material. 
𝒔: calor específico do material.  

𝝏𝒖/𝝏𝒙 : gradiente de temperatura na direção 𝑥.  



 O problema matemático consiste de uma EDP de 2ª 
ordem uma condição inicial e condições de 
contorno. 
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𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝛼2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

Condição  
inicial: 

𝑢 𝑥, 0 = 𝑓(𝑥) 

Condições  
de contorno: 

 
𝑢 0, 𝑡 = 0
𝑢 𝐿, 𝑡 = 0

 

𝒖: temperatura 

𝒖 é sempre zero 
quando 𝑥 = 0 e 𝑥 = 𝐿 

(1) 

(2) 

(3) 



 O problema matemático consiste de uma EDP de 2ª 
ordem uma condição inicial e condições de 
contorno. 
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𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝛼2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

Condição  
inicial: 

𝑢 𝑥, 0 = 𝑓(𝑥) 

Condições  
de contorno: 

 
𝑢 0, 𝑡 = 0
𝑢 𝐿, 𝑡 = 0

 

𝒖: temperatura 

𝒖 é sempre zero 
quando 𝑥 = 0 e 𝑥 = 𝐿 

(1) 

(2) 

(3) 

 O objetivo é procurar soluções não nulas da 
equação diferencial e das condições de contorno. 
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𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑋 𝑥 𝑇(𝑡) (4) 
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𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑋 𝑥 𝑇(𝑡) (4) 

 Substituir a proposta (4) na EDP (1): 

⇒ 
𝜕𝑋𝑇

𝜕𝑡
= 𝛼2
𝜕2𝑋𝑇

𝜕𝑥2
 

𝑋
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝛼2𝑇

𝜕2𝑋

𝜕𝑥2
 ⇒ 

𝜕𝑇
𝜕𝑡 

𝛼2𝑇
=

𝜕2𝑋
𝜕𝑥2
 

𝑋
 



 Expressar as derivadas na notação linha. 
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(5) 
1

𝛼2
𝑇′

𝑇
=
𝑋′′

𝑋
 



 Expressar as derivadas na notação linha. 
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(5) 

 Para que a eq. (5) seja verdadeira para 0 < 𝑥 < 𝐿 e 
𝑡 > 0 ambos os lados serão iguais a uma constante −𝜆. 

1

𝛼2
𝑇′

𝑇
=
𝑋′′

𝑋
 



 Expressar as derivadas na notação linha. 
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(5) 

 Para que a eq. (5) seja verdadeira para 0 < 𝑥 < 𝐿 e 
𝑡 > 0 ambos os lados serão iguais a uma constante −𝜆. 

⇒ 
1

𝛼2
𝑇′

𝑇
=
𝑋′′

𝑋
 

1

𝛼2
𝑇′

𝑇
=
𝑋′′

𝑋
= −𝜆 



 Expressar as derivadas na notação linha. 
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(5) 

 Para que a eq. (5) seja verdadeira para 0 < 𝑥 < 𝐿 e 
𝑡 > 0 ambos os lados serão iguais a uma constante −𝜆. 

 Obtém-se duas eq. dif. ordinárias: 

⇒ 
1

𝛼2
𝑇′

𝑇
=
𝑋′′

𝑋
 

1

𝛼2
𝑇′

𝑇
=
𝑋′′

𝑋
= −𝜆 

𝑋′′

𝑋
= −𝜆 

1

𝛼2
𝑇′

𝑇
= −𝜆 



 Expressar as derivadas na notação linha. 
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(5) 

 Para que a eq. (5) seja verdadeira para 0 < 𝑥 < 𝐿 e 
𝑡 > 0 ambos os lados serão iguais a uma constante −𝜆. 

 Obtém-se duas eq. dif. ordinárias: 

⇒ 
1

𝛼2
𝑇′

𝑇
=
𝑋′′

𝑋
 

1

𝛼2
𝑇′

𝑇
=
𝑋′′

𝑋
= −𝜆 

𝑋′′

𝑋
= −𝜆 

1

𝛼2
𝑇′

𝑇
= −𝜆 

⇒ 
𝜕2𝑋

𝜕𝑥2
+ 𝜆X = 0 (6.1) 



 Expressar as derivadas na notação linha. 
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(5) 

 Para que a eq. (5) seja verdadeira para 0 < 𝑥 < 𝐿 e 
𝑡 > 0 ambos os lados serão iguais a uma constante −𝜆. 
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1

𝛼2
𝑇′

𝑇
=
𝑋′′

𝑋
 

1
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𝑇′

𝑇
=
𝑋′′

𝑋
= −𝜆 

𝑋′′

𝑋
= −𝜆 

1

𝛼2
𝑇′

𝑇
= −𝜆 

⇒ 
𝜕2𝑋

𝜕𝑥2
+ 𝜆X = 0 (6.1) 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝛼2𝜆𝑇 = 0 ⇒ (6.2) 



 As equações (6.1) e (6.2) podem ser resolvidas 
pelos métodos estudados anteriormente. 
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𝜕2𝑋
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𝑋 = 𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑥 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝑥 
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 O produto das soluções 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥) × 𝑇(𝑡) 
fornece a solução da EDP: 

⇒ 
𝜕2𝑋

𝜕𝑥2
+ 𝜆X = 0 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝛼2𝜆𝑇 = 0 ⇒ 

𝑋 = 𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑥 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝑥 

𝑇 = 𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡[𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑥 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝑥] (7) 

Onde 𝐴, 𝐵 𝑒 𝐶 
𝑠ã𝑜  

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 



 Inserir as condições de contorno em (7). 
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𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒−𝛼
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𝑢 0, 𝑡 = 0
𝑢 𝐿, 𝑡 = 0

 



 Inserir as condições de contorno em (7). 
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 Primeira condição 𝑢 0, 𝑡 = 0. 
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 Primeira condição 𝑢 0, 𝑡 = 0. 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡[𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑥 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝑥] (7) 

 
𝑢 0, 𝑡 = 0
𝑢 𝐿, 𝑡 = 0

 

𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡 𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 0 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 0 = 0 
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2𝜆𝑡 𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝐿 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝐿 = 0 

= 0 



 Inserir as condições de contorno em (7). 
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 Primeira condição 𝑢 0, 𝑡 = 0. 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡[𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑥 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝑥] (7) 

 
𝑢 0, 𝑡 = 0
𝑢 𝐿, 𝑡 = 0

 

𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡 𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 0 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 0 = 0 

𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 0 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 0 = 0 𝐵 = 0 ⇒ 

 Segunda condição 𝑢 𝐿, 𝑡 = 0. 

𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡 𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝐿 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝐿 = 0 

𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝐿 = 0 

= 0 



 Inserir as condições de contorno em (7). 
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 Primeira condição 𝑢 0, 𝑡 = 0. 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡[𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑥 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝑥] (7) 

 
𝑢 0, 𝑡 = 0
𝑢 𝐿, 𝑡 = 0

 

𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡 𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 0 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 0 = 0 

𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 0 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 0 = 0 𝐵 = 0 ⇒ 

 Segunda condição 𝑢 𝐿, 𝑡 = 0. 

𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡 𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝐿 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝐿 = 0 

𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝐿 = 0 ⇒ 𝜆 𝐿 = 𝑛𝜋 

= 0 



 Inserir as condições de contorno em (7). 

prof. Henrique A M Faria 

 Primeira condição 𝑢 0, 𝑡 = 0. 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡[𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑥 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝑥] (7) 

 
𝑢 0, 𝑡 = 0
𝑢 𝐿, 𝑡 = 0

 

𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡 𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 0 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 0 = 0 

𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 0 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 0 = 0 𝐵 = 0 ⇒ 

 Segunda condição 𝑢 𝐿, 𝑡 = 0. 

𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡 𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝐿 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝐿 = 0 

𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝐿 = 0 ⇒ 𝜆 𝐿 = 𝑛𝜋 ⇒ 𝜆 =
𝑛𝜋

𝐿
 

= 0 



 A solução será o produto da exponencial pela série 
de Fourier da função seno. 

prof. Henrique A M Faria 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡[𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑥 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝑥] 
= 0 



 A solução será o produto da exponencial pela série 
de Fourier da função seno. 

prof. Henrique A M Faria 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡[𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑥 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝑥] 

𝑢(𝑥, 𝑡) =  𝐶𝑛𝑒
−𝛼2(
𝑛𝜋
𝐿 )
2𝑡[𝑠𝑒𝑛

𝑛𝜋

𝐿
𝑥]

∞

𝑛=1

 
Onde  
𝐶𝑛 = AC 

= 0 



 A solução será o produto da exponencial pela série 
de Fourier da função seno. 

prof. Henrique A M Faria 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡[𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑥 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝑥] 

 Por fim, substituir a condição inicial  𝑢 𝑥, 0 = 𝑓(𝑥). 

𝑢(𝑥, 𝑡) =  𝐶𝑛𝑒
−𝛼2(
𝑛𝜋
𝐿 )
2𝑡[𝑠𝑒𝑛

𝑛𝜋

𝐿
𝑥]

∞

𝑛=1

 
Onde  
𝐶𝑛 = AC 

𝑢 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥 =  𝐶𝑛 [𝑠𝑒𝑛
𝑛𝜋

𝐿
𝑥]

∞

𝑛=1

 Série de  
Fourier do seno 

= 0 



 A solução será o produto da exponencial pela série 
de Fourier da função seno. 

prof. Henrique A M Faria 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒−𝛼
2𝜆𝑡[𝐵𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑥 + 𝐶𝑠𝑒𝑛 𝜆 𝑥] 

 Por fim, substituir a condição inicial  𝑢 𝑥, 0 = 𝑓(𝑥). 

𝑢(𝑥, 𝑡) =  𝐶𝑛𝑒
−𝛼2(
𝑛𝜋
𝐿 )
2𝑡[𝑠𝑒𝑛

𝑛𝜋

𝐿
𝑥]

∞

𝑛=1

 
Onde  
𝐶𝑛 = AC 

𝑢 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥 =  𝐶𝑛 [𝑠𝑒𝑛
𝑛𝜋

𝐿
𝑥]

∞

𝑛=1

 Série de  
Fourier do seno 

𝐶𝑛 =
2

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

0

𝑑𝑥 

= 0 



 A solução do problema da condução de calor é dada 
pela expressão da temperatura, que é uma série. 

prof. Henrique A M Faria 

𝑢(𝑥, 𝑡) =  𝐶𝑛𝑒
−𝛼2(
𝑛𝜋
𝐿
)2𝑡[𝑠𝑒𝑛

𝑛𝜋

𝐿
𝑥]

∞

𝑛=1

 

𝐶𝑛 =
2

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

0

𝑑𝑥 



 A solução do problema da condução de calor é dada 
pela expressão da temperatura, que é uma série. 

prof. Henrique A M Faria 

 Conhecendo a função condição inicial 𝑓(𝑥) e o valor 
de 𝐿  é possível obter uma solução com valores 
numéricos na série de Fourier. 

𝑢(𝑥, 𝑡) =  𝐶𝑛𝑒
−𝛼2(
𝑛𝜋
𝐿
)2𝑡[𝑠𝑒𝑛

𝑛𝜋

𝐿
𝑥]

∞

𝑛=1

 

𝐶𝑛 =
2

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

0

𝑑𝑥 
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Encontre 𝑢(𝑥, 𝑡)  em uma barra de comprimento 
L = 50 𝑐𝑚 , inicialmente com temperatura uniforme 
𝑓 𝑥 = 20°𝐶 cujas extremidades são mantidas a 0°𝐶 
para todo 𝑡 > 0. 

Exemplo numérico 

Solução 



prof. Henrique A M Faria 47 

Encontre 𝑢(𝑥, 𝑡)  em uma barra de comprimento 
L = 50 𝑐𝑚 , inicialmente com temperatura uniforme 
𝑓 𝑥 = 20°𝐶 cujas extremidades são mantidas a 0°𝐶 
para todo 𝑡 > 0. 

Exemplo numérico 

Solução 

 Trata-se do mesmo caso exemplificado 
anteriormente, mas com alguns valores numéricos. 

𝑢(𝑥, 𝑡) =  𝐶𝑛𝑒
−𝛼2(
𝑛𝜋
50)
2𝑡[𝑠𝑒𝑛

𝑛𝜋

50
𝑥]

∞

𝑛=1

 

𝐶𝑛 =
2

50
 20𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0

𝑑𝑥 
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Exemplo numérico 

 Cálculo do coeficiente 𝐶𝑛. 

𝐶𝑛 =
2

50
 20𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0

𝑑𝑥 
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Exemplo numérico 

 Cálculo do coeficiente 𝐶𝑛. 

𝐶𝑛 =
2

50
 20𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0

𝑑𝑥 =
40

50
 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0

𝑑𝑥 
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Exemplo numérico 

 Cálculo do coeficiente 𝐶𝑛. 

𝐶𝑛 =
2

50
 20𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0

𝑑𝑥 =
40

50
 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0

𝑑𝑥 

𝐶𝑛 =
40

50

50

𝑛𝜋
−𝑐𝑜𝑠
𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0
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Exemplo numérico 

 Cálculo do coeficiente 𝐶𝑛. 

𝐶𝑛 =
2

50
 20𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0

𝑑𝑥 =
40

50
 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0

𝑑𝑥 

𝐶𝑛 =
40

50

50

𝑛𝜋
−𝑐𝑜𝑠
𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0
=
40

𝑛𝜋
(−𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋+1) 
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Exemplo numérico 

 Cálculo do coeficiente 𝐶𝑛. 

𝐶𝑛 =
2

50
 20𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0

𝑑𝑥 =
40

50
 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0

𝑑𝑥 

𝐶𝑛 =
40

50

50

𝑛𝜋
−𝑐𝑜𝑠
𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0
=
40

𝑛𝜋
(−𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋+1) 

 Para 𝑛 𝑝𝑎𝑟, 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋 = 1 e  𝐶𝑛 = 0.  
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Exemplo numérico 

 Cálculo do coeficiente 𝐶𝑛. 

𝐶𝑛 =
2

50
 20𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0

𝑑𝑥 =
40

50
 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0

𝑑𝑥 

𝐶𝑛 =
40

50

50

𝑛𝜋
−𝑐𝑜𝑠
𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0
=
40

𝑛𝜋
(−𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋+1) 

 Para 𝑛 𝑝𝑎𝑟, 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋 = 1 e  𝐶𝑛 = 0. Para 𝑛 í𝑚𝑝𝑎𝑟:  𝐶𝑛 =
80

𝑛𝜋
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Exemplo numérico 

 Cálculo do coeficiente 𝐶𝑛. 

𝐶𝑛 =
2

50
 20𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0

𝑑𝑥 =
40

50
 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0

𝑑𝑥 

𝐶𝑛 =
40

50

50

𝑛𝜋
−𝑐𝑜𝑠
𝑛 𝜋 𝑥

50

50

0
=
40

𝑛𝜋
(−𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋+1) 

 Para 𝑛 𝑝𝑎𝑟, 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋 = 1 e  𝐶𝑛 = 0. Para 𝑛 í𝑚𝑝𝑎𝑟:  𝐶𝑛 =
80

𝑛𝜋
 

 Portanto, o valor da temperatura em (𝑥, 𝑡) é a série: 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
80

𝜋
 
1

𝑛
𝑒−𝛼

2(
𝑛𝜋
50)
2𝑡[𝑠𝑒𝑛

𝑛𝜋

50
𝑥]

∞

𝑛=1,3,5 …

 





 Demonstre os passos para encontrar a solução do 
problema da condução de calor em uma barra. 

prof. Henrique A M Faria 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 100

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

Condição inicial: 𝑢 𝑥, 0 = 𝑠𝑒𝑛2𝜋𝑥 − 𝑠𝑒𝑛5𝜋𝑥 

Condições  
de contorno: 

 
𝑢 0, 𝑡 = 0
𝑢 𝐿, 𝑡 = 0

 

𝒖: temperatura 
𝒕 > 𝟎: tempo 
𝟎 < 𝒙 < 𝟏: tempo 

𝒖 é sempre zero 
quando 𝑥 = 0 e 𝑥 = 𝐿 

Exercício 

Entrega no final desta aula em folha individual. 



 Estudar seção 10.5 do livro texto. 

 Resolver os exemplos. 

 Praticar: exercícios da seção 10.5 . 

prof. Henrique A M Faria 
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