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Exemplo numérico.

Exercicio.

Integracao de funcdes trigonomeétricas.
Séries de Fourier.
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de variaveis



» As eq. dif. parciais (EDPs) de segunda ordem
apresentam teoria mais bem desenvolvida.

> O meétodo mais consolidado é chamado de
separacao de variaveis.



As eq. dif. parciais (EDPs) de segunda ordem
apresentam teoria mais bem desenvolvida.

O método mais consolidado é chamado de
separacao de variaveis.

Ele se refere a uma classe de EDPs que permitem a
reescrita com duas variaveis hipotéticas.

Independente da aplicacao, se a EDP tem a forma
separavel o método de resolucao sera o mesmo.



As eq. dif. parciais (EDPs) de segunda ordem
apresentam teoria mais bem desenvolvida.

O método mais consolidado é chamado de
separacao de variaveis.

Ele se refere a uma classe de EDPs que permitem a
reescrita com duas variaveis hipotéticas.

Independente da aplicacao, se a EDP tem a forma
separavel o método de resolucao sera o mesmo.

Sera esquematizado esse método para o caso da
conducao de calor em um corpo rigido.
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Método da separaco de variaveis

» Seja uma barra de material homogéneo

comprimento L, como ilustra a figura.
ulx, t)

Figura 10.5.1 Uma barra sdlida condutora de calor.

prof. Henrique A M Faria
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» Seja uma barra de material homogéneo
comprimento L, como ilustra a figura.

» Suposicoes:
v As laterais da barra estdo completamente isoladas.
v" Atemperatura u em cada secdo reta é constante.
v' A funcdo u s6é depende de x e do instante t.

Figura 10.5.1 Uma barra sdlida condutora de calor.

prof. Henrique A M Faria
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» O mecanismo de conducdo do calor segue a lei do

fluxo térmico de Fourier. .
9 J: fluxo de calor. .
] = kA— u k: condutividade térmica.
0x A: area da secgao.

du/dx : gradiente de temperatura na diregao x.

prof. Henrique A M Faria 9



» O mecanismo de conducao do calor segue a lei do

fluxo térmico de Fourier. | ‘;;.'"T.T’T”.Tif“"'**\‘.if%.."n/:j.3
P J: fluxo de calor. e L
] =kA— u k: condutividade térmica.
0x A: drea da secdo.

du/dx : gradiente de temperatura na diregao x.

» A analise do fluxo de calor na barra (Apéndice A,
p.505) resulta na seguinte equacao dinamica.

k 2 e . L
a= |— [m—]l/zz difusividade térmica.
0°u Ju ps =S
Q2 — = — k: condutividade térmica.

0x? dt p: densidade do material.

s: calor especifico do material.
10



» 0O problema matematico consiste de uma EDP de 22
ordem uma condicao inicial e condicoes de
contorno.

2 VAP a1 A oo ) x
ou _ o2 0"u (1)
ot dx?
ﬁq?:ig:-gao u(x,0) = f(x) (2) u:temperatura

Condicdes {u(O, t) =20 (3) u é sempre zero
de contorno: (u(L,t) =0 quandox =0ex =L

11



» 0O problema matematico consiste de uma EDP de 22
ordem uma condicao inicial e condicoes de
contorno.

2 Ve s o 1 4 Sepeinsonioioneh £ x
ou _ o2 0"u (1)
ot dx?
ﬁ]?:ij:?aO u(x,0) = f(x) (2) u:temperatura

Condicdes {u(O, t) =20 (3) u é sempre zero
de contorno: (u(L,t) =0 quandox =0ex =L

» O objetivo é procurar solucdes nao nulas da
equacao diferencial e das condicdes de contorno.
12



» O método da separacdo de varidveis supde que
u(x,t) é o produto de duas funcdes.

prof. Henrique A M Faria 13



» O método da separacao de varidveis supde que
u(x,t) é o produto de duas funcdes.

» Uma das funcdes dependera somente de x e a outra
somente de t.

¥=1L
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» O método da separacao de varidveis supde que
u(x,t) é o produto de duas funcdes.

» Uma das funcdes dependera somente de x e a outra
somente de t.

u(x,t) = Xx)T() 4 i ]
> Substituir a proposta (4) na EDP (1):

ou 0%u

ot dx?2

15



» O método da separacao de varidveis supde que
u(x,t) é o produto de duas funcdes.

» Uma das funcdes dependera somente de x e a outra
somente de t.

ux, ) = XCOT) ()
» Substituir a proposta (4) na EDP (1):
ou , 0%u oXT ,02XT
22" 0XT _
at axz at axz
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» O método da separacao de varidveis supde que
u(x,t) é o produto de duas funcdes.

» Uma das funcdes dependera somente de x e a outra
somente de t.

u(x,t) = X(OT(E) @
» Substituir a proposta (4) na EDP (1):
ou , 0%u oXT ,02XT
g2l oxT _
at axz at axz
¥ JaT 27 02X
ot ¢ 7Gxz

17



» O método da separacao de varidveis supde que
u(x,t) é o produto de duas funcdes.

» Uma das funcdes dependera somente de x e a outra
somente de t.

» Substituir a proposta (4) na EDP (1):
ou , 0%u oXT ,02XT
g2l .
at axz at axz
2 aT 0%X
Xa—TzazTa_X — /atz /axz

at axz aZT X
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» Expressar as derivadas na notacao linha.

1 TI XII
ST =5 O
a+ T X
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» Expressar as derivadas na notacao linha.

1 TI XII

——== (5

a= T X

» Para que a eq. (5) seja verdadeira para 0 < x <L e
t > 0 ambos os lados serao iguais a uma constante —A.

20



» Expressar as derivadas na notacao linha.

17 X" 17 X
=" (5 = ——==—=-A
a’ T X a? T X

» Para que a eq. (5) seja verdadeira para 0 < x <L e
t > 0 ambos os lados serao iguais a uma constante —A.
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» Expressar as derivadas na notacao linha.

17 X" 17 X"
——== 0 = o=
a?T X a’T X

» Para que a eq. (5) seja verdadeira para 0 < x <L e
t > 0 ambos os lados serao iguais a uma constante —A.

» Obtém-se duas eq. dif. ordinarias:

XII
=1

X
17
T = A

22



» Expressar as derivadas na notacao linha.

17 X" 17 X"
——== 0 = o=
a?T X a’T X

» Para que a eq. (5) seja verdadeira para 0 < x <L e
t > 0 ambos os lados serao iguais a uma constante —A.

» Obtém-se duas eq. dif. ordinarias:

XII aZX
——] = —+AX=0 (6.1)
dx?

X
17
T = A

28



» Expressar as derivadas na notacao linha.

17 X" 17 X"
——== 0 = o=
a?T X a’T X

» Para que a eq. (5) seja verdadeira para 0 < x <L e
t > 0 ambos os lados serao iguais a uma constante —A.

» Obtém-se duas eq. dif. ordinarias:

X" _ N 62X+/1X 0 (6.1)
¥ gz X=0 6
1T oT
_ - 2 — 6.2
T = A = ™ +a“AT =0 (6.2)

24



» As equacdes (6.1) e (6.2) podem ser resolvidas
pelos métodos estudados anteriormente.
02X

ﬁﬂ-/lX:O

oT

—+a’AT =0
ot

25



» As equacdes (6.1) e (6.2) podem ser resolvidas
pelos métodos estudados anteriormente.

02X

F+/1X= 0o = X = BcosVA x + CsenvV x
X

oT

—+a’AT =0
ot
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» As equacdes (6.1) e (6.2) podem ser resolvidas
pelos métodos estudados anteriormente.

04X
F+/1X= 0 = X = BcosVA x + CsenV x
X

oT
o Ta? T =0 = T= Ae~ @At

27



» As equacdes (6.1) e (6.2) podem ser resolvidas
pelos métodos estudados anteriormente.

0°X

F_|_,1)(=0 = X = BcosVAx + CsenVA x
X

- Onde A,BeC

— 4+ a2 AT =0 = T =Ae @M >a9

ot constantes
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» As equacdes (6.1) e (6.2) podem ser resolvidas
pelos métodos estudados anteriormente.

02X

F_|_,1)(=0 = X = BcosVAx + CsenVA x
X

- Onde A,BeC

— 4+ a2 AT =0 = T =Ae @M >a9

ot constantes

» O produto das solugdes u(x,t) =X(x) X T(t)
fornece a solucao da EDP:

u(x,t) = Ae~% At [BcosVA x + CsenVAx]  (7)

29



{u(O, t) =0
» Inserir as condicdes de contorno em (7). u(L,t) =0

u(x,t) = Ae~ @M [BcosVA x + CsenVA x] (7)

30



{u(O, t) =0
» Inserir as condicdes de contorno em (7). u(L,t) =0

u(x,t) = Ae~ @M [BcosVA x + CsenVA x] (7)

» Primeira condicdo u(0,t) = 0.
Ae~®° At [BCOS\/Z 0 + CsenvA 0] =0

a1



{u(O, t) =0
» Inserir as condicdes de contorno em (7). u(L,t) =0

u(x,t) = Ae~ @M [BcosVA x + CsenVA x] (7)

» Primeira condicdo u(0,t) = 0.
Ae—a’At [BCOS\/Z 0 + Csenvi 0] =
BcosVA 0+ Csenva0 =0

32



{u(O, t) =0
» Inserir as condicdes de contorno em (7). u(L,t) =0

u(x,t) = Ae~ @M [BcosVA x + CsenVA x] (7)

» Primeira condicdo u(0,t) = 0.
Ae—a’At [BCOS\/Z 0 + Csenvi 0] =
BcosVA0 + Csenv20=0 = B=0

EE



{u(O, t) =0
» Inserir as condicdes de contorno em (7). u(L,t) =0

u(x,t) = Ae~®° At [BcosVA x + CsenVix] (7)
» Primeira condicdo u(0,t) = 0.
Ae~®° At [BcosvVA 0 + CsenvA 0] = 0
BcosVA0 + CsenVA0=0 = B=0
» Segunda condicdo u(L,t) = 0.
Ae~ %At [BcosVAL + CsenVA L] =0



{u(O, t) =0
» Inserir as condicdes de contorno em (7). u(L,t) =0

u(x,t) = Ae~®° At [BcosVA x + CsenVix] (7)
» Primeira condicdo u(0,t) = 0.
Ae~®° At [BcosvVA 0 + CsenvA 0] = 0
BcosVA0 + CsenVA0=0 = B=0
» Segunda condicdo u(L,t) = 0.
Ae~ %At [B/ézog\ﬁ L+ CsenVAL]| =0
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{u(O, t) =0
» Inserir as condicdes de contorno em (7). u(L,t) =0

u(x,t) = Ae~®° At [BcosVA x + CsenVix] (7)
» Primeira condicdo u(0,t) = 0.
Ae~®° At [BcosvVA 0 + CsenvA 0] = 0
BcosVA0 + CsenVA0=0 = B=0
» Segunda condicdo u(L,t) = 0.
Ae~ %At [B/ézog\ﬁ L+ CsenVAL]| =0

CsenVAL =0
36



{u(O, t) =0
» Inserir as condicdes de contorno em (7). u(L,t) =0

u(x,t) = Ae~®° At [BcosVA x + CsenVix] (7)
» Primeira condicdo u(0,t) = 0.
Ae~®° At [BcosvVA 0 + CsenvA 0] = 0
BcosVA0 + CsenVA0=0 = B=0
» Segunda condicdo u(L,t) = 0.
Ae~ %At [B/ézog\ﬁ L+ CsenVAL]| =0

CsenVAL=0 = VAL=nn
37



{u(O, t) =0
» Inserir as condicdes de contorno em (7). u(L,t) =0

u(x,t) = Ae~®° At [BcosVA x + CsenVix] (7)
» Primeira condicdo u(0,t) = 0.
Ae~®° At [BcosvVA 0 + CsenvA 0] = 0
BcosVA0 + CsenVA0=0 = B=0
» Segunda condicdo u(L,t) = 0.
Ae~ %At [B/ézog\ﬁ L+ CsenVAL]| =0

nm
CsenVAL=0 = VAL=nn = \/,1:7
38



» A solucdo serd o produto da exponencial pela série
de Fourier da funcao seno

u(x, t) = Ae At ﬁ{cosx/—x + CsenVa x]

29



» A solucdo serd o produto da exponencial pela série
de Fourier da funcao seno

u(x, t) = Ae At ﬁ{cosx/—x + CsenVa x]

_g2 M nm Ond
U(X t) = Z C e az( )2 SenTx] Cnn:eAC



» A solucdo serd o produto da exponencial pela série
de Fourier da funcao seno

u(x, t) = Ae At ﬁ{cosx/—x + CsenVa x]

_g2 M nm Ond
U(X t) = Z C e az( )2 SenTx] Cnn:eAC

» Por fim, substituir a condlgao inicial u(x,0) = f(x).

nn 7 .
u(x,0) = f(x) = C, Sen—x] S.erle de
Fourier do seno
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» A solucdo serd o produto da exponencial pela série
de Fourier da funcao seno

u(x, t) = Ae At ﬁ{cosx/—x + CsenVa x]

_g2 M nm Ond
U(X t) = Z C e az( )2 SenTx] Cnn:eAC

» Por fim, substituir a condlgao inicial u(x,0) = f(x).

nn 7 .
u(x,0) = f(x) = C, Sen—x] S.erle de
Fourier do seno

nmx

J f(x)sen—dx

42



» A solucdo do problema da conducao de calor é dada
pela expressao da temperatura, que € uma série.

L
n=1
C_Z L() nmnx
n—LOfxsenL X
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» A solucdo do problema da conducao de calor é dada
pela expressao da temperatura, que € uma série.

u(x,t) = 2 C, e~ CD) [SenTnx]

nmx

f f(x)sen—dx

» Conhecendo a fung¢ao condicao inicial f(x) e o valor
de L é possivel obter uma solucao com valores
numericos na série de Fourier.



Exemplo
nuMmerico



Exemplo numeérico

Encontre u(x,t) em uma barra de comprimento
L =50 cm, inicialmente com temperatura uniforme
f(x) = 20°C cujas extremidades sdao mantidas a 0°C
paratodot > 0.

Solucao



Exemplo numeérico

Encontre u(x,t) em uma barra de comprimento
L =50 cm, inicialmente com temperatura uniforme
f(x) = 20°C cujas extremidades sdao mantidas a 0°C
paratodot > 0.

Solucao

v Trata-se do mesmo Caso exemplificado
anteriormente, mas com alguns valores numéricos.

u(x,t) = z C,e @’ (55 [Sen%x]

e =2 [ 20sen™™*
nT50), 50



Exemplo numeérico

v" Célculo do coeficiente C,,.

2 (>0 nmIx

20sen——dx

C, = —
n 50, 50



Exemplo numeérico

v" Célculo do coeficiente C,,.

2 (>0 Nmx 40 *° nmx

20sen——dx = — sen——dx

C, = —
" 750 ), 50 50 J, 50



Exemplo numeérico

v" Célculo do coeficiente C,,.

- 2 5020 nnx 40 (>0 nnx
nT50), 50 50, S50
. _40501 nmx) 20

" 50l " 50

0



Exemplo numeérico

v" Célculo do coeficiente C,,.

- 2 5020 nnx 40 (>0 nnx

nT50), 50 50, S50
40501 nmx)°0 40

C, =%n—n[—ws¥] = (—cosnm + 1)

0



Exemplo numeérico

v" Célculo do coeficiente C,,.

- 2 5020 nnx 40 (>0 nnx

nT50), 50 50, S50
40501 nmx)°0 40

C, =%n—n[—ws¥] = (—cosnm + 1)

0

v’ Paranpar,cosnmt =1e C, = 0.



Exemplo numeérico

v" Célculo do coeficiente C,,.

- 2 5020 nnx 40 (>0 nnx

nT50), 50 50, S50
40501 nmx)°0 40

C, =%n—n[—ws¥] = (—cosnm + 1)

0
, 80
v’ Paranpar,cosnt = 1le C, = 0.Paranimpar: C,=—
nr



Exemplo numeérico

v" Célculo do coeficiente C,,.

2 (> nmwx 40 (>°  nmx
Cn :% . ZOsenﬁdxza) . Senﬁdx
40501 nmx)°0 40
C, = 0 [—cos ﬁ] = (—cosnm + 1)
0
v’ Paranpar, cosnt = 1e C, = 0.Paranimpar: C, = :—2

v" Portanto, o valor da temperatura em (x,t) é a série:

oo

80 1 _a2(n_77:)2t nrt
u(x,t) = p= 2 € 50 [Sen%x]
n=1,3,5 ...
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Exercicio

» Demonstre os passos para encontrar a solucdao do
problema da conducao de calor em uma barra.

ou 02y u: temperatura
— = 100—2 t > 0:tempo
dat 0x 0<x<1:tempo

Condicdoinicial: u(x,0) = sen2mx — senbmx

Condicdes {u(O, t) =0 u é sempre zero
de contorno: (u(L,t) =0 quandox =0ex =L

Entrega no final desta aula em folha individual.
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» Estudar secdo 10.5 do livro texto.
» Resolver os exemplos.

» Praticar: exercicios da secao 10.5 .

57



1. BOYCE, W.E.; DIPRIMA, R.C. Equacoes
Diferenciais Elementares e Problemas de Valores
de Contorno. 9. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2010.

Numeracao dos exercicios
combasena92ed. P

11. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2020.

prof. Henrique A M Faria

EQUACOES

DIFERENCIAIS

ELEMENTARES

S TRIOLOW AL DL WALORLE CC CONTSONC

o

i
e g

BOYCE, W.E.; DIPRIMA, R.C. Equacodes Diferenciais
Elementares e Problemas de Valores de Contorno.

58



