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» Iniciaremos o estudo da integracao através do
problema de determinacao de areas;

» O objetivo é entendermos o que é uma integral
definida e em seguida a integral indefinida;
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» Seja a fungdo y = f(x) = 0, continua e ndo
negativa no intervalo |a, b|;

AY

y = f(x)

a b
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» Seja a fungdo y = f(x) = 0, continua e ndo
negativa no intervalo |a, b|;

» A regido delimitada AY
pelo o eixo x, as y = f(x)

retasx =a ex =>be /——\\
superiormente pela
curvadey = f(x) R

sera denotada com L ]‘) .
regiao R.
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» Seja a fungdo y = f(x) = 0, continua e ndo
negativa no intervalo |a, b|;

» A regido delimitada AY
pelo o eixo x, as y = f(x)

retasx =a ex =>be /——\\
superiormente pela
curvadey = f(x) R

sera denotada com ) ]‘) .
regiao R.

Como podemos calcular a area de R?
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Seja a fungdo y = f(x) = 0, continua e ndo
negativa no intervalo [a, b]




- O intervalo

|a, b]| sera
dividido em n
subintervalos, de

larguras iguais
Ax.

- X}, € um ponto
qualquer do
subintervalo.

 J
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- Em cada um
dos
subintervalos,
constroi-se
retangulos de
base Ax e altura

f(xk).

 J
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- Em cada um
dos
subintervalos,
constroi-se
retangulos de
base Ax e altura

f ().
- A 4rea de cada
retangulo sera:

Ay = f(xp)Ax
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6.4 Definicdo de drea como limite

- A soma das
areas dosn
retangulos é o

somatorio: 1
n N
!
Ax~ ) flx)hx :
k=1 1 |
|

Chamada de ]
soma de a b
Riemann

X
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- Quando n
cresce para o
infinito o
somatorio dos
retangulos
tende para a
area A sob a
curva no

intervalo [a, b].

RN
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6.4 Definicio de drea como limite
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6. éi Definicdo de drea como limite
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5.4.3 DEFINICAO (/—irea Sob uma Curva) Se a funcio f for continua em [a, b] e
se f(x) = 0 em cada x de [a, b], entdo a drea sob a curva y = f(x) e acima do intervalo
[a, b] € definida por

= 4

A= lim »  f(xf)Ax (2)
k=1
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» Se a funcao f for continua e tomar valores
positivos e negativos no intervalo [a, b];

@ __4 4
% W

(a) (h)
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» Se a funcao f for continua e tomar valores
positivos e negativos no intervalo [a, b];

= ﬂ f/l-m? |
\ # |
a b a A\ ’ . b
Ap 1

(a) (b)

» Entado a diferenca entre as areas acima e abaixo
da curva de f serd chamada de area liquida
com sinal no intervalo [a, b];
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5.4.5 peFINICAO  (Area Liguida com Sinal) Se a funcdo f for continua em [a, b],
entdo a drea liquida com sinal A entre a curva y = f(x) e o intervalo [a, b] € definida por

n— oo

A= lim »  f(x})Ax 9)
=1

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014 Prof. Henrique A M Faria




» A integral definida relaciona o conceitos de
area a outros conceitos como: comprimento,
volume, densidade, probabilidade e trabalho;
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» A integral definida relaciona o conceitos de
area a outros conceitos como: comprimento,
volume, densidade, probabilidade e trabalho;

» Na secao anterior ao definirmos
a area utilizamos uma
subdivisdo Ax igual para
todos os subintervalos ;
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» A integral definida relaciona o conceitos de
area a outros conceitos como: comprimento,
volume, densidade, probabilidade e trabalho;

>|

» Na secao anterior ao definirmos
a area utilizamos uma
subdivisdo Ax igual para
todos os subintervalos ; !

» Este tipo de divisao é chamado particao
regular.
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» No caso da particao regular, as larguras dos
retangulos tendem a zero quando n cresce;
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» No caso da particao regular, as larguras dos
retangulos tendem a zero quando n cresce;

y = () .
r » Podemos generalizar a
" definicdo 5.4.5 permitindo
que os subintervalos tenham
; larguras variaveis Axy;

a b
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» No caso da particao regular, as larguras dos
retangulos tendem a zero quando n cresce;

y = () .
r » Podemos generalizar a
" definicdo 5.4.5 permitindo
que os subintervalos tenham
; larguras variaveis Axy;

>

a b

» Trocaremos também a expressao n — o por
Max Axj, — 0, de modo a garantir que as
larguras de todos subintervalos tendam a zero.
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5.5.1 DEFINICAO Dizemos que uma fungio f € intfegrdavel em um intervalo fechado
finito [a, b] se o limite

n

maxlg;:a 0 Z f(xk )Axk

existir e ndo depender da escolha das parti¢des ou da escolha dos pontos x; nos subinter-
valos. Nesse caso, denotamos o limite pelo simbolo

prof. Henrique A M Faria




5.5.1 DEFINICAO Dizemos que uma fungio f € intfegrdavel em um intervalo fechado
finito [a, b] se o limite

n
lim E fxg)Axy
max Ax; —0

k=1
existir € ndo depender da escolha das parti¢des ou da escolha dos pontos x; nos subinter-
valos. Nesse caso, denotamos o limite pelo simbolo

b n
[ f(x)dx = lim OZ (x5 Axy
¢ k=1

maxAx; —

que € denominado integral definida de f de a até b. Os niimeros a € b sdo denominados
limite de integracdo inferior ¢ limite de integragao superior, respectivamente, € f(x) é
denominado integrando.
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5.5.2 TEOREMA Se uma fung¢do f for continua em um intervalo [a, b, entdo f serd inte-
grdvel em [a, b] e a drea liquida com sinal A entre o grdfico de f e o intervalo |a, b] serd

b
Azf f(x)dx (1)
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5.5.2 TEOREMA Se uma fung¢do f for continua em um intervalo [a, b, entdo f serd inte-
grdvel em [a, b] e a drea liquida com sinal A entre o grdfico de f e o intervalo |a, b] serd

b
A=f f(x)dx (1)

Pode-se mostrar que se a funcdo y = f(x) for
continua no intervalo [a, b], entdo serd integravel.
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A soma de Riemann com n tendendo para o
infinito pode ser denotada pelo limite:

MaxAxy—0

n
A= lim Z F(x) A
=
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A soma de Riemann com n tendendo para o
infinito pode ser denotada pelo limite:

n
A= MagclAzlt%O Z J(xi)Ax,,
j=1
Que ¢é a defini¢do de uma integral de uma funcao
continua y = f(x) no intervalo [a, b]:
s

\

b n
A= j fOdx = lim z F(x) DX

MaxAxp—0 4
N =1 J

prof. Henrique A M Faria



Exemplos, calcular as integrais.

a. [*2dx b. [° (x+2)dx
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a. [*2dx b. [~ (x+2)dx
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5.5.3 DEFINICAO

(a) Se a estiver no dominio de f, definimos
/ f(x)dx =0
a

(b) Se ffor integravel em [a, b], definimos

a b
[ ) f () dx
b a
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5.5.4 TEOREMA Se fe g forem integrdveis em [a, b] e se ¢ for uma constante, entdo cf,
[+ g ef— gserdo integraveis em |a, b] e

b b
(a}f cf(x)d.tch f(x)dx

b b b
(b) f lf(.r)+g(x)]dx=f f(-r)dx+f g(x)dx

b b b
(c) f [f(x)—g(x)]dx=f f(-r)dx—f gx)dx
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- o

Sejam as fungdo y = f(x) ey = g(x), continuas em
um intervalo [a, b] e c uma constante.

1. fbcf(x)dx = cjbf(x)dx

y = cf(x)

y =/£(x)

prof. Henrique A M Faria 85



Propriedades da integral definida
Sejam as fungdo y = f(x) ey = g(x), continuas em

um intervalo [a, b| e c uma constante.

b b b
2. [ 1f@ £ g@ldx = | fwdxt | goodx

Y A
y="7(x)+g(x)

y=g(x)

y=1(x)
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5.5.5 TEOREMA Se f for integrdavel em um intervalo fechado contendo os trés pontos
a, b e c, entdo

b c b
/f(x)dx=f f(x)dx+f f(x)dx

ndo importando como os pontos estejam ordenados.

37
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Sejam as funcao y = f(x) e y = g(x), continuas em
um intervalo [a, b] e c uma constante.

b c b
3. ff(x)zjf(x)dx+f f(x)dx com: a<c<bhb

y =1(x)

&

[P s ——

c b x
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6.5 Integral definida e drea liquida
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