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Definicdo Seja fuma funcio de duas varidveis cujo dominio D contém pontos ar-

bitrariamente préximos de (a, #). Dizemos que o limite de f (x, y) gquando (x, y) tende
a(a,b) € L e escrevemos

li ©ny) =L
o flx,y)

se para todo niimero £ = 0 houver um nimero correspondente de & = 0 tal que

se(x, )V ED e 0< /(x—a)l+(y—»b)? <8 entio |flx.y)—L|<e
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1

Definicdo Seja fuma funcio de duas varidveis cujo dominio D contém pontos ar-

bitrariamente préximos de (a, #). Dizemos que o limite de f (x, y) gquando (x, y) tende
a(a,b) € L e escrevemos

li x,y) =1L
(x, }'}'l—r}r{lﬂr,b} f{t? > )

se para todo niimero £ = 0 houver um nimero correspondente de & = 0 tal que

se(x, )V ED e 0< /(x—a)l+(y—»b)? <8 entio |flx.y)—L|<e

> |f(x,y) — L| corresponde a distancia entre os nUmeros

fx,y)el.
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1| Definicdo Sejafuma funcio de duas varidveis cujo dominio D contém pontos ar-
bitrariamente préximos de (a, #). Dizemos que o limite de f (x, y) gquando (x, y) tende
a(a,b) € L e escrevemos

li x,y) =L
[_w}glga__b}f{r,})

se para todo niimero £ = 0 houver um nimero correspondente de & = 0 tal que

se(x, )V ED e 0< /(x—a)l+(y—»b)? <8 entio |flx.y)—L|<e

> |f(x,y) — L| corresponde a distancia entre os nUmeros
flx,y)el.

> /(x —a)2+(x — b)? éadistancia entre o ponto (x, y) e
o ponto (a, b).
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Limites
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» Para as funcoes de duas variaveis existem infinitas
maneiras de (X, y) se aproximar de (a, b).

» Existe uma quantidade infinita de direcoes e de
gualquer maneira

¥4
gue se queira.
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» Para as funcoes de duas variaveis existem infinitas
maneiras de (X, y) se aproximar de (a, b).

» Existe uma quantidade infinita de direcoes e de
gualquer maneira

Y4
gue se queira.
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» Se f(x,y) - L1 quando (x, y) = (a, b) ao longo
do caminho Cl e
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» Se f(x,y) - L1 quando (x, y) = (a, b) ao longo
do caminho Cl e

» f(x,y) = L2 quando (x, y) = (a, b) ao longo do
caminho C2.

prof. Henrique A M Faria
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» Se f(x,y) - L1 quando (x, y) = (a, b) ao longo
do caminho Cl e

» f(x,y) = L2 quando (x, y) = (a, b) ao longo do
caminho C2.

» como L1 # L2, entdo:

lim f (x, y) com (x, y) = (a, b) nao existe.
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Funcoes de varias variaveis

X2 —
Exemplo 1 Mostreque lim Y

2

(xy)—0.0 x* + y

5 Nndo existe.
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Funhcoes de varias varigveis
_1’."1 _ }11
Exemplo 1 Mostre que lim 5 5 ndo existe.
(x )= 0,00 x° +

ao longo do eixo x. Entdo y = 0 d4 f (x, 0) = x*/x* = 1 para todo x # 0,

portanto

fx,y)—1 quando (x,y)— (0, 0)ao longo do eixo x
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Funhcoes de varias varigveis
2 __ 4,2
5 Nndo existe.

X

Exemplo 1 Mostreque lim 5
(x, y)—(0.0) X

i J.:'
ao longo do eixo x. Entdo y = 0d4 f (x, 0) = x*/x* = 1 para todo x # 0,

portanto

fx,y)—1 quando (x,y)— (0, 0)ao longo do eixox

2

ao longo do eixo y, colocando x = 0. Entdo £(0, y) = :’; = —1

para todo y 7 0, portanto

f(x,y)— —1 quando (x, y) — (0, 0) ao longo do eixo y
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Funhcoes de varias varigveis

Xyt
Exemplo 1 Mostre que lim s— > hdo existe.
(x.y)—=0.0 X~ + ¥y

ao longo do eixo x. Entdo y = 0d4 f (x, 0) = x*/x* = 1 para todo x # 0,

portanto
fx,y)—1 quando (x,y)— (0, 0)ao longo do eixox

_12
o
}J

ao longo do eixo y, colocando x = 0. Entdo £(0, y) =

para todo y 7 0, portanto

f(x,y)— —1 quando (x, y) — (0, 0) ao longo do eixo y

Como ftem dois limites diferentes ao longo de duas retas diferentes,

0 limite nio existe. 15



Funcoes de varias variaveis

Exemplo 2 Se f(x, y) = xy/(x* + ¥?), serd que . Ll)l_lgm mf(x,y) existe?

16



Funcoes de varias variaveis

Exem plo 2 Se fx, y) = xy/(x? + ¥?), serd que &_Lill_l)}& 0 I (x, v) existe?
Sey =0, entio f(x, 0) = 0/x> = 0. Portanto,

flx,y—0 (x,y)—(0,0)ao longo do eixo x
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Funhcoes de varias varigveis
Exemplo 2 Se f(x, y) = xy/(x* + ¥?), serd que &_L'mm mf(x,}'} existe?

Sey =0, entio f(x, 0) = 0/x> = 0. Portanto,

flx,y—0 (x,y)—(0,0)ao longo do eixo x

Se x = 0, entdio f (0, y) = 0/y* = 0, portanto
fx,y)—=0 (x,y)—(0,0)ao longo do eixo y
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Funhcoes de varias varigveis

Exemplo 2 Se fx, y) = xv/(x* + ¥?), serd que I (x, v) existe?

LU )

Sey =0, entio f (x, 0) = 0/x> = 0. Portanto,

fx,y»—0 (x,y)—(0,0)ao longo do eixo x

Se x = 0, entdio f (0, y) = 0/y* = 0, portanto
fx,y)—0 (x,y)—(0,0)ao longo do eixo y

Vamos agora nos aproximar de (0, 0) ao longo de outra reta;

por exemplo, y = x. Para todo x # 0,
x? |
foox) ===

X+ x 2

Portanto f(x, y) — % quando (x,y)—(0,0)aolongodey = x
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Funhcoes de varias varigveis

Exemplo 2 Se fx, y) = xv/(x* + ¥?), serd que
Sey =0, entio f (x, 0) = 0/x> = 0. Portanto,
fx,y»—0 (x,y)—(0,0)ao longo do eixo x

Se x = 0, entdio f (0, y) = 0/y* = 0, portanto
fx,y)—0 (x,y)—(0,0)ao longo do eixo y

LU )

Vamos agora nos aproximar de (0, 0) ao longo de outra reta;

por exemplo, y = x. Para todo x # 0,

f(I:I)=I—12=i

X+ x 2

I (x, v) existe?

Portanto f(x, y) — % quando (x,y)—(0,0)aolongodey = x

Como obtivemos valores diferentes o limite dado nio existe. 20



» Se lim f(x,y) =0e g(x,y) éuma funcio
(x,y)—(a,b)

limitada em uma bola aberta de centro (a, b) entdo:

: hm f(x y)g(x,y) =0
X,y)=

prof. Henrique A M Faria 21



Funcoes de varias variaveis

x%y

Exemplo Calcule lim ——
(x,y)—(0,0) x=+Y
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x?y .
Exemplo 4 Calcule o yl)lir%o 0 Xy (x’yl)lggo’o)(w xz+y
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x?y .
Exemplo 4 Calcule (x, yl)lg%o 0) X2+y% (x,yl)IE%O,O)(y) x2+3’

2

Observa-se que: < lesempre >0

x%+y?

Portanto, € uma funcao limitada.

24




x?y .
Exemplo 4 Calcule (x, yl)lg%o 0) X2+y% (x,yl)IE%O,O)(y) x2+3’

2

Observa-se que: < lesempre >0

x%+y?

Portanto, € uma funcao limitada. Entao, podemos escrever:

x%y x*
(x, y)—>(0 0xZ+yZ (x, y)—>(0 0)” x2 + y?

25




. x?y . x?
Exemplo 4 Caleule lim === lim ()5

2

Observa-se que: < lesempre >0

x%+y?

Portanto, € uma funcao limitada. Entao, podemos escrever:

. x%y | X2
lim = lim y
x¥)~>(0,0)x% + y2  (xy)~(0,0)7 x2% + y?

x%y

Como: lim y=0 entdo: lim ———=0
(x,¥)~(0,0) (x,¥)~(0,0) x“+y

26
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4| Definicio Uma funcio f de duas varidveis € dita continua em (a, b) se

lim fl(x,v) = fla, b)

(x,¥)—la, b)

Dizemos que [ é continua em D se f for continua em todo ponto (a, b) de D.

prof. Henrique A M Faria 28



4| Definicao Uma funcio f de duas variaveis é dita continua em (a, b) se

lim fl(x,v) = fla, b)

(x, ¥)—+la, b)

Dizemos que f é continua em D se f for continua em todo ponto (a, b) de D.

> Os polindmios s3o funcdes continuas em R2.

» Funcoes racionais também s3o continuas para todos
0s pontos que nao anulem o denominador.

29



Continuidade

Exemplo 5 Calcule

lim (x%y® — x7y* + 3x + 2y).

(x, y)—(1,2)

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 5 Calcule lim (x%y’ — x%y* + 3x + 2y).

(x,¥v)—(1,2)
Como f (x, y) = x*y* — xy* + 3x + 2y é um polindmio,

ela € continua em qual quer lugar, portanto podemos

calcular seu limite pela substituicio direta:

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 5 Calcule[ %inilI , (x%y?
x, ¥)—(1,

Como f (x, y) = x*y* — xy* + 3x + 2y é um polindmio,

ela € continua em qual quer lugar, portanto podemos

calcular seu limite pela substituicio direta:

lim (x%? — 2324+ 3x+ 2v) =
{x,}l}—}(l,l}l( Y Y )

=122 =-13224+3-1+2-2

= 11

prof. Henrique A M Faria

X'yt + 3x + 2y).
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Exemplo 6 Onde a funcio f(x,y) =

prof. Henrique A M Faria
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2 2

X — ¥y, .
3 5 € continua?
X T+ y-

Exemplo 6 Onde a funcio f(x,y) =

A funcio f € descontinua em (0, 0), pois ela nio esta definida
nesse ponto. Como f € uma funcio racional, ela € continua
em seu dominio,

D = {(x, y)IGx, y) # (0, 0)}.

prof. Henrique A M Faria 3@
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Exemplo 8

Continuidade )

3xty

Seja  flx,y) =4 x> +y°

0

o

prof. Henrique A M Faria

se (x,v) # (0,0)

se (x,v) = (0, 0)

35
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3V se (x,y) # (0, 0)
Exemplo 8 Seja f(x,y) = {x* +y°

0 se (x,y) = (0,0)

o

J € continua para (x, y) # (0, 0), Do Exemplo 4, temos que

prof. Henrique A M Faria
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P | O - S | [, | Ry
Continuicdade
| N )] | \ ) 1 ™ Tl ) L
N =0 = 'R ] R IR R IR R IR =

3 e (ny) 2 (0,0)
Exemplo 8 Seja f(x,y) = {x* +y°

0 se (x,y) = (0,0)

f € continua para (x, y) # (0, 0), Do Exemplo 4, temos que

) ) 3x°
lim f(x,y)= lim > Y - =
(x, v} —(0, 0) (x,y)—(0,00 x< + y

lim  f(x,y) =0 =f(0,0)

(x, v} —(0, )

prof. Henrique A M Faria
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3V se (x,y) # (0, 0)
Exemplo 8 Seja f(x,y) = {x* +y°

0 se (x,v) = (0, 0)

f € continua para (x, y) # (0, 0), Do Exemplo 4, temos que

3&?2}1
lim o yl= lim —
(r.3)—=1(0,0) f(xy) (e.3)—(0,00 x* + y*

lim  f(x,y) =0 =f(0,0)

(x, y)—1(0, 0)

Portanto f € continua em (0, 0) e,

consequentemente, continua em [

prof. Henrique A M Faria 38



Continuidade ,
2

XY se (x,y) # (0,0)

Exemplo 8 Seja f(x,y) =4 x*+ y°

0 se (x,y) = (0,0)

o

f € continua para (x, y) # (0, 0), Do Exemplo 4, temos que

ZA
?zxzy
I = i _
(x, }'}I_I*I*-:lﬂ o) f(I:' }1} (x, }-}I—I}Ii-:lﬂ, o x4+ :!IJE
I- — p— y
o im o flxy) =0=£(0,0) ‘ :

Portanto f € continua em (0, 0) e,

consequentemente, continua em [
FIGURA 8
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» Ao usarmos a notacao vetorial podemos escrever as
definicoes de limite para funcdes de duas ou mais
variaveis de forma compacta.

41



» Ao usarmos a notacao vetorial podemos escrever as

5

definicoes de limite para funcoes de duas ou mais
variaveis de forma compacta.

Se f € definida em um subconjunto D de R", entdo limy—, f(x) = L significa que

para todo nimero £ = 0 existe um nimero correspondente 6 = 0 tal que

sexEDe0<|x—al]<d,entio |[f(x) —L|<e
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» Ao usarmos a notacao vetorial podemos escrever as

5

definicoes de limite para funcoes de duas ou mais
variaveis de forma compacta.

Se f € definida em um subconjunto D de ", entdo lim,—, f(x) = L significa que

para todo nimero £ = 0 existe um nimero correspondente 6 = 0 tal que

sexEDe0<|x—al]<d,entio |[f(x) —L|<e

> Sex=xea=atemos o limite de uma variavel.

> Sen=2,temos Xx=<x,y>ea=<a, b>.

» Sen=3,temosx=<x,y,z>2ea=<a,b, c>.

43



» Estudar o capitulo 14 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Derivadas parciais.



1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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