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Definicdo Seja fuma funcio de duas varidveis cujo dominio D contém pontos ar-

bitrariamente préximos de (a, #). Dizemos que o limite de f (x, y) gquando (x, y) tende
a(a,b) € L e escrevemos

li ©ny) =L
o flx,y)

se para todo niimero £ = 0 houver um nimero correspondente de & = 0 tal que

se(x, )V ED e 0< /(x—a)l+(y—»b)? <8 entio |flx.y)—L|<e
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Definicdo Seja fuma funcio de duas varidveis cujo dominio D contém pontos ar-

bitrariamente préximos de (a, #). Dizemos que o limite de f (x, y) gquando (x, y) tende
a(a,b) € L e escrevemos

li x,y) =1L
(x, }'}'l—r}r{lﬂr,b} f{t? > )

se para todo niimero £ = 0 houver um nimero correspondente de & = 0 tal que

se(x, )V ED e 0< /(x—a)l+(y—»b)? <8 entio |flx.y)—L|<e

U |'@ahwy) O corresponde a distancia entre os nimeros

"ot e 0.
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Definicdo Seja fuma funcio de duas varidveis cujo dominio D contém pontos ar-

bitrariamente préximos de (a, #). Dizemos que o limite de f (x, y) gquando (x, y) tende
a(a,b) € L e escrevemos

li x,y) =L
[_w}ﬂ_b}f{r,})

se para todo niimero £ = 0 houver um nimero correspondente de & = 0 tal que

se(x, )V ED e 0< /(x—a)l+(y—»b)? <8 entio |flx.y)—L|<e

U |'@ahwy) O corresponde a distancia entre os nimeros

"ot e 0.

i J® & & w ¢éadistanciaentre o ponto (x,Yy)e

0 ponto (a, b).
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U Paraas funcOes de duas variaveis exist@fmitas
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0 Sef(x,y)bL1llj dzt yR2 O EZX
do caminhoCle

0 fOEX L2guanddy(zx &0 Ib 0O
caminhoC?2

U comolLlr L2 entao:

imf(x, y)comd E X @&b)nadexid
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Funcoes de varias variaveis

x*—y

Exemplo 1 Mostre que  lim

2

(xy)—0.0 x* + y

5 Nndo existe.
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Funhcoes de varias varigveis
2 a2
Exemplo 1 Mostre que  lim IE }12 nfio existe.
(x )= 0,00 x° +

ao longo do eixo x. Entdo y = 0 d4 f (x, 0) = x*/x* = 1 para todo x # 0,

portanto

fx,y)—1 quando (x,y)— (0, 0)ao longo do eixo x
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Fungoes de varias variavels
: AT )
Exemplo 1 Mostre que  lim =

(x, y)— (0,00 x

@
Y

g

2
5 Nndo existe.

Ty
ao longo do eixo x. Entdo y = 0d4 f (x, 0) = x*/x* = 1 para todo x # 0,

portanto
fx,y)—1 quando (x,y)— (0, 0)ao longo do eixox

g2
ao longo do eixo y, colocando x = 0. Entdo £(0, y) = :; = —1

para todo y 7 0, portanto

f(x,y)— —1 quando (x, y) — (0, 0) ao longo do eixo y
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Funhcoes de varias varigveis

2 2
X — v
EXGIIIplO 1 Mostre que  lim Y ho existe.
(x3)—=0,0 x* + y’
_1|,:|_| a I L] J-

%

ao longo do eixo x. Entdo y = 0d4 f (x, 0) = x*/x* = 1 para todo x # 0,

portanto
fx,y)—1 quando (x,y)— (0, 0)ao longo do eixox

_12
o
}J

ao longo do eixo y, colocando x = 0. Entdo £(0, y) =

para todo y 7 0, portanto

f(x,y)— —1 quando (x, y) — (0, 0) ao longo do eixo y

Como ftem dois limites diferentes ao longo de duas retas diferentes,

0 limite nio existe. 15



Funcoes de varias variaveis

Exemplo 2 Se f(x, y) = xy/(x* + ¥7), serd que {I']}_EI_I;{D, lHf(.:r, y) existe?
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Funcoes de varias variaveis

Exemplo 2 sef(x,y) = xy/x> + y). serd que  lim | f(x, y) existe?
Sey =0, entio f(x, 0) = 0/x> = 0. Portanto,

flx,y—0 (x,y)—(0,0)ao longo do eixo x
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Funhcoes de varias varigveis
Exemplo 2 Se f(x, y) = xy/(x* + ¥7), serd que Ldim 1Hf(x, y) existe?

Sey =0, entio f(x, 0) = 0/x> = 0. Portanto,

flx,y—0 (x,y)—(0,0)ao longo do eixo x

Se x = 0, entdio f (0, y) = 0/y* = 0, portanto
fx,y)—=0 (x,y)—(0,0)ao longo do eixo y
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Funhcoes de varias varigveis

Exemplo 2 Se f(x,y) = xy/(x* + 7, serd que f(x,y) existe?

LU )

Sey =0, entio f (x, 0) = 0/x> = 0. Portanto,

fx,y»—0 (x,y)—(0,0)ao longo do eixo x

Se x = 0, entdio f (0, y) = 0/y* = 0, portanto
fx,y)—0 (x,y)—(0,0)ao longo do eixo y

Vamos agora nos aproximar de (0, 0) ao longo de outra reta;

por exemplo, y = x. Para todo x # 0,
x? |
foox) ===

X+ x 2

Portanto f(x, y) — % quando (x,y)—(0,0)aolongodey = x
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o =Y =1 Y= & 0’\[1,Q =
Funcoes de varias variaveis

Exem plO 2 Se f(x,y) = xy/(x* + 7, serd que f(x, y) existe?

LU )

Sey =0, entio f (x, 0) = 0/x> = 0. Portanto,

fx,y»—0 (x,y)—(0,0)ao longo do eixo x

Se x = 0, entdio f (0, y) = 0/y* = 0, portanto
fx,y)—0 (x,y)—(0,0)ao longo do eixo y

Vamos agora nos aproximar de (0, 0) ao longo de outra reta;

por exemplo, y = x. Para todo x # 0,
x? |
foox) ===

X+ x 2

Portanto f(x, y) — % quando (x,y)—(0,0)aolongodey = x

Como obtivemos valores diferentes o limite dado nio existe. 20



Se | Erjl' "Tahw) e Qo) é uma funcio

h O

limitada em uma bola aberta de centfdhw) entdo:
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Funcoes de varias variaveis

Exemplo Calcule F]iOErJ]' —
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Funcoes de varias variaveis
Exemplo 4Calcule H‘IOErJ]' —
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Exemplo 4Calcule ﬁ‘loérj]' —

Observase que: PQI Qani ®@

Portanto, € uma funcéo limitada.
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Exemplo 4Calcule _I ErJ]' — i ErJ]' 0 ——

h O

Observase que: PQI Qani ®@

Portanto, € uma funcéo limitad&ntaq podemos escrever:

| EJ - , 1 El o ,
h W O h © h W
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Exemplo 4Calcule _I ErJ]' — i ErJ]' 0 ——

h O

Observase que: PQI Qani ®@

Portanto, € uma funcéo limitad&ntaq podemos escrever:
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4| Definicio Uma funcio f de duas varidveis € dita continua em (a, b) se

lim fl(x,v) = fla, b)

(x,¥)—la, b)

Dizemos que [ é continua em D se f for continua em todo ponto (a, b) de D.

prof. Henrique A M Faria 28



4| Definicao Uma funcio f de duas variaveis é dita continua em (a, b) se

lim fl(x,v) = fla, b)

(x, ¥)—+la, b)

Dizemos que f é continua em D se f for continua em todo ponto (a, b) de D.

U Os polinOmios sao funcdes continuas £m

U FuncoOes racionais também sao continuas para todos
0S pontos gue nao anulem o denominador.
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Continuidade

Exemplo 5 Calmﬂﬂ{ lim  (x%° — xy" + 3x + 2y).

x, y)—(1,2)

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 5 Calcule lim  (x%® — x%* + 3x + 2y).

(x,¥v)—(1,2)
Como f (x, y) = x*y* — xy* + 3x + 2y é um polindmio,

ela € continua em qual quer lugar, portanto podemos

calcular seu limite pela substituicio direta:

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 5 Calcule lim (23
x, y1—1,

Como f (x, y) = x*y* — xy* + 3x + 2y é um polindmio,

ela € continua em qual quer lugar, portanto podemos

calcular seu limite pela substituicio direta:

lim (x%? — 2324+ 3x+ 2v) =
{x,}l}—}(l,l}l( Y Y )

=122 =-13224+3-1+2-2

= 11

prof. Henrique A M Faria

X'yt + 3x + 2y).
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Continuidade

Exemplo 6 Onde a fungio f(x,y) = a

prof. Henrique A M Faria
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3 & continua?
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Exemplo 6 Onde a funcio f(x,y) = ; " iz é continua?

A funcio f € descontinua em (0, 0), pois ela nio esta definida
nesse ponto. Como f € uma funcio racional, ela € continua
em seu dominio,

D = {(x, y)IGx, y) # (0, 0)}.

prof. Henrique A M Faria 24



Continuidade )
3xty

Exemplo 8 Seja flx,y) =4 2%+ y?

0

o

prof. Henrique A M Faria

se (x,v) # (0,0)

se (x,)

= (0,0)
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Lontinuicaoce
LCONUINUICeOE -

3 se (x,y) # (0,0)
Exemplo 8 Seja flx,y) =4 2%+ y?

0 se (x,y) = (0,0)

o

J € continua para (x, y) # (0, 0), Do Exemplo 4, temos que

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 8 Seja flx,y) =

Y se (1, y) # (0, 0)
Iz -+ }11

0 se (x,y) = (0,0)

o

f € continua para (x, y) # (0, 0), Do Exemplo 4, temos que

3xty

lim f(x,y)= lim

{x, ) —=(0, 0 (x, v)—(0, 0) _1‘1 -+ ¥ 2

lim  f(x,y) =0 =f(0,0)

(x, v} —(0, )

prof. Henri

que A M Faria
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Continuidade )
3xty

Exemplo 8 Seja flx,y) =4 2%+ y?

0

o
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se (x,v) # (0,0)

se (x,)

= (0,0)
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