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» Nas funcdes com uma Unica varidvel diferenciavel, a
medida que damos zoom em torno de um ponto no
grafico esse grafico vai se tornando indistinguivel de

sua reta tangente.



» Nas funcdes com uma Unica varidvel diferenciavel, a
medida que damos zoom em torno de um ponto no
grafico esse grafico vai se tornando indistinguivel de
sua reta tangente.

» Neste caso, podemos aproximar a funcao por uma
funcao linear.

> Desenvolveremos ideias semelhantes em trés
dimensoes.



» Na funcao diferenciavel de duas varidveis a medida
gue damos zoom em torno de um ponto na
superficie essa superficie se aproxima de um plano.

» Esse plano préximo a um ponto é chamado de plano
tangente.



» Na funcao diferenciavel de duas varidveis a medida
gue damos zoom em torno de um ponto na
superficie essa superficie se aproxima de um plano.

» Esse plano préximo a um ponto é chamado de plano
tangente.

» Entdo, podemos aproximar a funcdo, nas
proximidades do ponto, por uma funcao linear de
duas variaveis.



» Supondo uma superficie S de equacao z = f(x, y).
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Supondo uma superficie S de equacao z = f (x, y).

Onde f tem derivadas parciais continuas de primeira
ordem.

Seja P(x,, Vo Z5) Uum ponto em S.

O plano tangente a superficie S no ponto P é
definido como o plano que contém as retas da
tangente T, e T, conforme a Figura 1.



N » A curva C, e C, sdo curvas
obtidas da interseccao

= dos planos verticaisy =y,
1

FIGURA 1
O plano tangente contém
as retas tangentes T, e 7.
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FIGURA 1

O plano tangente contém
as retas tangentes 7, e T,.

» A curva C, e C, sdo curvas
obtidas da interseccao
dos planos verticaisy =y
e X=X,

» T, eT,sdoas retas
tangentes as curvas C; e
C, no ponto P.
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FIGURA 1

O plano tangente contém
as retas tangentes 7, e T,.

» A curva C, e C, sdo curvas

obtidas da interseccao
dos planos verticaisy =y
ex=x,

T, e T, sao as retas
tangentes as curvas C, e
C, no ponto P.

O plano tangenteem P é
a melhor aproximacao
para a superficie Sem P.
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Definicao 2

Suponha que f tenha derivadas parciais continuas.

Uma equacio do plano tangente a supertficie z = f(x, v)

no ponto P(xo, yo, Zo) € dada por

z — 2o = fx(x0, yo)(x — x0) + fy(x0, Yo)(y — yo)

prof. Henrique A M Faria 1@
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Exemplo 1 Determine o plano tangente ao paraboloide eliptico
z = 2x* + y* no ponto (1, 1, 3).
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Exemplo 1 Determine o plano tangente ao paraboloide eliptico
z = 2x* + y* no ponto (1, 1, 3).

Solucao:
Seja f(x, y) = 2x* + y2. Entio
ﬁ(‘rr y) = 4x ﬁ-(ﬂ{‘, _}’) = 2y
f(1,1) =4 fi(1,1)=2
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Exemplo 1 Determine o plano tangente ao paraboloide eliptico
z = 2x* + y* no ponto (1, 1, 3).

Solucao:
Seja f(x, y) = 2x* + y2. Entio
ﬁ(‘f‘{", J*') = 4x ﬁ-(ﬂ{‘, _}’) = 2}’
f(1,1) =4 fi(l,1)=2

Portanto, por |2 | temos a equacido do plano tangente

em (1, I, 3) como

z—3=4x— 1D +20y— 1)
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Exemplo 1 Determine o plano tangente ao paraboloide eliptico
z = 2x* + y* no ponto (1, 1, 3).

Solucao:
Seja f(x, y) = 2x* + y2. Entio
Jilx, y) = 4x Slx,y) =2y

Portanto, por |2 | temos a equacio do plano tangente

em (1, 1, 3) como
z—3=4x—1)+ 2y — 1)

ou z=4x+2y—3
17



Plano tangente

Exemplo 1 - equagao do plano: z=4x+ 2y — 3

FIGURA 2 O paraboloide eliptico z = 2x> + y” parece coincidir com o

plano tangente quando damos zoom em torno de.(1, 1, 3).

Prof. Henriqgue A M Faria 18



Plano tangente

Exemplo 1 - equagao do plano: z=4x+ 2y — 3

FIGURA 2 O paraboloide eliptico z = 2x> + y” parece coincidir com o

plano tangente quando damos zoom em torno de.(1, 1, 3).
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Plano tangente

Exemplo 1 - equagao do plano: z=4x+ 2y — 3

FIGURA 2 O paraboloide eliptico z = 2x> + y” parece coincidir com o

plano tangente quando damos zoom em torno de.(1, 1, 3).
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Exemplo 1 - equagao do plano: z=4x+ 2y — 3

\\*
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FIGURA 3 Dando zoom em torno do ponto (1, 1) no mapa de contorno de f(x,y)=2x>+ y>

1

0.5
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Exemplo 1 - equagao do plano: z=4x+ 2y — 3
1.5 1

N, N

FIGURA 3 Dando zoom em torno do ponto (1, 1) no mapa de contorno de f(x,y)=2x>+ y>

0,5 0,8
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Exemplo 1 - equagao do plano: z=4x+ 2y — 3
1.5 1

N A

FIGURA 3 Dando zoom em torno do ponto (1, 1) no mapa de contorno de f(x,y)=2x>+ y>

1,

0,5 0,8 0,95
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» No exemplo 1 estudamos a funcao f(x, y) = 2x? + y2.

» Vimos que uma equacao do plano tangente ao
grafico ponto (1, 1, 3) é z = 4x +2y -3.
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» No exemplo 1 estudamos a funcao f(x, y) = 2x? + y2.

» Vimos que uma equacao do plano tangente ao
grafico ponto (1, 1, 3) é z = 4x +2y -3.

» Assim, esta funcao linear de duas varidveis é uma
boa aproximacao de f(x, y) quando (x, y) esta
proximo de (1, 1).
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No exemplo 1 estudamos a funcao f(x, y) = 2x% + y2.

Vimos que uma equacao do plano tangente ao
grafico ponto (1, 1, 3) é z = 4x +2y -3.

Assim, esta funcao linear de duas variaveis € uma
boa aproximacao de f(x, y) quando (x, y) esta
proximo de (1, 1).

Chamamos esta funcao de L(x, y) e denominamos
de aproximacao linear ou aproximacao pelo plano
tangente:

f,y)=Lx,y)=4x + 2y — 3
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No exemplo 1:

Por exemplo, no ponto (1,1, 0,95), a aproximacao linear fornece

f(1,1,095) = 4(1,1) + 2(0,95) — 3 = 3,3

28



No exemplo 1:

Por exemplo, no ponto (1,1, 0,95), a aproximacao linear fornece

S (1L,1,0,95) = 4(1,1) + 2(0,95) — 3 = 3,3

Proximo do valor verdadeiro de

f(1,1,0,95) = 2(1,1)2+ (0,95)> = 3,3225.
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No exemplo 1:

Por exemplo, no ponto (1,1, 0,95), a aproximacao linear fornece

f(1,1,0,95) = 4(1,1) + 2(0,95) — 3 = 3.3

Proximo do valor verdadeiro de

f(1,1,0,95) = 2(1,1)2+ (0,95)> = 3,3225.

Se tomarmos um ponto longe de (1, 1), como (2, 3),

L(2,3) =11, ao passo que f (2, 3) = 17.

=



Em geral, uma equacido do plano tangente ao grafico de

f de duas variaveis que tem derivadas parciais continuas

em um ponto (a, b, f (a, b)) €

2 =f(a,b) + fila, b)x — a) + fy(a, b)(y — b)
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Em geral, uma equacido do plano tangente ao grafico de

f de duas variaveis que tem derivadas parciais continuas

em um ponto (a, b, f (a, b)) €
2 =f(a,b) + fila, b)x — a) + fia, b)(y — b)

A funcao linear cujo grafico € esse plano tangente,

L(x,y) = f(a, b) + fi(a, b)(x — a) + fi(a, b)(y — b)
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Em geral, uma equacdo do plano tangente ao grafico de
f de duas variaveis que tem derivadas parciais continuas

em um ponto (a, b, f (a, b)) €
2 =F(a,b) + fila, b)(x — a) + fia, b)(y — b)

A funcdo linear cujo grafico € esse plano tangente,

L(x,y) = f(a, b) + fia, b)x — a) + fi(a, b)(y — b)

A aproximacao linear de fem (a, b) é

f,y)=fla,b) + fila, b)(x — a) + fy(a, b)(y — b)

55



» O que acontece se f, e f, ndo sdo continuas?
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» O que acontece se f, e f, ndo sdo continuas?

» Para evitar esse comportamento definimos a ideia
de funcao diferenciavel de duas variaveis.
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» O que acontece se f, e f, ndo sdo continuas?

» Para evitar esse comportamento definimos a ideia
de funcao diferenciavel de duas variaveis.

» Para uma funcdo de uma varidvel y = f(x) se x varia
de a para a + Ax o incremento de y sera:

Ay=fla+Ax)—f(a)
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» O que acontece se f, e f, ndo sdo continuas?

» Para evitar esse comportamento definimos a ideia
de funcao diferenciavel de duas variaveis.

» Para uma funcdo de uma varidvel y = f(x) se x varia
de a para a + Ax o incremento de y sera:

Ay=fla+Ax)—f(a)

» Se f é diferenciavel em a, entao:

Ay=f(a)Ax +eAx onde e >0quandoAx—0
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» Para uma funcdo de duas variaveis z = f(x, y) o
incremento correspondente a z é:

Az=fa+Ax.b+Ay)—f(a,b)

88



» Para uma funcao de duas varidveis z = f(x, y) o
incremento correspondente a z é:

Az=fa+Ax.b+Ay)—f(a,b)

» O incremento Az representa a variacao de valor de f
quando (x, y) varia de (a, b) para (a + Ax, b + Ay).
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» Para uma funcao de duas varidveis z = f(x, y) o
incremento correspondente a z é:

Az=fa+Ax.b+Ay)—f(a,b)

» O incremento Az representa a variacao de valor de f
quando (x, y) varia de (a, b) para (a + Ax, b + Ay).

» Utilizando-se destes conceitos podemos definir a
diferenciabilidade de uma funcao de duas variaveis.
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Definicao Se z = f(x, v), entdo f € diferenciavel em (a, b) se

A z puder ser expresso na forma
Az=fla,D)Ax + fi(a,D)Ay + e1Ax + gA y

onde &; ¢ £, —> 0 quando (A x, Ay) — (0, 0).

prof. Henrique A M Faria 41



Definicao Se z = f(x, v), entdo f € diferenciavel em (a, b) se

A z puder ser expresso na forma
Az=fla, D) Ax + fy(a,D)Ay + eilAx + &Ay

onde &; ¢ £, —> 0 quando (A x, Ay) — (0, 0).

» Uma funcao diferencidvel é aquela para a qual o
plano tangente aproxima bem o grafico de f perto
do ponto de tangéncia.

42



Teorema Se as derivadas parciais f; e f, existirem perto do
ponto (a, b) e forem continuas em (a, b), entao

f € diterenciavel em (a, b).
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Teorema Se as derivadas parciais f; e f, existirem perto do
ponto (a, b) e forem continuas em (a, b), entao

f € diterenciavel em (a, b).

Este teorema fornece a condicao suficiente
para a diferenciabilidade.
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Exemplo 2 Mostre que f (x, y) = xe¥ é diferencidvel em (1, 0) e
encontre sua linearizacdo ali. Em seguida, use a

linearizacdo para aproximar f (1,1, —0,1).
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Exemplo 2 Mostre que f (x, y) = xe¥ é diferencidvel em (1, 0) e
encontre sua linearizacdo ali. Em seguida, use a

linearizacdo para aproximar f (1,1, —0,1).
Solucao:

As derivadas parciais sao

filx,y) = e” + xye® . y) = x%e»
J{(1,0) =1 £(1,0) =1
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Exemplo 2 Mostre que f (x, y) = xe® € diferencidvel em (1, 0) e
encontre sua linearizacdo ali. Em seguida, use a

linearizacdo para aproximar f (1,1, —0,1).
Solucao:

As derivadas parciais sao

filx, y) = ¥ + xye® fx,y) = x%e
J(1,0) =1 £(1,0) =1

Tanto f; quanto f, sdo funcdes continuas; portanto,

f € diferenciavel pelo Teorema.
a7
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A linearizacao € dada por

Lix,y) = f(1,0) + £(1, 0)(x — 1) + f(1, 0)(y — 0)
=]l+1x—1H+1-y=x+y



Aproximacoes lineares Exemplo 2

A linearizacao € dada por

Lix,y) = f(1,0) + £(1, 0)(x — 1) + f(1, 0)(y — 0)
=]l+1x—1H+1-y=x+y

A aproximacao linear correspondente €
xe?=x+y  Assim,

f(l:-l:- _O:IJ == 1;1 — U'.l = ]
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Exemplo 2

A linearizacao € dada por

Lix,y) = f(1,0) + (1, 0)(x — 1) + f(1, 0)(y — O)
=]l+1x—DH+1-y=x+y

A aproximacao linear correspondente €
xe? =x +y  Assim,
f,1, =0,1)=1,1 —-0,1 =1
o valor real de f (1,1, —0,1) = 1,1 e *!! = 0,98542.
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» Estudar secao 14.4 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Diferenciais e funcdes de trés ou mais variaveis.
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. - | |
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0
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