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» A regra da cadeia para a funcdao de uma uUnica
variavel y = f(x) e x = g(t) foi definida como:
dy dy dx

dt  dx dt




» A regra da cadeia para a funcdao de uma uUnica
variavel y = f(x) e x = g(t) foi definida como:
dy dy dx

dr_Edr

» Para uma funcao f de mais de uma varidvel a regra
da cadeia tem muitas variacgoes.

» Cada variacao fornecerd uma regra de derivacao de
uma funcao composta.



» A regra da cadeia para a funcdao de uma uUnica
variavel y = f(x) e x = g(t) foi definida como:

dy dy dx
dt dx dt

» Para uma funcao f de mais de uma varidvel a regra
da cadeia tem muitas variacgoes.

» Cada variacao fornecerd uma regra de derivacao de
uma funcao composta.

» Vamos supor, para definir essas regras, que f seja
diferenciavel (f,, f, ... f, sdo continuas).



A Regra da Cadeia (Caso 1) Suponha que z = f (x, y) seja uma
funcao diferenciavel de x e y, onde x = g(f) e y = h(¢) sédo
fun¢des diferenciaveis de ¢. Entdo z € uma funcio
diferenciavel de r e

dz  of dx N af dy
dt ox dt dy dt

Prof. Henrique A M Faria 5



A Regra da Cadeia (Caso 1) Suponha que z = f (x, y) seja uma
funcao diferenciavel de x e y, onde x = g(f) e y = h(¢) sédo
fun¢des diferenciaveis de ¢. Entdo z € uma funcio
diferenciavel de r e

dz _ of dx 0 df dy

dt ox dt dy dt

Se escrevemos 0z/dx no lugar de df/dx.

podemos reescrever a Regra da Cadeia na forma

dz 9z dx . 0z dy
dt  ox dt dy dt
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Exemplo 1 Sez =x% + 3xy*, ondex =sen2tey = cost,
determine dz/dt quando t = 0O
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Exemplo 1l Sez = x* + 3xy* ondex = sen2tey = cost,

~ determine dz/dt quando t = 0O
Solucao:

A Regra da Cadeia fornece

dz 0z dx | 0z dy
dt ox dt dy dt
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Exemplo 1l Sez = x* + 3xy* ondex = sen2tey = cost,

~ determine dz/dt quando t = 0
Solucao:

A Regra da Cadeia fornece

dz dz dx dz dy
- ..l_. S

—

dt ax dt 9y di

dz |
= (2xy + 3yM(2 cos 2¢) + (2 + 12xy¥)(—sen 1)
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Exemplo 1l Sez = x* + 3xy* ondex = sen2tey = cost,

~ determine dz/dt quando t = 0
Solucao:

A Regra da Cadeia fornece

dz 0z dx n dz dy
dt ox dt dy df

dz |
— = (2xy + 3y")(2 cos 21) + (¥ + 12x9°)(—sen 1)

quandot = 0,temosx = sen0 =0ey =cos 0 = 1.
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Exemplo 1l Sez = x* + 3xy* ondex = sen2tey = cost,

~ determine dz/dt quando t = 0
Solucao:

A Regra da Cadeia fornece

dz 0z dx n dz dy
dt ox dt dy df

dz |
— = (xy + 3y)(2 cos 20) + ( + 12:0°)(—sen 1)

quandot = 0,temosx = sen0 =0ey =cos 0 = 1.

dz
= (0 + 3)(2cos0) + (0 + 0)(—sen0) = 6
4 =0
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A Regra da Cadeia (Caso 2) Suponha que z = f(x, y) seja uma

funcao diferenciavelde xe y,onde x = g(s,t) e y = h(s, 1)

sdo funcoes diferenciaveis de s e t. Entao
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A Regra da Cadeia (Caso 2) Suponha que z = f(x, y) seja uma

funcao diferenciavelde xe y,onde x = g(s,t) e y = h(s, 1)

sdo funcoes diferenciaveis de s e t. Entao

0z _ 0z 0x | 9z 3y
ds 0x ds dy ds

NN ZN )
ot  dx dr  QJy ot
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A Regra da Cadeia (Caso 2) Suponha que z = f(x, y) seja uma

funcao diferenciavelde xe y,onde x = g(s,t) e y = h(s, 1)

sdo funcoes diferenciaveis de s e t. Entao

z
0z dz ox dz dy oz /N oz
A A T ax / N dy
ads dx ads dy ds N
X y
€z _ oz ox , 92 O \ 9x &/ \ ¥
ot  dx ot  QJy ot \ o os / \ ot
\ \
[ S [
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Exemplo 2 Sez =e*seny,ondex = st*ey = s,

determine dz/0s e 0z/0t.

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 2 Sez = e¢*seny,onde x = st?ey = s,

determine dz/0s e 0z/0t.
Solucao:

Aplicando o Caso 2 da Regra da Cadeia, obtemos

0s 0x ds dy ds

0z 0z 0x dz dy
= +
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Exemplo 2 Sez = e¢*seny,onde x = st?ey = s,

determine dz/0s e 0z/0t.
Solucao:

Aplicando o Caso 2 da Regra da Cadeia, obtemos

0s 0x 0ds dy 0ds
= (e*sen y)(t*) + (e cos y)(2s1)

0z 0z 0x dz dy
= +
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Exemplo 2 Sez = e¢*seny,onde x = st?ey = s,

determine dz/0s e 0z/0t.
Solucao:

Aplicando o Caso 2 da Regra da Cadeia, obtemos

0s 0x ds dy ds
(e*sen y)(t*) + (e*cos y)(2st)

|

0z 0z 0x dz dy
+

|

2" sen(s%) + 2ste® cos(s?)

|
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z =e*seny,onde x = s’ ey = s,

dz 0z a.x+az dy

gt ox ar 9y ot
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Exemplo 2

P
Cel Ol

z =e*seny,onde x = s’ ey = s,

0z dz dx = 0Jz dy

ot ox 0Jt dy of
(e*sen y)(2st) + (e*cos y)(s?)
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Exemplo 2

z =e*seny,onde x = s’ ey = s,

dz 9z dx | dz dy

o  ax ot dy ot
= (e*seny)(2st) + (e*cos y)(s?)

= 2ste™ sen(s%) + s2* cos(s%)
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A Regra da Cadeia(Versao Geral) Suponha que u seja uma
funcdo diferencidvel de n variaveis xi, xp, . . . , X, onde
cada x; € uma funcao diferenciavel de m variaveis

f.ta, ..., . Entdo u € uma funcao de 1, 12, . . . , 1y €
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A Regra da Cadeia(Versao Geral) Suponha que u seja uma
funcdo diferencidvel de n variaveis xi, xp, . . . , X, onde
cada x; € uma funcao diferenciavel de m variaveis

f.ta, ..., . Entdo u € uma funcao de 1, 12, . . . , 1y €

ﬂ du  dxq du 0xs du dx,

—_— -

ot; 0x1 0f; dx, 0Of; 0x, Of;

paracada:=1,2,...,m.
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A Regra da Cadeia(Versao Geral) Suponha que u seja uma
funcdo diferencidvel de n variaveis xi, xp, . . . , X, onde
cada x; € uma funcao diferenciavel de m variaveis

f.ta, ..., . Entdo u € uma funcao de 1, 12, . . . , 1y €

ﬂ du  dxq du 0xs . du dx,

—_— -

ot; 0x1 0f; dx, 0Of; 0x, Of;

paracada:=1,2,...,m.
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Exemplo 3 Escreva a Regra da Cadeia para o caso onde

w=fy,z,)ex=x(u,v), y=yu,v),z=z(u,v)yet = t(u, v).
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Exemplo 3 Escreva a Regra da Cadeia para o caso onde

w=fy,z,)ex=x(u,v), y=yu,v),z=z(u,v)yet = t(u, v).

Solucao: Aplicamos o Teorema comn =4 em = 2.

ow Jw 0x Jw oy ow dz dw ot
— + + +

—
—

ol 0x du dy du dz du 0t du
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Exemplo 3 Escreva a Regra da Cadeia para o caso onde

W :f (J:, v, Z, f) eX = I(H, ’U)’ y = }’(Ha ﬂ), 7= Z(H, y) et = T(H, y)_

Solucao: Aplicamos o Teorema comn =4 em = 2.

—
—

ol 0x du dy du dz du 0t du

ow Jw 0x Jw oy ow dz dw ot
— + + +

dw dw o0x ow ady ow o0z ow ot
— + + +

—

ov 0x dv dy dv dz dv dt dv
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EX.:4 Seu=x% +y?z, ondex =rse,y =rs’¢e'ez=r’sent,

determine o valor de du/ds quandor = 2,5 = 1,1 = 0.
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EX.:4 Seu=x% +y?z, ondex =rse,y =rs’¢e'ez=r’sent,

determine o valor de du/ds quandor = 2, s = 1,1t = 0.

Soluggo:
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EX.:4 Seu=x% +y?z, ondex =rse,y =rs’¢e'ez=r’sent,

determine o valor de du/ds quandor = 2,5 = 1,1 = 0.

u

Solucao:

/

E L du ox x o a}? T ou 0z ros 1‘ ros .f ros ot
s 0x ds dy ds dz 0ds
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EX.:4 Seu=x% +y?z, ondex =rse,y =rs’¢e'ez=r’sent,

determine o valor de du/ds quandor = 2,5 = 1,1 = 0.

Solucao:

/

o du odx ol 6}? ou 0z r s t r s t r s t
— = + +

s 0x ds dy ds dz 0ds
= (4x°y)(re") + (x* + 2yz7)2rse™") + (3y*z*)(r*sen t)
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EX.:4 Seu=x% +y?z, ondex =rse,y =rs’¢e'ez=r’sent,

determine o valor de du/ds quandor = 2,5 = 1,1 = 0.

Solucao:

/

o du odx ol 6}? ou 0z r s t r s t r s t
— = + +

s 0x ds dy ds dz 0ds
= (4x°y)(re") + (x* + 2yz7)2rse™") + (3y*z*)(r*sen t)

Quandor =2, s = let=0,temosx =2,y =2¢z=0
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EX.:4 Seu=x% +y?z, ondex =rse,y =rs’¢e'ez=r’sent,

determine o valor de du/ds quandor = 2,5 = 1,1 = 0.

i

Solucao:

AN /NS

o du odx ol 6}? ou 0z r s t r s t r s t
— = + +

s 0x ds dy ds dz 0ds
= (4x°y)(re") + (x* + 2yz7)2rse™") + (3y*z*)(r*sen t)

Quandor =2, s = let=0,temosx =2,y =2¢z=0

% — (64)(2) + (16)4) + (0)(0) = 192
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Supomos que uma equacido da forma F(x, y) = 0 defina y

implicitamente como uma funcao diferenciavel de x, isto €,

y=f(x) onde F(x,f(x))=0
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Supomos que uma equacido da forma F(x, y) = 0 defina y

implicitamente como uma funcao diferenciavel de x, isto €,

y=fx)  onde F(x,f(x)) =0

Se F € diferenciavel, podemos aplicar a Regra da Cadeia

para diferenciar ambos os lados da equacio F(x, y) = (
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Supomos que uma equacio da forma F(x, y) = O defina y

implicitamente como uma funcio diferenciavel de x, isto &,

y=fx)  onde F(x,f(x))=0

Se F ¢ diferenciavel, podemos aplicar a Regra da Cadeia

para diferenciar ambos os lados da equacao F(x, y) =

of dx n oF dy — 0
dx dx dy dx
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dx/dx = 1, entdo se dF/dy # 0 resolvemos para dy/dx

oF dx N oF dy
ox dx dy dx

0

prof. Henrique A M Faria
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dx/dx = 1, entdo se dF/dy # 0 resolvemos para dy/dx

dF dx
_|_

ox dx

o

.1 dy F,

oF dy _ 0 — y _ 0x L

dy dx dx aF '
dy
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Exemplo 4 Determine y’ se x> + y° = 6xy.
Solucao:

Fx,y)=x+y — 6xy =0
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Exemplo 4 Determine y’ se x> + y° = 6xy.
Solucao:

Flx,y)=x+y’ — 6xy =0
dessa forma

dy — Fy 3.1:E~—6y_ x> — 2y

dx F,  3y2 — 6x y? — 2x

prof. Henrique A M Faria
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Suponha agora que z seja dado implicitamente como

uma funcdo z = f (x, y) por uma equa¢ao da forma

F(x,y,2) = 0

prof. Henrique A M Faria
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Suponha agora que z seja dado implicitamente como

uma funcdo z = f (x, y) por uma equa¢ao da forma

F(-xa ya Z) = 0

Isso significa que F(x, vy, f (x, y)) = O para todo (x, y)

no dominio de f.

prof. Henrique A M Faria
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Suponha agora que z seja dado implicitamente como

uma funcdo z = f (x, y) por uma equa¢ao da forma
F(x,y,2) =0

Isso significa que F(x, v, f (x, y)) = O para todo (x, y)

no dominio de f.

Se F e f forem diferenciaveis, utilizamos a Regra da Cadeia

JdF ox oF dy oF 0z
+ + =0
0xX 0x dy ox 0z dx

prof. Henrique A M Faria @4



d d
Mas, —(x) =1 e —(y) =0
0x ( ) ox ('})
portanto, essa equacao se torna
oF oF 0z
_I_
0x dz dx

prof. Henrique A M Faria
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9 J
Mas, —(x) =1 — =0
o (x) e o ()

portanto, essa equacio se torna oOF
oF dF o 5 —

ox dz ox ox oF

0z
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d 0
Mas, — (x) =1 —(v) =0
ox () - dx )

portanto, essa equacao se torna oOF
oF oF 0z 0z ox
- + i = 0 —) =" o
ox dz 0x 0x oF
0z
A foérmula para dz/0y € obtida de uma maneira semelhante.
oF
Jdz 0y
dy oF
0z

a7
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Diferenciacéo implicita

dz 0 |
Ex.: 5 Determine ‘e e BEY+EAtenz=1
ox  dy

\
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dz 0 |
Ex.: 5 Determine e se BHyYH+Ztengr=1
ox  dy

Solucao:
Seja F(x, v, z) = x>+ y*+ 22 + 6xyz — 1. Entao,

prof. Henrique A M Faria
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dz 0z |
Ex.: 5 Determine Pl PH+y+ 2+ 6z =1
X V

Solucao:
Seja F(x, y,z) = x>+ y* + 22 + 6xyz — 1. Entao,

dz  Fy 3x* + 6yz B x* 4+ 2yz

—

—_— —_—

0x F, 32 4+ Oxvy 2>+ 2xy

—_—
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dz 0z |
Ex.: 5 Determine Pl PH+y+ 2+ 6z =1
X V

Solucao:

Seja F(x, y,z) = x>+ y* + 22 + 6xyz — 1. Entao,

dz  Fy 3x* + 6yz B x* 4+ 2yz
0x F, 3z + 6xy 2>+ 2xy
dz  Fy, 3y + 6xz B y: 4+ 2xz
ay F; 3z% + 6xy 2+ 2xy
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» Estudar secado 14.5 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Derivadas direcionais e vetor gradiente.
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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