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» Lembremo-nos de que, se z = f (x, y) as derivadas
parciais f, e f, sao definidas como:

fxo + i, yo) — flxo, yo)

fe(xo, yo) = lim

h
- . fxe,yo + h) — f(x0, yo)
Sl yo) = jing h



» Lembremo-nos de que, se z = f (x, y) as derivadas
parciais f, e f, sao definidas como:

fxo + i, yo) — flxo, yo)
h

f(xo0, yo + 1) — f(x0, yo)
h

fe(xo, yo) = lim

fy(x0, yo) = lim
h—0

» Estas representam as taxas de variacdo de z nas
direcoes x e y.

» Ou seja, na direcao dos vetores de unitariosi e j.



» Suponha que queiramos determinar a taxa de
variagao de z em (x,, Y,) na direcdo de um vetor
unitario qualquer u = <a, b>.



» Suponha que queiramos determinar a taxa de

variagao de z em (x,, Y,) na direcdo de um vetor
unitario qualquer u = <a, b>.

» Devemos considerar a superficie S com equacao z =
f(x,y) e tomar z = f (xo, Yo).



» Suponha que queiramos determinar a taxa de

variagao de z em (x,, Y,) na direcdo de um vetor
unitario qualquer u = <a, b>.

» Devemos considerar a superficie S com equacao z =
f(x,y) e tomar z = f (xo, Yo).

» O plano vertical que passa por P(x,, Y,, Z,) ha diregao
de u intercepta S em uma curva C.



» Suponha que queiramos determinar a taxa de
variagao de z em (x,, Y,) na direcdo de um vetor
unitario qualquer u = <a, b>.

» Devemos considerar a superficie S com equacao z =
f(x,y) e tomar z = f (xo, Yo).

» O plano vertical que passa por P(x,, Y,, Z,) ha diregao
de u intercepta S em uma curva C.

» A inclinacdo da reta tangente Ta C em P é a taxa de
variacao de z na direcao de u.



07 é . portanto
Derivada direcional P'Q’ ¢ paralelo au e, p

ZA

Plxy, Yo» Zo)



07 é . portanto
Derivada direcional P'Q’ ¢ paralelo au e, p

ZA

P'Q' = hu = (ha. hb) Logo,




Derivada direcional

ZA

10

P'—Q:'; ¢ paralelo a u e, portanto
—

P'Q' = hu = (ha, hb) Logo,
X —xo=ha = x=2xy+ ha

Yy —Yo=hb w»y=y,+ hb



Derivada direcional P'Q’ é paralelo a u e, portanto

ZA

P@ = hu = (ha. hb) Logo.

X—xo=ha = x =xy+ ha

Yy = Yo=hb =y =yo+hb

portanto para alguma escalar h.

Az z— 2o _ f(xo + ha, yo + hb) — f(x0.v0)

i1 h h h



Definicao 2
A derivada direcionada de fem (xo, yo) na direcdo do

vetor unitdrio u = {a, b) &, se esse limite existir

f(.x:.;, + ha, yo + hb) — f(xo, yo)

:—‘r-[l h

D. f(x0, yo) =
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Definicao 2
A derivada direcionada de fem (xo, yo) na direcdo do

vetor unitdrio u = {a, b) &, se esse limite existir

(xo0 + ha, yo + hb) — f(xo, ¥
Du f(xo. y0) = lim L0 T 11, Yo hb) = f(xo, yo)

h—0 h
seu =1i=(l,0), entdo D, f = f.
eseu =j = (0, 1), entdo D; f = f,.
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Definicao 2
A derivada direcionada de fem (xo, yo) na direcdo do

vetor unitdrio u = {a, b) &, se esse limite existir

f(.x:.;, + ha, yo + hb) — f(xo, yo)

:—‘r-[l h

D. f(x0, yo) =

seu =1i=(l,0), entdo D, f = f.
eseu =j = (0, 1), entdo D; f = f,.

Em outras palavras, as derivadas parciais de f
relacionadas a x e y sdo apenas casos especiais
da derivada direcional.
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Derivada direcional Teorema 3

Se f € uma tuncao diterenciavel de x e y, entdo f

tem derivada direcional na direcao de qualquer
vetoru = {a, b) e

Dll f (I& }}) — ﬁ?(xr }?)ﬂ T f:llf(xﬁ }P)!:"
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Teorema 3

Se f € uma tuncao diterenciavel de x e y, entdo f

tem derivada direcional na direcao de qualquer
vetoru = {a, b) e

Dll f (I& }’) — f,;;(ﬁi, }")'ﬂ T f:llf(xﬁ }")b

Se o vetor unitario u faz um angulo # com o
eixo x positivo podemos escrever u = {cos 6, sen )

e a formula do Teorema 3 fica

D, f(x,y) = fi(x,y) cos® + f,(x,y) senf

prof. Henrique A M Faria 1@



Derivada direcional Exemplo 1

’L

Encontre a derivada direcional Dy f (x, y) se f(x, y) = x> — 3xy + 4y?

e u ¢ o vetor unitario dado pelo angulo 8 = #/6. Qual sera D, f (1, 2)?
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Derivada direcional Exemplo 1
Encontre a derivada direcional Dy f (x, y) se f(x, y) = x> — 3xy + 4y?

e u ¢ o vetor unitario dado pelo angulo 8 = #/6. Qual sera D, f (1, 2)?

T T
Dy f(x,y) = fi(x, y) cos 3 + fy(x, ¥) sen 3
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Derivada direcional Exemplo 1
Encontre a derivada direcional Dy f (x, y) se f(x, y) = x> — 3xy + 4y?

e u ¢ o vetor unitario dado pelo angulo 8 = #/6. Qual sera D, f (1, 2)?

T T
Dy f(x,y) = fi(x, y) cos 3 + fy(x, ¥) sen 3
3
= (3x* — 3y \2 —3x + 8y)3
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Derivada direcional Exemplo 1
Encontre a derivada direcional Dy f (x, y) se f(x, y) = x> — 3xy + 4y?

e u ¢ o vetor unitario dado pelo angulo 8 = #/6. Qual sera D, f (1, 2)?

T T
Dy f(xr _}’) - _ﬁ‘(xa _}’) COS E T ﬁ’(xa _}’) scn E
3
= (3x* — 3}?)% + (—3x + 8}?)%

_ %[3\/3_3:3 —3x + (8 — 3ﬁ)}’]
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Exemplo 1

Encontre a derivada direcional Dy f (x, y) se f(x, y) = x> — 3xy + 4y?

e u ¢ o vetor unitario dado pelo angulo 8 = #/6. Qual sera D, f (1, 2)?

(Il

Dy f(:‘:t- _}’) - _ﬁ-‘(xa _}’) COS E T ﬁ-‘(xa _}’) scn E

V3
)

_ %[3\/3_3:2 —3x + (8 — 3\5)}’]

= (3x* — 3y) + (—3x + 8}?)%

Duf(1,2) = 3[33/3 (1% = 3(1) + (8 — 33)(2)
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Derivada direcional Exemplo 1

A dervada direcional Dy f(1, 2)

ZA
representa a taxa de variacdo de z
na direcdo de u.
0 Y
, -] ) 4
(1,2,0) uk '
X T u
6
FIGURA 5
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Derivada direcional Exemplo 1

A dervada direcional D, f(1, 2)
ZA
representa a taxa de variacdo de z

na direcdo de u.

0 @

Isso € a Inclinacdo da reta da tangente

TII T 1

0 3.0 =g, "y paraa curva de interseccdo da
2 = N
X = - superficle z=x"— 3xy + &y’ e o
FIGURA 5 plano vertical por (1, 2, 0) na

direcdo de u.
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» A derivada direcional de f diferencidvel pode ser
escrita como o produto escalar de dois vetores:

Dy f(x,y) = fi(x, y)a + fi(x, y)b
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» A derivada direcional de f diferencidvel pode ser
escrita como o produto escalar de dois vetores:

Dll f (Ia }’) — ﬁ;(ﬂf, }’)ﬂ. + f;;(éf, }")b
— <f_;;(I, y)rf}.r’(xr }’)> ' <'ﬂ= b>
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» A derivada direcional de f diferencidvel pode ser
escrita como o produto escalar de dois vetores:

Dll f (Ia }’) — ﬁ;(ﬂi, }-’)ﬂ. + f::;(xp }")b
— <f_;;(I, y)rf}.r’(xr }’)> ' <'ﬂa b>
— <f_;;(I, y)rf}.r’(xr }’)> "u
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» A derivada direcional de f diferencidvel pode ser
escrita como o produto escalar de dois vetores:

Dll f (Ia }’) — ﬁ;(ﬂi, }-’)ﬂ. + f::;(xp }")h
— <]€;(I, y)rf}.r’(xr }’)> ' <'ﬂ= b>
— <]€;(I, y)rf}.r’(xr }’)> "u

» O primeiro vetor no produto escalar ocorre em
muitas outras situacoes.

» Assim, daremos a ele um nome especial: o
gradiente de /.
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Definicao 8

Se f € uma funcao de duas variaveis x e y, entao

o gradiente de f € a fungéo vetorial Vf definida por

of .
J

Vilx,y) = (filx, ), L(x,y)) = j—{:l i 9y

29



Definicao 8

Se f € uma funcao de duas variaveis x e y, entao

o gradiente de f € a fungéo vetorial Vf definida por

of .
J

Vilx,y) = (filx, ), L(x,y)) = j—{:l i 9y

Com a notac¢do de vetor gradiente, podemos reescrever

a Equacdo para a derivada direcional como

Dllf(xw y) — Vf(ﬂi?,, y) "u

30



Vetor gradiente Exemplo 2
Determine a derivada direcional da funcdo f (x, y) = x*y° — 4y

no ponto (2, —1) na direcao do vetor v = 2i + 3Jj.

a1



=Xid0)|Ig ulf@bﬂw Exemplo 2

Determine a derivada direcional da funcdo f (x, y) = x*y° — 4y
no ponto (2, —1) na direcao do vetor v = 2i + 3Jj.

vetor gradiente em (2, —1):

Vi (x,y) = 2xy’i + 3x%y* — 4)j
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Vetor gradiente Exemplo 2

Determine a derivada direcional da funcdo f (x, y) = x*y° — 4y
no ponto (2, —1) na direcao do vetor v = 2i + 3Jj.

vetor gradiente em (2, —1):
VF(x.y) = 2xy°1 + 3xH? — 4)j
ViR, —1)=—4i+ §j

EE



Vetor gradiente Exemplo 2
Determine a derivada direcional da funcdo f (x, y) = x*y° — 4y
no ponto (2, —1) na direcao do vetor v = 2i + 3Jj.
vetor gradiente em (2, —1):
Vi(x,y) = 200’1 + Bxy? — 4)j
ViR, —1)=—4i+ §j

v ndo € um vetor unitdrio, mas, como |v| = /29,
o vetor unitario na direcao de v €



('\T\ / dh = 0a e rae l & P )
WITEN e f :C)r{ = e Fe= W =\
W/ = L &L B & /J,‘J(,\ = k )
| A = W‘.;‘: il SVERITSLY \E =

S

Determine a derivada direcional da funcdo f (x, y) = x*y° — 4y
no ponto (2, —1) na direcao do vetor v = 2i + 3Jj.

vetor gradiente em (2, —1):

Vi, y) =201 + Bxh? — 4)j

V2. —1)= —4i1 + §j
v ndo € um vetor unitdrio, mas, como |v| = /29,
O vetor unitario na direcao de v €

v 2 5

v V29 0 /29!
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Y/ R [ S,
Vetor gradiente Exemplo 2

Portanto, pela Equacéo para a derivada direcional

D.f(2,—1)=Vf(2,—1) - u

prof. Henrique A M Faria
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Vetor gradiente Exemplo 2

Portanto, pela Equacio para a derivada direcional

D.f(2,—1)=Vf(2,—1) - u

—aivsp (i)

prof. Henrique A M Faria 3?



g 8 _ _ _a
W/ @ASPANIR @7 1792 (F (2 A\ rE)
W/ = L) =4 [ (o ‘\Q = W L

g ) (g By e Y S S BN 8 BN

VE Exemplo 2

Portanto, pela Equacio para a derivada direcional

D.f(2,—1)=Vf(2,—1)u

—aivsp (i)

—4-2+8-5 32

V29 V29

D.f(2,—1) =
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Funcoes de trés varigveis Definicio 10

A derivada direcionada de f em (xp, Vo, 20) na direcdo do
vetor unitario u = {a, b, ¢) € se esse limite existir

f(.lf[} + hﬂ: Yo + hb, Zo T+ hC) — f(.?{f(},yg, ZU)

D, f(xo0, yo0, z0) = gli:% ;

prof. Henrique A M Faria @@



Definicao 10

A derivada direcionada de f em (xp, Vo, 20) na direcdo do
vetor unitario u = {a, b, ¢) € se esse limite existir

f(xo + ha, yo + hb, zo + hc) — f(xo, yo, Z0)

Duf.(xﬂ'} }',[h ZU) - }IE}% h

Se usarmos a notacdo vetorial,

f(xo + hu) — f(xo)
h

D, f(x¢) = lim
h—0
onde Xg = {xo, yo) sSe 1 = 2 & Xo = {(Xo, Yo, Z0) S€ 1 = 3.

prof. Henrique A M Faria @1



Funcoes de trés variavels  Definigdio 13 e 14
Para uma fungdo f de trés variaveis, o vetor gradiente, €

Vf(x,y,2) = (filx, ¥, 2), f(x, ¥, 2), filx, ¥, 2))

Vf— <fx?fyﬂfz> ——i + a—f).] a_ik

ou

prof. Henrique A M Faria @2



Q &

Funcoes de trés varigveis Definicdo 13 e 14

Para uma fungdo f de trés variaveis, o vetor gradiente, €

VF(x, v, 2) = (felx, 3, 2), (%, ¥, 2), (X, ¥, 2))

Vf= {foly fr) = a:}:: + %J af

ou

Entdo, a derivada direcional pode ser reescrita como

Duf(x,y,2) = Vf(x,y,2) " u

prof. Henrique A M Faria @3



Fuhcoes de trés varigveis Exemplo 3

Se f (x, y,z) = x sen yz,
(a) determine o gradiente de f e

(b) determine a derivada direcional de fem (1, 3, 0) na
direciodev =i + 2j — k.

prof. Henrique A M Faria M



Fuhcoes de trés varigveis Exemplo 3

Sef(x,y,z) = Xxsenyz,
(a) determine o gradiente de f e

(b) determine a derivada direcional de fem (1, 3, 0) na
direciodev =i + 2j — k.

Solucao
(a) O gradiente de f €
Vf(x, 3, 2) = (flx, 3, 2), f(x, p, 2), (3, 3, 2))

prof. Henrique A M Faria 45



Funcoes de trés varigveis

Sef(x,y,z) = Xxsenyz,
(a) determine o gradiente de f e

Exemplo 3

(b) determine a derivada direcional de fem (1, 3, 0) na

direciodev =i + 2j — k.

Solucao

(a) O gradiente de f €

Vf (x, v, 2) = {filx, ¥, 2, /X, ¥, 2), folx, ¥, 2))

= (sen yz, Xz COS Yz, Xy COS yz)

prof. Henrique A M Faria
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Funcoes de trés variaveis
(b) No ponto (1, 3, 0) temos
V£ (1, 3, 0) = (0, 0, 3).

Exemplo 3

a7



Funcoes de trés varigveis Exemplo 3
(b) No ponto (1, 3, 0) temos

O vetor unitdrio na direcdo de v=1+ 2] —k ¢

2
g —

VRN




(b) No ponto (1, 3, 0) temos

Vf (1, 3, 0) = (0, 0, 3).

Exemplo 3

O vetor unitdrio na direcdo de v=1+ 2] —k ¢

1

| 2
12
Y N E RN

Portanto, D, f(1,3,0) = Vf(1,3,0) - u



Exemplo 3
(b) No ponto (1, 3, 0) temos
Vf (1, 3, 0) = (0, 0, 3).
O vetor unitdrio na direcdo de v=1+ 2] —k ¢
l 2 1
u= \/g i+ ﬁ‘] — f k

Portanto, D, f(1,3,0) = Vf(1,3,0) - u

:31“(}'*7“%“)
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Exemplo 3
(b) No ponto (1, 3, 0) temos
Vf (1, 3, 0) = (0, 0, 3).

O vetor unitdrio na direcdo de v=1+ 2] —k ¢
l N 2 1

u = i+ —F—)— —F/—

Jo Vel e

Portanto, D, f(1,3,0) = Vf(1,3,0) - u

12
=3k'(75'+75ﬂ‘“7€k)
Dof(1,3,00=3( ——=) = = |~
uf(:-ﬂ. )_ ‘\/E T 2

51



» Estudar secdo 14.6 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Maximizacao da derivada direcional.
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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