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» Suponha uma funcao f de duas ou trés variaveis.

> Consideremos todas as derivadas direcionais
possiveis de f em um ponto determinado.



» Suponha uma funcao f de duas ou trés variaveis.

> Consideremos todas as derivadas direcionais
possiveis de f em um ponto determinado.

» Em qual dessas direcdoes f varia mais rapidamente?

» Qual a taxa maxima de variacao?
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Suponha uma funcao f de duas ou trés variaveis.

Consideremos todas as derivadas direcionais
possiveis de f em um ponto determinado.

Em qual dessas direcdes f varia mais rapidamente?
Qual a taxa maxima de variacao?

As respostas a essas perguntas sao dada pelo
seguinte teorema.



Teorema 15

Suponha que f seja uma funcao diferenciavel de duas ou
trés variaveis. O valor maximo da derivada direcional D, f (x) &

IVf (%)l

¢ ocorre quando u tem a mesma dire¢do do vetor gradiente Vf (x).
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Maximizando a derivada direcional

Demonstracao do Teorema 15

D.f=Vf-u
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Maximizando a derivada direcional

Demonstracao do Teorema 15

Dyf=Vf-u 6 € o angulo entre Vfe u.
= |Vf ||u| cos 6
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Maximizando a derivada direcional

Demonstracao do Teorema 15
Duf=Vf-u B € o angulo entre Vfe u.

= |Vf||ual| cos @
= |Vf|cosf
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Maximizando a derivada direcional
Demonstracao do Teorema 15
Duf=Vf-u 6 € o dngulo entre Vfe u.

= |Vf||lul cos 6 O valor maximo de cos 8 € 1

= |Vf| cos 6 e isso ocorre quando 6 = 0.
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Izando a derivada direcional

<
D)
=3
3
=

Demonstracao do Teorema 15

D.f=Vf-u 6 € o dngulo entre Vfe u.
= |Vf||u| cos 6 O valor maximo de cos 6 € 1
= |Vf| cos 6 e isso ocorre quando 6 = 0.

Logo, o valor maximo de Dy f € |Vf| e ocorre quando 8 = 0,

ou seja, quando u tem a mesma direcdo que VY.
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Maximizando a derivada direcional
Se f(x, y) = xe, Exemplo 1

[
=

(a) determine a taxa de variaciio de f no ponto P(2, 0)
na direcdo de P a Q@, 2).
(b) Em que direcdo f tem a maxima taxa de varia¢ao?

Qual € a maxima taxa de variacao?
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Maximizando a derivada direcional
Se f(x,y) = xe, Exemplo 1

fm

(a) determine a taxa de variaciio de f no ponto P(2, 0)
na direcdo de P a Q(3, 2).

(b) Em que direcdo f tem a maxima taxa de varia¢ao?
Qual € a maxima taxa de variacao?

Solucao
(a) o vetor gradiente:

Vi (x,y) = (fo /i) = (& xe&)
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Maximizando a derivada direcional
Se f(x,y) = xe, Exemplo 1

fm

(a) determine a taxa de variaciio de f no ponto P(2, 0)
na direcdo de P a Q(3, 2).

(b) Em que direcdo f tem a maxima taxa de varia¢ao?
Qual € a maxima taxa de variacao?

Solucao
(a) o vetor gradiente:

Vi, y) = (fu i = (exe’) & Vf(2,0) =(1,2)
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Maximizando a derivada direcional
Se f(x,y) = xe, Exemplo 1
(a) determine a taxa de variaciio de f no ponto P(2, 0)

na direcdo de P a Q(3, 2).
(b) Em que direcdo f tem a maxima taxa de varia¢ao?
Qual € a maxima taxa de variacao?
Solucao
(a) o vetor gradiente:
Vf(x,y) = (fufy) = (e xe’) & Vf(2,0) =(1,2)
s e v | . 3 4
O vetor unitdrio na diregcdo PO = (—1,5,2)éu = (-— s, =
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Maximizando a derivada direcional Ex. 1

logo a taxa de variacdo de f na direcdo que vaide Pa Q €

Duf(2,0)=Vf(2,0) - u=(1,2) - (—%3)
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Maximizando a derivada direcional Ex. 1

logo a taxa de variacdo de f na direcdo que vaide Pa Q €
4

Duf(2,0)=Vf(2,0)-u=(1,2)(—3,5)
=1(—3 +26) =1
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Ex. 1

logo a taxa de variacdo de f na direcdo que vaide Pa Q €
Duf(2,0)=Vf(2,0)ru=(1,2) (= 5,5)
=1(=35) +26) =1
(b) De acordo com o Teorema 15, f aumenta

mais depressa na dire¢cao do gradiente

VF(2,0) = (1, 2).

prof. Henrique A M Faria 1?



Ex. 1

logo a taxa de variacdo de f na direcdo que vaide Pa Q €
Duf(2,0)=Vf(2,0)-u=(1,2)(—3,5)
=1(=35) +26) =1
(b) De acordo com o Teorema 15, f aumenta
mais depressa na dire¢cao do gradiente
Vi (2,0) = (1, 2).
A taxa maxima de variagao €

V£ (2,0)] = [(1,2)] =A5
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» Suponha que S seja a superficie com a equacao
F(x, v, z) = k. (superficie de nivel de F).

» Seja P(xg, Yo, Zp) um ponto de S.

20



» Suponha que S seja a superficie com a equacao
F(x, v, z) = k. (superficie de nivel de F).

» Seja P(xg, Yo, Zp) um ponto de S.

» Seja C qualquer curva na superficie S e que passe
pelo ponto P.
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» Suponha que S seja a superficie com a equacao
F(x, v, z) = k. (superficie de nivel de F).

» Seja P(xg, Yo, Zp) um ponto de S.

» Seja C qualquer curva na superficie S e que passe
pelo ponto P.

» A curva C é descrita por uma funcdao vetorial
continua r(t) = < x(t), y(t), z(t) >.

> Sejar(ty) = <Xy, Yo, 25>
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» Como C pertence a S, qualquer ponto precisa
satisfazer a equacao de S, ou seja:

F(x(t),y(t),z(t)) =k
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» Como C pertence a S, qualquer ponto precisa
satisfazer a equacao de S, ou seja:

F(x(t),y(t),z(t)) =k

» Se F, x(t), y(t) e z(t) sdao funcdes diferencidveis
podemos diferenciar a Equacao em ambos os lados.
oF dx oF dy 0F dz
0x dt 0y dt az dt
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» Como C pertence a S, qualquer ponto precisa
satisfazer a equacao de S, ou seja:

F(x(t),y(t),z(t)) =k

» Se F, x(t), y(t) e z(t) sdao funcdes diferencidveis
podemos diferenciar a Equacao em ambos os lados.
oF dx oF dy 0F dz
0x dt 0y dt az dt

» Mas VF =(F,F,F,)er'(t) = (x'(t),y (t),z'(t))

VF-r'(t) =0
25



» Em particular, se t = t, temos r(t,) =< X, Yo, 2>

VE (Xo Yo, 2o) " T'(t) = 0
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» Em particular, se t = t, temos r(t,) =< X, Yo, 2>

VE (Xo Yo, 2o) " T'(t) = 0

» A Ultima equacdo
nos diz que o vetor
gradiente em P
VF (X0, Yor Zo) €
perpendicular ao
vetor tangente

r'(t,).

27



Planos tangentes as curvas de nivel

» Em particular, se t = t, temos r(t,) = < Xy, Yo, Zg>:

VE (%o Yo, 20) "1 (to) = 0

» A ltima equagdo VF (X0, Yo: Z0)

nos diz que o vetor
gradiente em P
VF (X0, Yor Zo) e
perpendicular ao
vetor tangente
r'(t,). x

plano tangente

/
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> E natural definir o plano tangente a superficie de
nivel F(x,y,z) =k em P(Xy, Yo Z5) cOMo o plano
que passa por P e tem vetor normal VF(x,, Yq, Zo)-

29



> E natural definir o plano tangente a superficie de
nivel F(x,y,z) =k em P(Xy, Yo Z5) cOMo o plano
que passa por P e tem vetor normal VF(x,, Yq, Zo)-

» Utilizando a equacdo geral do plano:

Fi(xo, Yo, Zo)(x — Xo) + Fy(xo, Yo, 20)(y — Yo) + Fi(xo0, Yo, 20)(z — 20) = 0

30



> E natural definir o plano tangente a superficie de
nivel F(x,y,z) =k em P(Xy, Yo Z5) cOMo o plano
que passa por P e tem vetor normal VF(x,, Yq, Zo)-

» Utilizando a equacdo geral do plano:

Fi(xo, Yo, Zo)(x — Xo) + Fy(xo, Yo, 20)(y — Yo) + Fi(xo0, Yo, 20)(z — 20) = 0

» Areta normal aSem P é a reta passando através de
P e perpendicular ao plano tangente, assim:

X — Xo o VYV = VMo o Z — Z0
F_-.;(J:[}, }"ﬂa Z‘D) FJ’(*KG:' }"Ga Eﬂ) FE(*xﬂa }"ﬂa Z‘D)

a1
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Planos tangentes as curvas de nivel  Ex. 2

Q

Determine as equac¢des do plano tangente e da
reta normal no ponto (—2, 1, —3) ao elipsoide

x? N &
+ ? = 3
Solucao
O elipsoide € a superficie de nivel (com k = 3) da funcao
2 2
F(x,y,z) = ——I-y +E
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Planos tangentes as curvas de nivel Ex. 2

Determine as equac¢des do plano tangente e da
reta normal no ponto (—2, 1, —3) ao elipsoide

2 2
X z
2 + ? — 3
Solucao
O elipsoide € a superficie de nivel (com k = 3) da funcao
2 2
F(x,y,z) = ——I-y +E
FI(I, }’: E’) - i
F.(—2,1,-3) = —
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Ex. 2

Determine as equac¢des do plano tangente e da

reta normal no ponto (—2, 1, —3) ao elipsoide
x* N &
+y "+ —=3
9

Solucao

O elipsoide € a superficie de nivel (com k = 3) da funcao

2 2

X z
F(x,y,z) = " + y* + )

X

FI(-L }"3 E) — 5 FJ’(Ia }"a E) — 2}’

Fi(—=2,1,-3)=—1 F(-2,1,-3)=2



Ex. 2

Determine as equac¢des do plano tangente e da
reta normal no ponto (—2, 1, —3) ao elipsoide

x? N &
-+ y + — =13
~ 9
Solucao
O elipsoide € a superficie de nivel (com k = 3) da funcao
2 2
Flx,y,z) =—+ y* + —
(xy,2) ==+ 3"+
X 2
FI(Ij }?, f) = 5 Fy(}}f? }?’ 2) = 2}! Fz(_x? };? Z) = ?2'

F(=2,1,-3)=—1 F(-2,1,-3)=2 F,(-2,1,-3) = —

2

3



Planos tangentes as curvas de nivel

Entdo, a equacao do plano tangente no
ponto (—2. 1, —3) ¢
—1lx+2)+2y— 1) —3(z+3)=0

36 prof. Henrique A M Faria
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Planos tangentes as curvas de nivel

Entdo, a equacao do plano tangente no
ponto (—2, 1, —3) ¢
—lx+2)+2(y— 1) —2(z+3)=0

3x — 6y + 2z + 18 = 0.

27 prof. Henrique A M Faria
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Planos tangentes as curvas de nivel

Entdo, a equacao do plano tangente no
ponto (—2, 1, —3) ¢
—lx+2)+2(y— 1) —2(z+3)=0

3x — 6y + 2z 4+ 18 = 0.

as equacoes simeétricas da
reta normal sao
x+2 73— Z2 %S

—1 2 —3
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Planos tangentes as curvas de nivel

Entdo, a equacao do plano tangente no

ponto (—2, 1, —3) ¢

Ex. 2

—1lx+2)+2— 1) —3(z+3)=0

3x — 6y + 2z + 18 = 0.

as equacoes simeétricas da
reta normal sao

x+2 3—1 z'F S
—1 2 —3
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» Se considerarmos uma funcao f de duas variaveis e
um ponto P(x,, Y,) em seu dominio.

» O vetor gradiente Vf(x,, Yy, da a dire¢gao de um
aumento mais rapido de f.

a1,



» Se considerarmos uma funcao f de duas variaveis e
um ponto P(x,, Y,) em seu dominio.

» O vetor gradiente Vf(x,, Yy, da a dire¢gao de um

aumento mais rapido de f.
4 Vf(xg ¥o)

» Pode ser mostrado \ /

que Vf(xy Yo) e

i A P(x,. vy)
perpendicular a curva
de nlvel f(X, y) = k C\FII‘E-‘&II{']L? n[\:'-;]
gue passa por P, flx,y)=k

49 FIGURA 11
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mportancia do vetor gradie
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» Em um mapa topogrifico de um morro se

f(x, y) representar a altura acima do nivel do mar
do ponto de coordenadas (x, vy).

curva de
maior
crescimento 100

FIGURA 12

prof. Henrique A M Faria
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» Em um mapa topogrifico de um morro se
f(x, y) representar a altura acima do nivel do mar
do ponto de coordenadas (X, y).

curva de
maior
crescimento

FIGURA 12

>

prof. Henrique A M Faria

A curva de aclive
maximo pode ser
desenhada como na
Figura 12 utilizando
0 conceito do vetor
gradiente.



» Para uma funcgdo f(x, y, z) e P(xy, Yo Zp) €M seu
dominio. Temos duas propriedades relevantes:
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» Para uma funcgdo f(x, y, z) e P(xy, Yo Zp) €M seu
dominio. Temos duas propriedades relevantes:

1. O vetor gradiente Vf(x,, Yo, 2Z,) da a diregao
de um aumento mais rapido de f.
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» Para uma funcgdo f(x, y, z) e P(xy, Yo Zp) €M seu
dominio. Temos duas propriedades relevantes:

1. O vetor gradiente Vf(x,, Yo, 2Z,) da a diregao
de um aumento mais rapido de f.

2. O vetor gradiente Vf(x,Y, 2,) € ortogonal
a superficie de nivel S de f no ponto P.
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» Para uma funcgdo f(x, y, z) e P(xy, Yo Zp) €M seu
dominio. Temos duas propriedades relevantes:

1. O vetor gradiente Vf(x,, Yo, 2Z,) da a diregao
de um aumento mais rapido de f.

2. O vetor gradiente Vf(x,Y, 2,) € ortogonal
a superficie de nivel S de f no ponto P.

v' Quando nos afastamos de P em uma superficie de
nivel S, o valor da funcao f nao se altera.

v’ Parece razoavel que, se nos movermos em uma
direcao perpendicular, obteremos o maior aumento.



» Estudar secdo 14.6 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

> Valores de maximo e de minimo.
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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