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» Um dos principais usos da derivada ordinaria é na
determinacao dos valores maximo e minimo.

» Nesta aula veremos como usar as derivadas parciais
para localizar os pontos de maximo e minimo de
uma funcao de duas variaveis.



Um dos principais usos da derivada ordinaria é na
determinacao dos valores maximo e minimo.

Nesta aula veremos como usar as derivadas parciais
para localizar os pontos de maximo e minimo de
uma funcao de duas variaveis.

Este conceito pode ser usado para maximizar ou
minimizar dimensdes de objetos ou relacdes de
dependéncia.

Por exemplo, maiores volumes de embalagens
gastando a menor quantidade de material.



Valores de maxino e minimo

» Na Figura 1 existem
dois pontos (a, b) nos
4 Miximo quais f tem um
maximo local.

Minimo W
absoluto

FIGURA 1
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Valores de maxino e minimo

» Na Figura 1 existem
dois pontos (a, b) nos
A o .
i Maximo quais ftem um
absoluto .
maximo local.

> O maior destes dois
valores é o maximo
absoluto.

Minimo WA
absoluto

FIGURA 1
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Valores de maxinio @ miniio

» Na Figura 1 existem
dois pontos (a, b) nos

Miximo quais f tem um
absoluto

Miximo i maximo local.
local

> O maior destes dois
valores é o maximo
absoluto.

» Esta funcdo f tem dois
minimos locais onde
f (a, b) € menor que os
valores proximos.
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Valores de maxino e minlmoe  Definigdo 1

Uma func¢do de duas varidveis tem um maximo local
em (a, b) se

f(x,v)=<f(a, b) quando (x, y) esta proximo de (a, b.)



Definicao 1
Uma fung¢do de duas varidveis tem um maximo local
em (a, b) se
f(x,v)=<f(a, b) quando (x, y) estd proximo de (a, b.)

Isso significa que f (x, ¥) =< f (a, b) para todos os pontos (x, y)
em alguma bola aberta com centro (a, b).

O numero f(a, b) é chamado valor maximo local.



Definicao 1
Uma fung¢do de duas varidveis tem um maximo local

em (a, b) se

f(x,y) =<f(a, b) quando (x, y) estd préximo de (a, b.)

Isso significa que f (x, ¥) =< f (a, b) para todos os pontos (x, y)
em alguma bola aberta com centro (a, b).

O numero f(a, b) € chamado valor maximo local.

Se f(x,y) =f(a,b) quando (x, y) esta proximo de (a, b.)

entdo ftem um minimo local em (a, b) e f (a, b)

¢ um valor minimo local.



Valores de maximo e miniime Defini¢do 1

Se as inequagodes da Definicdo 1 valerem para todos

os pontos (x, y) do dominio de f, entdo f tem um

maximo absoluto (ou minimo absoluto) em (a, b).
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Definicao 1

Se as inequagodes da Definicdo 1 valerem para todos

os pontos (x, y) do dominio de f, entdo f tem um

maximo absoluto (ou minimo absoluto) em (a, b).

Teorema 2

Se f tem um maximo ou minimo local em (a, b) e

as derivadas parciais de primeira ordem de f existem
nesses pontos, entao

fla,b) = 0efia, b) = 0.
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» A interpretacao geomeétrica do Teorema 2 é que o

grafico de f tem um plano tangente em um maximo
ou minimo local.

» Portanto, o plano tangente deve ser horizontal.

12



» A interpretacao geomeétrica do Teorema 2 é que o
grafico de f tem um plano tangente em um maximo
ou minimo local.

» Portanto, o plano tangente deve ser horizontal.

» Se impusermos f, (a, b) = 0 e f, (@, b) = 0 na
equacao do plano tangente:

z — zo = fulx0, Yo)(x — x0) + fi(x0, Yo)(yy — Yo)
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» A interpretacao geomeétrica do Teorema 2 é que o
grafico de f tem um plano tangente em um maximo
ou minimo local.

» Portanto, o plano tangente deve ser horizontal.

» Se impusermos f, (a, b) = 0 e f, (@, b) = 0 na
equacao do plano tangente:

z — 20 = ()6, yo)(x — x0) + f,(36, yo)(y — Yo)

— —

L — -uﬂ
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» Um ponto (a, b) é chamado ponto critico (ou ponto
estacionario) de fse f, (a,b)=0ef, (a, b) = 0.
» Ou se uma das derivadas parciais nao existir.

15



» Um ponto (a, b) é chamado ponto critico (ou ponto
estacionario) de fse f, (a,b)=0ef, (a, b) = 0.
» Ou se uma das derivadas parciais nao existir.

» O Teorema 2 diz que se f tem um maximo ou
minimo local em (a, b), entao (a, b) € um ponto
criticode f.
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YV VY

Um ponto (a, b) é chamado ponto critico (ou ponto
estacionario) de fse f, (a,b)=0ef, (a, b) = 0.
Ou se uma das derivadas parciais nao existir.

O Teorema 2 diz que se f tem um maximo ou
minimo local em (a, b), entao (a, b) € um ponto
criticode f.

No entanto, nem todos os pontos criticos originam
mMaximos ou minimos.

Em um ponto critico, f pode ter um maximo local
ou um minimo local, ou ainda nenhum dos dois.
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Valores de maximo e minimo Exemplo 1

Sejaf(x,y) =x*+y"—2x — 6y + 14
Determine se ha pontos de minimo ou de maximo.
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Valores de maxinmo e minimo Exemplo 1
Sejaf(x,y) =x*+y"—2x — 6y + 14
Determine se ha pontos de minimo ou de maximo.
Solucao:
filx,y) =2x — 2
Hlx,y) =2y — 6
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Valores de maxinmo e minimo Exemplo 1
Sejaf(x,y) =x*+y"—2x — 6y + 14
Determine se ha pontos de minimo ou de maximo.
Solucao:

filx,y)=2x—2 sdonulas quandox=1¢ y =3
£,y) =2y — 6 portanto, o Unico ponto critico € (1, 3)
RS
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Exemplo 1
Sejaf(x,y) =x*+y"—2x — 6y + 14
Determine se ha pontos de minimo ou de maximo.
Solucao:
filx,y)=2x—2 sdonulas quandox=1¢ y =3
£ y) =2y — 6 portanto, o Unico ponto critico € (1, 3)
Completando os quadrados, achamos

fx,y =4+ x— 1?2+ (y — 3)
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Exemplo 1
Sejaf(x,y) =x*+y"—2x — 6y + 14
Determine se ha pontos de minimo ou de maximo.
Solucao:
filx,y)=2x—2 sdonulas quandox=1¢ y =3
£ y) =2y — 6 portanto, o Unico ponto critico € (1, 3)

Completando os quadrados, achamos
Fooy) =4+ (@ — 12+ (y — 3)2

Jique (x — 1)?=0e(y —3)?=0, temos f (x,y) =4
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Exemplo 1
Sejaf(x,y) =x*+y"—2x — 6y + 14
Determine se ha pontos de minimo ou de maximo.
Solucao:
filx,y)=2x—2 sdonulas quandox=1¢ y =3
£ y) =2y — 6 portanto, o Unico ponto critico € (1, 3)

Completando os quadrados, achamos
f,y)=4+x— 1>+ (y —3)?
Jique (x — 1)?=0e(y —3)?=0, temos f(x,y) =4

Logo, f(1,3) =4 ¢ um minimo local.
23



Valores de maximo e miniimo Exemplo 1

ZA

ponto critico
(1,3)

(1,3, 4)

b 4

S

FIGURA2 z=x*+y*—2x—6y+ 14
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Valores de maximo e minimo Exemplo 2

Determine os valores extremos de f (x,y) = y* — x*
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Valores de maximo e minimo Exemplo 2

Determine os valores extremos de f (x,y) = y* — x*
Solucao:

Como f, = —2xef, = 2y, o Unico ponto critico € (0, 0).
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Valores de maximo e minimo Exemplo 2

Determine os valores extremos de f (x,y) = y* — x*

Solucao:
Como f, = —2xef, = 2y, o unico ponto critico € (0, 0).

para os pontos sobre o eixo x, temos y = 0, portanto
fx,y) = —x><< 0 (se x # 0).
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Valores de maximo e minimo Exemplo 2
Determine os valores extremos de £ (x, y) = y* — x°
Solucao:
Como f, = —2xef, = 2y, o unico ponto critico € (0, 0).
para os pontos sobre o eixo x, temos y = 0, portanto
fx,y)= —x2<0(sex # 0).

para os pontos sobre o eixo y, temos x = 0,
fx,y) =y*>0(sey #0).
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Exemplo 2

Determine os valores extremos de f (x,y) = y* — x*

Solucao:
Como f, = —2xef, = 2y, o unico ponto critico € (0, 0).
para os pontos sobre o eixo x, temos y = 0, portanto
fx,y) = —x*<0(sex #0).

para os pontos sobre o eixo y, temos x = 0,
f@,y)=y*>0(sey #0).

Entao, f (0, 0) = 0 nédo pode ser um valor extremo de f,

portanto f ndo tem valor extremo.
29



Valores de maximo e minimo Exemplo 2

FIGURA3 z=y>— 2

(0, 0) € chamado ponto de sela de f.
30



Teste da derivada segunda

Suponha que as segundas derivadas parciais de f
sejam continuas em uma bola aberta com centro

em (a, b), e suponha que f.(a,b) =0 e fy(a,b) =0
| (a, b) € um ponto critico de f ].

a1



Teste da derivada segunda

Suponha que as segundas derivadas parciais de f
sejam continuas em uma bola aberta com centro

em (a, b), e suponha que f.(a,b) =0 e fy(a,b) =0
| (a, b) € um ponto critico de f]. Seja

D = D(a, b) = fula, b) fiy(a, b) — [ fola, b)]?
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Teste da derivada segunda

Suponha que as segundas derivadas parciais de f
sejam continuas em uma bola aberta com centro

em (a, b), e suponha que f.(a,b) =0 e fy(a,b) =0
| (a, b) € um ponto critico de f]. Seja

D = D(a, b) = fula, b) fy(a, b) — [ fula, b)]*

(a) Se D > 0 ¢ fula, b) > 0, entdo f (a, b) € um minimo local.

EE



Teste da derivada segunda

Suponha que as segundas derivadas parciais de f
sejam continuas em uma bola aberta com centro

em (a, b), e suponha que f.(a,b) =0 e fy(a,b) =0
| (a, b) € um ponto critico de f]. Seja

D = D(a, b) = fula, b) fy(a, b) — [ fula, b)]*

(a)Se D > 0e¢ fula, b) > 0, entdo f (a, b) € um minimo local.
(b) Se D > 0 ¢ fula, b) <0, entdo f (a, b) € um maximo local.



Teste da derivada segunda

Suponha que as segundas derivadas parciais de f
sejam continuas em uma bola aberta com centro

em (a, b), e suponha que f.(a,b) =0 e fy(a,b) =0
| (a, b) € um ponto critico de f]. Seja

D = D(a, b) = fula, b) fy(a, b) — [ fula, b)]*

(a) Se D > 0 e fula, b) > 0, entdo f (a, b) € um minimo local.
(b) Se D > 0 e f.(a, b) <0, entdo f (a, b) € um maximo local.

(c) Se D < 0, entao f (a, b) ndo € minimo local nem maximo local.
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Teste da derivada segunda

OBSERVACAO0 1 No caso (c¢) o ponto (a, b) € chamado
ponto de sela de f € o grafico de f cruza seu plano
tangente em (a, D).
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Teste da derivada segunda

OBSERVACAO0 1 No caso (¢) o ponto (a, b) é chamado
ponto de sela de f € o grafico de f cruza seu plano
tangente em (a, b).

OBSERVACAO0 2 Se D = 0, ndo dd nenhuma informagcao:
f pode ter um maximo local ou minimo local em (a, b), ou

(a, b) pode ser um ponto de sela de f.

87



Teste da derivada segunda

OBSERVACAO0 1 No caso (¢) o ponto (a, b) € chamado
ponto de sela de f € o grafico de f cruza seu plano

tangente em (a, D).

OBSERVACAO 2 Se D = 0, nio dd nenhuma informacéo:
f pode ter um maximo local ou minimo local em (a, b), ou

(a, b) pode ser um ponto de sela de f.

OBSERVACAO 3 Para lembrar a formula de D, € til
escrevé-la como um determinante:

Jae Jry o, N2
D= — JaxJyy T Uxy
fo f| T T )

e



Valores de maxime e miniic Exemplo 3

Determine os valores maximo e minimo e o ponto de
selade f(x,y)=x*+y*— 4dxy + 1.
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Valores de maximo e minimo Exemplo 3

Determine os valores maximo e minimo e o ponto de
selade f(x,y)=x*+y*— 4dxy + 1.
Solucao:

Primeiro os pontos criticos:

fi = x3ﬁ4}, x3ﬁy:,3



Valores de maximo e minimo Exemplo 3

Determine os valores maximo e minimo e o ponto de
selade f(x,y)=x*+y*— 4dxy + 1.
Solucao:

Primeiro os pontos criticos:
L 3
fr =4x— 4y B—y=0
fy = 4y’ — 4x V—=x=0
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Valores de rmaxinio

)

e minlmo Exemplo 3

Determine os valores maximo e minimo e o ponto de
selade f(x,y)=x*+y*— 4dxy + 1.
Solucao:

Primeiro os pontos criticos:
fi = x3_4}, xsﬁy:(]
fy = 4y’ — 4x V—=x=0

substituimos y = x° da primeira equacio na segunda.
XP=x=x(x*—1)=0
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Exemplo 3

Determine os valores maximo e minimo e o ponto de
selade f(x,y)=x*+y*— 4dxy + 1.
Solucao:

Primeiro os pontos criticos:
fxr= I3*4}=‘ _1:3'—-}?:0
fy =4y’ — 4x V—=—x=0

substituimos y = x° da primeira equacio na segunda.
X=x=x(x*—1)=0

Xt — DEF+ 1) =0
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Exemplo 3

Determine os valores maximo e minimo e o ponto de
selade f(x,y)=x*+y*— 4dxy + 1.
Solucao:
Primeiro os pontos criticos:
fr=4x— 4y X—y=0
fy =4y’ — 4x V—=x=0
substituimos y = x° da primeira equacio na segunda.

XP=x=x(x*—1)=0

X — DA+ 1) =0
X2 — D2+ Dt + 1) =0



(2 — DE2+ DEE+ 1) =0 Exemplo 3

existem trés raizes reais: x = 0, 1, —1.

45



X2 — D2+ DE*+ 1) =0 Exemplo 3

existem trés raizesreais: x = 0, 1, —1.
Os trés pontos criticos sao (0, 0), (1, ) e (—1, —1).
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xx2— D+ DHE*+ 1) =0 Exemplo 3

existem trés raizesreais: x = 0, 1, —1.
Os trés pontos criticos sao (0, 0), (1, ) e (—1, —1).

Agora vamos calcular as segundas derivadas e D(x, y):
fror = 1242 foo=—4 fiy = 12y°

a7



xx2— D+ DHE*+ 1) =0 Exemplo 3

existem trés raizesreais: x = 0, 1, —1.
Os trés pontos criticos sao (0, 0), (1, ) e (—1, —1).

Agora vamos calcular as segundas derivadas e D(x, y):
fror = 1242 foo=—4 fiy = 12y°
D(x, Y) = fufyy — (fi)2 = 144022 — 16



xx2— D+ DHE*+ 1) =0 Exemplo 3

existem trés raizesreais: x = 0, 1, —1.
Os trés pontos criticos sao (0, 0), (1, ) e (—1, —1).

Agora vamos calcular as segundas derivadas e D(x, y):
fror = 1242 foo=—4 fiy = 12y°

D(x,y) = fufyy — (f)* = 144x*y? — 16

Como D(0,0) = —16 <0, caso,(c) é um ponto de sela;
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xx2— D+ DHE*+ 1) =0 Exemplo 3
existem trés raizesreais: x = 0, 1, —1.
Os trés pontos criticos sao (0, 0), (1, ) e (—1, —1).
Agora vamos calcular as segundas derivadas e D(x, y):

for = 12x2 foy = —4 fiy = 12y°
D(x, y) = fufry — (fo)? = 144222 — 16

Como D(0, 0) = —16 < 0, caso,(c) é um ponto de sela;
Como D(1,1)=128>0¢efu(l, 1) =12 > 0,
do caso (a) f (1, 1) = —1 € um minimo local.

50



x(x*— D>+ DHx*+1)=0 Exemplo 3
existem trés raizesreais: x = 0, 1, —1.
Os trés pontos criticos sao (0, 0), (1, ) e (—1, —1).
Agora vamos calcular as segundas derivadas e D(x, y):
for = 12x2 foy = —4 fiy = 12y°
D(x,y) = fufyy — (f)* = 144x*y? — 16

Como D(0, 0) = —16 <0, caso,(c¢) é um ponto de sela;
Como D(1,1) =128 > 0e fu(l, 1) = 12 > 0,
do caso (a) f (1, 1) = —1 € um minimo local.

Como D(—1,—1)=128>0efu(—1,—1) =12 >0,
f(—1,—1) = —1 é também um minimo local.



O grafico de f € mostrado na Figura 4. Exemplo 3

FIGURA 4 z=x"+y*—4dxy+1
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O grafico de f € mostrado na Figura 4. Exemplo 3

M

FIGURA 4 z=x* +y4— 4xy +1 FIGURA 5 Um mapa de contorno da fungéo f'
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» Estudar secdo 14.7 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

> Valores de maximo e minimo absolutos.
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
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STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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