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» Para uma funcao f de uma variavel, o Teorema do
Valor Extremo diz que:

e sefécontinua em um intervalo fechado [a, b],

e entao f tem um valor minimo absoluto e um
valor maximo absoluto neste intervalo.



» Para uma funcao f de uma variavel, o Teorema do
Valor Extremo diz que:

e sefécontinua em um intervalo fechado [a, b],

e entao f tem um valor minimo absoluto e um
valor maximo absoluto neste intervalo.

» Achamos esses valores calculando f ndo somente
nos pontos criticos, mas também nas extremidades

aeb.



» Para uma funcao f de uma variavel, o Teorema do
Valor Extremo diz que:

e sefécontinua em um intervalo fechado [a, b],

e entao f tem um valor minimo absoluto e um
valor maximo absoluto neste intervalo.

» Achamos esses valores calculando f ndo somente
nos pontos criticos, mas também nas extremidades
aeb.

» Comparando os valores de f nos extremos com os
valores nos ponto criticos encontramos os pontos
de minimo e de maximo.



Meaximo e minimo alosolutos
Teorema do Valor Extremo para as Funcoes de Duas Variaveis

Se fé continua em um conjunto fechado e limitado D em [R?

entdo f assume um valor maximo absoluto f(xi, y1)

e um valor minimo absoluto f (x2, y2) em

alguns pontos (xi, y1) e (x2, y2) de D.
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Meaximo e minimeo albsolut
Teorema do Valor Extremo para as Funcoes de Duas Variaveis

Se fé continua em um conjunto fechado e limitado D em [R?

entdo f assume um valor maximo absoluto f(xi, y1)

e um valor minimo absoluto f (x2, y2) em

alguns pontos (xi, y1) e (x2, y2) de D.

Se f tem um valor extremo em (xi, y1), entao (x1, y¥1) ou € um
ponto critico de f, ou um ponto da fronteira de D.
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Maximo e rinimo absolutos

Para determinar os valores maximo e minimo absolutos de
uma funcido continua fem um conjunto fechado e limitado D
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Maximo e rinimo absolutos

Para determinar os valores maximo e minimo absolutos de
uma funcido continua fem um conjunto fechado e limitado D:

1. Determine os valores de f nos pontos criticos de f em D.
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Méxima e minime aheolutos
ViaXiinno @ i 0 @10SOIUTCOS

Para determinar os valores maximo e minimo absolutos de
uma funcao continua f em um conjunto fechado e limitado I

1. Determine os valores de f nos pontos criticos de f em D.
2. Determine os valores extremos de f na fronteira de D.
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Para determinar os valores maximo e minimo absolutos de
uma funcido continua fem um conjunto fechado e limitado D:

1. Determine os valores de f nos pontos criticos de f em D.
2. Determine os valores extremos de f na fronteira de D.

3. O maior dos valores dos passos 1 e 2 é o
valor maximo absoluto;

O menor desses valores € o valor minimo absoluto.
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Maximo e rinimo absolutos

Para determinar os valores maximo e minimo absolutos de
uma funcido continua fem um conjunto fechado e limitado D:

1. Determine os valores de f nos pontos criticos de f em D.
2. Determine os valores extremos de f na fronteira de D.
3. O maior dos valores dos passos 1 e 2 é o

valor maximo absoluto;

O menor desses valores € o valor minimo absoluto.

e Conjunto fechado de R? contém todos os seus pontos
da fronteira.
e Conjunto limitado em R? é aquele que esta contido em

alguma bola aberta (finito em extensao)
il



Meaximo e minimo alosolutos Exemplo 7

Determine 0s valores maximo e minimo absolutos da funcio
f(.x y) = x*— 2xy + 2y no retangulo
(.Y 0=x=3,0=y=<2}.
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Maximo e minimo albsolutos Exemplo 7

Determine 0s valores maximo e minimo absolutos da funcio
f(x,y) = x*— 2xy + 2y no retdngulo
D={x.y|0=x=3,0=sy=<2}.

Solucao:

f € um polindémio, € continua no retingulo fechado e limitado D,

portanto existem o maximo absoluto e o minimo absoluto.
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Maximo e minimo albsolutos Exemplo 7

Determine 0s valores maximo e minimo absolutos da funcio
f(x,y) = x*— 2xy + 2y no retdngulo
= {(x, | 0=x=3,0=sy=2}.

Solucao:

f € um polindémio, € continua no retangulo fechado e limitado D,

portanto existem o maximo absoluto e o minimo absoluto.

No passo 1 inicialmente devemos calcular os pontos criticos.

fi=2%—2y=0  f,=-2x+2=0

prof. Henrique A M Faria 1@



Maximo e minimo albsolutos Exemplo 7
Determine 0s valores maximo e minimo absolutos da funcio
f(x,y) = x*— 2xy + 2y no retdngulo

= {(x, | 0=x=3,0=sy=2}.

Solucao:

f € um polinémio, € continua no retangulo fechado e limitado D,
portanto existem 0 maximo absoluto e o minimo absoluto.

No passo 1 inicialmente devemos calcular os pontos criticos.

fi=2x—2=0  fi=-2x+2=0

0 Unico ponto critico existente € (1, 1), e f(1,1) = 1.
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Meaximo e minimo alosolutos Exemplo 7

No passo 2 olhamos para os valores de f na fronteira de D,

YA
0, 2) Ly @2 (3,2)
L, L,
(0,0) L, (3,0) p
FIGURA 12
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Meaximo e minimo alosolutos Exemplo 7

No passo 2 olhamos para os valores de f na fronteira de D,

" Em L, temosy =0¢e
0, 2) L, {zﬂz} (3,2) f(.l’l, 0) — .IZE OD=x=3
que tem valor minimo f (0, 0) = 0
L, L, e maximo f(3,0) = 0.
(0, 0) L (3, 0) .
FIGURA 12
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Meaximo e minimo alosolutos Exemplo 7

No passo 2 olhamos para os valores de f na fronteira de D,

" Em L, temosy =0¢e
0.2) Ly (2,2 3.2) fx,0)=x* 0=x<3
que tem valor minimo f (0, 0) = 0
L, L, e maximo f(3,0) = 0.
(0,0 L, 3,0) *  EmL; temosx=3e

FIGURA 12 fB.y=9—-4 0O=sy=?
seu maximo € f(3,0) = 9
e seu minimo € f(3,2) = 1.
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Meaximo e minimo alosolutos Exemplo 7

Em/is temosy=2e

Fa2)=x>—dx+4 0<x=<3

¥
F2) = (x-22 L oo
o minimo é £ (2, 2) = 0, ©.2) — 52
e seu maximo € (0, 2) = 4.
L, L,
(0, 0) L, (3,0) },;:
FIGURA 12
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Meaximo e minimo alosolutos Exemplo 7

Em/is temosy=2e

Fa2)=x>—dx+4 0<x=<3

f(l:, 2) — {‘I: o 2)2 0 & Lj {2: 2}
o minimo € f (2, 2) = 0, 0,2) . 3,2)
e seu maximo € f (0, 2) = 4.
L, L,
Em L4 temosx =0e ]
f(o,}f} — Z}f 0 =< y = 2 (0, 0) L, (3,0) X

valor maximo f (0, 2) = 4 FIGURA 12

e valor minimo f (0, 0) = 0.
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Maximo e minimo absolutos Exemplo 7

Em/is temosy=2e
fx.2)=x*—4dx+4 0=sx=3
YA

fx.2)=x-2)2 L, (2,2
o minimo é £ (2, 2) = 0, ©.2) 3,2)
e seu maximo € (0, 2) = 4.

Em Li temosx=0¢e¢

0,0 g
fO,=2y O=y=2 0,0) L, (3,0)

valor maximo f (0, 2) = 4 FIGURA 12

e valor minimo f (0, 0) = 0.

Portanto, na fronteira, o valor minimo de fé 0 e 0 maximo, 9.
21



Meaximo e minimo alosolutos Exemplo 7

YA

L 2,2
0.2) 3 (2,2)

No passo 3 comparamos esses

b = valores com o valor f(1, 1) = 1

0.0) L 3.0 no ponto critico e concluimos que:
0 valor maximo absoluto de f

emDéf(3,00=0,

FIGURA 12

e 0 valor minimo absoluto é

£(0.0) =f(2.2) =0.
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Maximo e minimo absolutos Exemplo 7

YA

)

No passo 3 comparamos esses

b = valores com o valor f(1, 1) = 1
no ponto critico e concluimos que:
0 valor maximo absoluto de f

emDéf(3,00=0,

O

(0, 0) L, (3,0)

FIGURA 12

e 0 valor minimo absoluto é

£(0.0) =f(2.2) =0.

FIGURA 13 f(x,y)=x"—2xy+2y
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Problemas de otimizacéo Exemplo 5

Determine a menor distincia entre o ponto (1, 0, —2)
e o plano x + 2y + z =4.
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Problemas de otimizacéo Exemplo 5

Determine a menor distincia entre o ponto (1, 0, —2)
e o plano x + 2y + z =4.

Solucao:

A distincia entre (x, vy, z) e o ponto (1, 0, —2) €
d=(x =12+ y2+ (z +2)?

prof. Henrique A M Faria 26



Problemas de otimizacgo Exemplo 5

Determine a menor distincia entre o ponto (1, 0, —2)
e o plano x + 2y + z =4.

Solucao:

A distincia entre (x, vy, z) e o ponto (1, 0, —2) €
d=(x =12+ y2+ (z +2)?

Mas, se (x, v, z) pertence ao plano z =4 — x — 2y
d=(x— 12+ y2+ (6 — x — 2y)2

prof. Henrique A M Faria @7



Problemas de otimizacgo Exemplo 5

Determine a menor distincia entre o ponto (1, 0, —2)
e o plano x + 2y + z =4.

Solucao:

A distincia entre (x, vy, z) e o ponto (1, 0, —2) €
d=J(x =12+ y2+ (z +2)?

Mas, se (x, y, z) pertence ao plano z = 4 — x — 2y
d=(x =12+ y2+ (6 — x — 2y)?

Podemos minimizar
d>=f(xy) =~ D+ )2+ (6 —x — 2"

prof. Henrique A M Faria ﬁig



Probleimas de otimizacéo Exemplo 5
d?=f(x,y) = (= 12+ + (6 —x = 2y

prof. Henrique A M Faria 29



Problemas de otimizacéo Exemplo 5

= fr,y) = (= P+ )2+ (6 —x = 2

Resolvendo as equacdes

ﬁ;ZZ(x—])—2(6—*}:—2};):4‘1;4-4};—]4:0

prof. Henrique A M Faria 3@



Problemas de otimizacéo Exemplo 5

d=f(6,y) = (= 1P+ + (6 — x = 2)°

Resolvendo as equacoes
fi=2x— 1D —206—x—2y)=4dx+4y—14=0
fi=2y—46—x—2y)=4x+ 10y —24 =0

prof. Henrique A M Faria 31



Problemas de otimizacéo Exemplo 5

d=f(6,y) = (= 1P+ + (6 — x = 2)°

Resolvendo as equacoes
fi=2x— 1D —206—x—2y)=4dx+4y—14=0
fi=2y—46—x—2y)=4x+ 10y —24 =0

Je =4 fo = 4 efy = 10,
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Problemas de otimizacéo Exemplo 5

d=f(6,y) = (= 1P+ + (6 — x = 2)°

Resolvendo as equacoes
fi=2— 1) =26 —x—2y)=4x+ 4y —14=0
=2y —406—x—2y)=4x+ 10y —24 =0
fu =4 fu = 4 e fiy = 10,

D, v)=fufyy — () =24 >0ef. >0
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Problemas de otimizacgo Exemplo 5

d=f(6,y) = (= 1P+ + (6 — x = 2)°

Resolvendo as equacoes
=2c— 1) —26—x—2y)=4dx+ 4y —14=0
=2y 46 —x—2y)=4x+ 10y —24 =0
fu =4 fu = 4 e fiy = 10,

D, v)=fufyy — () =24 >0ef. >0

o unico ponto critico € (% %) portanto pelo Teste da

: . 11 5
Segunda Derivada, f tem um minimo local em (;, g).
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Problemas de otimizacéo Exemplo 5

d=+(x — )2+ y2+ (6 — x — 2y)?

~JEP P+ P —3V6

prof. Henrique A M Faria
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Problemas de otimizacgo Exemplo 5

dzx/(x— )2+ y2 4+ (6 —x — 2y)?

P+ P+ & -346

A menor distinciade (1,0, —2) ao planox + 2y + z =4 ¢ gﬁ

prof. Henrique A M Faria 36



Problemas de otimizacéo Exemplo 6

Uma caixa retangular sem tampa deve ser  figura 10

feita com 12 m? de papeldo. Deter mine o
volume maximo dessa caixa.

87



Exemplo 6
Uma caixa retangular sem tampa deve ser  figura 10
feita com 12 m? de papeldo. Determine o
volume maximo dessa caixa. .
Solucao: !

Entdo, o volume da caixa é V= xyz

Podemos expressar V como funcdo so dexe y

usando a drea dos quatro lados e do fundo da caixa

e
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Probleimas de otimizacdo

@

Exemplo 6
Uma caixa retangular sem tampa deve ser  figura 10
feita com 12 m? de papeldo. Determine o
volume maximo dessa caixa. .
Solucao: !

Entdo, o volume da caixaé V= xyz

Podemos expressar V como funcdo sé dexey

usando a area dos quatro lados e do fundo da caixa

2xz + 2yz + xy = 12 Isolando z

29
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Problemas de otimizacdo

Exemplo 6
Uma caixa retangular sem tampa deve ser  figura 10
feita com 12 m? de papeldo. Determine o
volume maximo dessa caixa. .
Solucao: !

Entdo, o volume da caixa é V= xyz

Podemos expressar V como funcdoso dexe y

usando a drea dos quatro lados e do fundo da caixa
2xz + 2yz + xy = 12 Isolando z

z= (2 —xy)[2(x +y)] eVfica
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Problemas de otimizacgo Exemplo 6

Uma caixa retangular sem tampa deve ser
feita com 12 m? de papeldo. Determine o
volume maximo dessa caixa.

Solucao:

FIGURA 10

Entdo, o volume da caixa é V= xyz

Podemos expressar V como funcdoso dexe y

usando a drea dos quatro lados e do fundo da caixa
2xz + 2yz + xy = 12 Isolando z

z= (2 —xy)[2(x +y)] eVfica

2 —xy  12xy —x%y°
T2y 2 +y)

41



Problemas de otlimizacdo Exemplo 6

Calculamos as derivadas parciais: FIGURA 10
WV yHI2 — 2xy — x?) T ﬂ

0x 2(x + y)?

prof. Henrique A M Faria a2



Problemas de otimizacéo Exemplo 6
Calculamos as derivadas parciais: FIGURA 10

AV _ y(12 — 2xy — x7)
0x 2(x + y)?

av x*(12 — 2xy — y?)
Ay 2(x + y)*

prof. Henrique A M Faria 43



Problemas de otimizacéo
Calculamos as derivadas parciais:

AV _ y(12 — 2xy — x7)
0x 2(x + y)?

v x3(12 — 2xy — y?)
ay 2(x +y)’

Exemplo 6

FIGURA 10

Se V € um maximo, entdo dV/ox = dV/dy = 0,

12 —2xy —x*=0 12 — 2xy — y* =

prof. Henrique A M Faria



Problemas de otimizacéo Exemplo 6
Calculamos as derivadas parciais: FIGURA 10

AV _ y(12 — 2xy — x7)
0x 2(x + y)?

v x3(12 — 2xy — y?)
ay 2(x +y)’

Se V & um maximo, entdo dV/ox = dV/dy = 0,
12 — 2xy —x*=0 12 — 2xy — y*=

Isso implica que x* = y* e, portanto, x = y.

prof. Henrique A M Faria 45



Problemas de otimizacéo Exemplo 6

Se colocarmos x = y em qualquer uma das equacdes

12 -3x*=0 =2 x=2,y=2
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Problemas de otimizacéo Exemplo 6

Se colocarmos x = y em qualquer uma das equacdes
12 -3x*=0 =2 x=2,y=2
z=(12-=-2-2/122+ 2)] =1

prof. Henrique A M Faria @7



Problemas de otimizacéo Exemplo 6

Se colocarmos x = y em qualquer uma das equagdes
12 -3x*=0 =2 x=2,y=2
z=012—=2-2)212 + 2)] =1

um maximo absoluto, que deve ocorrer em um ponto
critico de V, portanto, quandox =2,y =2, z= 1.

prof. Henrique A M Faria @g



Problemas de otimizacgo Exemplo 6

L

Se colocarmos x = y em qualquer uma das equagdes

2-32=0 & x=2y=2
7=(12—2-2/22 + 2)] =

um maximo absoluto, que deve ocorrer em um ponto
critico de V, portanto, quandox =2,y =2, z= 1.

Assim, o volume maximo da caixa é

V=2-2-1=4n’

prof. Henrique A M Faria @@



» Estudar secdo 14.7 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Formula de Taylor.
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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