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» Nas funcdes de uma varidvel o problema de
determinar areas nos levou a definicao de integral

definida.

» Aplicaremos um procedimento semelhante para as
funcdes de duas variaveis.



Nas funcdoes de uma variavel o problema de
determinar areas nos levou a definicao de integral
definida.

Aplicaremos um procedimento semelhante para as
funcdes de duas variaveis.

Este processo nos levara a definicao de integral
dupla.

As aplicacdoes para integral dupla vao desde o
volume de um solido, areas de superficies, massa e
até probabilidades.



» Vamos relembrar a integral definida de uma funcao

de uma variavel.
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» Vamos relembrar a integral definida de uma funcao

de uma variavel.
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vamos considerar uma funcao f de duas variaveis
definida em um retangulo fechado

R=[ﬂ,b]X[c,d]={(x,y)€|]%ﬂa£x£b, ciyﬂd}
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vamos considerar uma func¢ao f de duas variaveis
definida em um retangulo fechado

R=[a,b]><[f:,d]={(x,y)6|]%2‘a£x£b, ﬂi}?ﬂd}

O grafico de f € a superficie com equacdo z = f(x, y).

vamos inicialmente supor que f(x,y) = 0
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vamos considerar uma func¢ao f de duas variaveis
definida em um retangulo fechado

R=[a,b]><[f:,d]={(x,y)6|]%2‘a£x£b, ﬂi}?ﬂd}

O grafico de f € a superficie com equacdo z = f(x, y).
vamos inicialmente supor que f(x,y) = 0

Seja S o sélido que esta acima da regiao R e abaixo
do grafico de f, (Veja a Figura 2.)

S = {(xyz)E[I%ﬂO z = f(x,y), (x})ER}
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Veoluimes e integrais duplas

» Nosso objetivo é

determinar o volume
de S.

FIGURA 2
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» Nosso objetivo é

determinar o volume
2=fxy) g deS.

\ /
/ \ / » lremos dividir o

retangulo R em sub-
retangulos.

FIGURA 2
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» Nosso objetivo é
determinar o volume

z=flx,y) _4 de S

> Iremos dividir o
retangulo R em sub-
retangulos.

» Para isso tracamos retas
paralelas aos eixos
FIGURA 2 coordenados, passando
pelas extremidades dos
subintervalos.
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FIGURA 3 Dividindo R em sub-retingulos

Rij = [xic, xi] X [yj1, yi] = {(«TJ) | xS x<x, Sy < yj}



Velumes e integrais duplas
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Volumes e integrais duplas

ZA

FIGURA 4

O volume dessa caixa € dado pela sua altura vezes a area do retangulo
da base:

f(xi_:;:: }’1_:,?) AA
16
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Volumes e integrais duplas

Se seguirmaos com esse procedimento para todos os retingulos e

somarmos 0s volumes das caixas correspondentes, obteremos

uma aproximacao do volume total de §:
Z) FIGURA 5

.
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Volumes e integrais duplas

Se seguirmaos com esse procedimento para todos os retingulos e

somarmos 0s volumes das caixas correspondentes, obteremos

uma aproximacao do volume total de §:
Z) FIGURA 5
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Veolumes e integrails duplas

Se seguirmaos com esse procedimento para todos os retingulos e

somarmos 0s volumes das caixas correspondentes, obteremos

uma aproximacao do volume total de §:
Z) FIGURA 5

V= EI Elf(x.:}*ﬂy.:}’f‘) AA
=1 j=

quando aumentamos 0s
0
valoresdemen
devemos esperar que
X

V= lim X X fx¥ v AA

Mo o =
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lntegrals duplas Definicdo 5

A integral dupla de f sobre o retdngulo R € se esse limite existir.

n n

[[ £y aa= 1im 33 fx, vi) Aa

i, f—=0 i=1 J=1
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Definicao 5

A integral dupla de f sobre o retingulo R € se esse limite existir.

n

[[Feyyaa= tim 33 fxf.vi) AA

—» 00 .
m,n j= IJ_

O ponto de amostragem (x;;, y;7) pode ser tomado como
qualquer ponto no sub-retangulo R;;, como o canto

superior direito (x;, }-’j)f

in

[[£eey)aa= tim 33 £ y) Ad

in, }I—l‘mi lf 1
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Se f(x,y) = 0, entdo o volume V do sélido que estd acima do

retingulo R e abaixo da superficie z = f(x, y) é

V= ([ £(x.y) da
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Se f(x,y) = 0, entdo o volume V do sélido que estd acima do

retingulo R e abaixo da superficie z = f(x, y) é

V= ([ £(x.y) da

Se f for uma tuncado positfiva, entdao a
soma dupla de Riemann representa a
O soma dos volumes das colunas, como

(xF,vi7) AA . ) . N
Eﬁ Eﬁf 7 70) na Figura 5, e é uma aproximac#o do

soma dupla de Riemann

volume abaixo do grafico de f.
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lntegrails duplas Exemplo 1

Estime o volume do s6lido que esta acima do quadrado
R =10, 2] X |0, 2] e abaixo do paraboloide eliptico
16 — x* — 2y~

I

Z
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als duplas Exemplo 1
Estime o volume do s6lido que esta acima do quadrado
R =10, 2] X |0, 2] e abaixo do paraboloide eliptico
z=16 — x* — 2y~

Solucao:

A drea de cada quadrado € AA = 1. Aproximando o volume
pela soma de Riemann com m = n = 2, temos

V= 2 E f(xi ) AA

i=1 j=1
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Exemplo 1

Estime o volume do s6lido que esta acima do quadrado
= |0, 2] X [0, 2] e abaixo do paraboloide eliptico
z=16 — x* — 2y~
Solucao:

A drea de cada quadrado € AA = 1. Aproximando o volume
pela soma de Riemann com m = n = 2, temos

2 glf(-"fh }J) AA
=f(1, 1) AA + F(1,2) AA + F(2, 1) AA + F(2,2) AA
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Exemplo 1

Estime o volume do s6lido que esta acima do quadrado
R =10, 2] X |0, 2] e abaixo do paraboloide eliptico
z=16 — x* — 2y~

Solucao:
A drea de cada quadrado € AA = 1. Aproximando o volume

pela soma de Riemann com m = n = 2, temos

U

v g:l g;f (xi, y;) AA
F(I,DAA + F(1,2) AA + F(2, 1) AA + £(2,2) AA

13(1) + 7(1) + 10(1) + 4(1) = 34
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|

|



Integrais duplas

Exemplo 1

YA

FIGURA 6
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Integrals duplas Exemplo 1

(1,2)
2 ® ® (2, 2)
Rl?. REE
1 » (2,1
(1, 1) )
J!?11 RE]
= 3
0 1 2 X
FIGURA 6
V = 34
FIGURA 7
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Integrais duplas Exemplo 1

T~

(a)m=n=4,V=41.>5

FIGURA 8 As aproximacdes para as somas de Riemann do volume abaixo de z =16 — x> — 2y?

ficam mais precisas quando m e n aumentam.
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Integrais duplas Exemplo 1

(aym=n=4,V=41,5 (bym=n=28,V=44875

FIGURA 8 As aproximacdes para as somas de Riemann do volume abaixo de z =16 — x> — 2y?

ficam mais precisas quando m e n aumentam.
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Integrais duplas

, V=46,46875

16

n:

(c)m

V=44 875

2

8

n:

(b) m

4, V=415

n:

(a) m

FIGURA 8 As aproximacdes para as somas de Riemann do volume abaixo de z =16 — x> — 2y?

ficam mais precisas quando m e n aumentam.
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» Utilizamos métodos para aproximar as integrais
de funcdes de uma variavel real.

» Por exemplo, Ponto Médio, a Regra dos Trapézios,
a Regra de Simpson do Calculo Numeérico.
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Utilizamos métodos para aproximar as integrais
de funcdes de uma variavel real.

Por exemplo, Ponto Médio, a Regra dos Trapézios,
a Regra de Simpson do Calculo Numeérico.

Existem regras correspondentes para integrais
duplas.

Consideraremos aqui somente a Regra do Ponto
Meédio para integrais duplas.



Regra do Ponto Medio para Integrais Multiplas

i

ﬂ fle,y)dA = 2, Ef(i,i,) AA

=1 j=1

onde x; € o ponto médio de [x;_1, x;] e y; € o ponto médio
de [ yi-1, y; -
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Exemplo 3

Use a Regra do Ponto Médio com m = n = 2 para estimar o
valor da integral [( (x — 3y®)dA, onde

R={xy|0=sx=s21=sy=s2}
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Exemplo 3

P ==

Use a Regra do Ponto Médio com m = n = 2 para estimar o

valor da integral [( (x — 3y®)dA, onde
R={xy|0=sx=s21=sy=s2}

Usando m = n = 2, calcularemos 2 (2,2)
_ y 3 *R,, * R,
f(x,v) = x — 3y® no centro dos 2
| *R, *R,,

quatro sub-retangulos mostrados na

Figura 10.

87
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Exemplo 3

Use a Regra do Ponto Médio com m = n = 2 para estimar o

valor da integral J‘f (x — 3y?) dA, onde

—{(xy”(} <2, 1<y<2}k
Usando m = n = 2, calcularemos 2 2,2)
. *R,, * R,
f(x,¥) = x — 3y* no centro dos B .
1 11 21

quatro sub-retangulos mostrados na

| |
| |
Figura 10. | |
| | .
_ _ — — 0 ' X
Logo, x; = %: X % i -Ei € )2 gl | :
A drea de cada sub-retingulo é AA %

e
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A regra do ponto médio Exemplo 3

[ =3da =73 3 (. 5) A4

f i=1j=1
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A e g i O POINTO Nealo Exem p lo 3

(x — 3y%)dA = i if(f;,f{,-) AA
JJ

i=1 j=1

= f(Xx1, V1) AA + F(31, ) AA + f(X, 1) AA + (32, 7,) AA
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i=1 j=1

([ & =3yDaa =3 3 f(x.5) Aa
= f(X, y1) AA + f(X1, y2) AA + (X2, y1) AA + f(x2, y2) AA
—f(2. 1) AA + f(2.7) AA + f(3, 1) AA + £(3.7) AA
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Exemplo 3

ﬂ (x = 3y°)dA = Z Ef(i,;z) AA

!l_;]

= f(X0, 71) AA + £(%1, 72) AA + F(T2, 1) AA + f(%2. 72) AA
= f(2.3)AA + F(2.7) AA + (3, 1) AA + £(3,7) AA

:( _g) ( 139)2 ( 152 ( IIES);
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Exemplo 3

ﬂ (x — 3y*)dA = Z Ef(Tc.@) AA

!1;1

= f(x1,y1) AA + f(x1, y2) AA + f(x2, y1) AA + f(x, o) AA
=f(2.3)AA + £(3,7) AA + f(3,3) AA + £(3,1) AA
= (——2)— (—5%)5 + (=3%): + (—2)3

= —11,875
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Exemplo 3

ﬂ (x — 3y*)dA = Z Ef(Tc.@) AA

!1;1

= f(x1,y1) AA + f(x1, y2) AA + f(x2, y1) AA + f(x, o) AA
=f(2.3)AA + £(3,7) AA + f(3,3) AA + £(3,1) AA
= (——2)— (—5%)5 + (=3%): + (—2)3

= —11,875

[ x—3y?)da ~ ~11875
R
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Exemplo 3

[ = 30aa ~ 3 3 55 a4

=1 =
R = f(x1,y1) AA + f(x1, 2) AA + f(X2, 1) AA + f(x2, 32) AA
=f(2. 1) AA + £(3,3) AA + £(3,5) AA + £(3,7) AA
= (%) + (=% )z + (=% + (=F%)z
= —%=—11875

ﬂ (x — 3y2) dA =~ —11,875

R

O integrando no Exemplo 3 nao € uma funcio positiva,
dessa forma, a integral dupla ndo € um volume.
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» Estudar secdo 15.1 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Integrais duplas iteradas.

46



1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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