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» Geralmente é dificil calcular as integrais de funcoes
duplas diretamente da definicao de integral.

» Contudo, o Teorema Fundamental do Calculo
fornece um método mais facil para calcula-las.



Geralmente é dificil calcular as integrais de funcoes
duplas diretamente da definicao de integral.

Contudo, o Teorema Fundamental do Calculo
fornece um método mais facil para calcula-las.

Veremos como expressar uma integral dupla como
uma integral iterada.

Através do Teorema de Fubini o valor da integral
dupla pode ser obtido calculando-se duas integrais
unidimensionais.



Seja f uma funcdo de duas varidaveis que € integravel
no retangulo R = [a, b] X [c, d].
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Seja f uma funcdo de duas varidaveis que € integravel
no retangulo R = [a, b] X [c, d].

x € mantido fixo e

~ d g
notagéo x,y)dy '
agao | f(x,y) dy f(x,y) € integrada em relacdio a y
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Seja f uma funcdo de duas varidaveis que € integravel
no retngulo R = [a, b] X [c, d].

x € mantido fixo e

- (d g
notagdo |” f(x,y)dy —
age .[:f (x.y) dy f(x, y) é integrada em relacdo a y

Como Lﬁ" f(x,y) dy é um nimero que depende do valor de x,

ele define uma funcao de x:

AW = [ f(x ) dy

prof. Henrique A M Faria @



Agora integramos a funcao A com relacdo a variavel x

f Alx) dx = J.: |:J;d f(;}:, y) d y:| dx
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Agora integramos a funcao A com relacdo a variavel x

E A(x) dx = J.: [Jj f(;x:, y) d y:| dx

A integral do lado direito € chamada integral iterada.
significa que primeiro integramos com relacdao a y de
¢ a d e depois em relagdo a x de a até b.
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Agora integramos a funcao A com relacdo a variavel x

E A(x) dx = J.: [Jj f(;x:, y) d y:| dx

A integral do lado direito € chamada integral iterada.
significa que primeiro integramos com relacdao a y de
¢ a d e depois em relagdo a x de a até b.

Em geral, os colchetes sdo omitidos. Assim,

b d b d
L L f (J’Cg }!) d}! dx = L j; f( X, }s) l y dx
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Calcule o valor das integrais iteradas

3 (2
(a) L L x%y dy dx (b) f E x*y dx dy
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INCE = (el QU Ples EXe m p I Y 1

Calcule o valor das integrais iteradas

3 (2
(a) f f x%y dy dx (b) F rfy dx dy
0 Ji 1 Jo
Solucao:

(a) Olhando x como constante, obtemos
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lntegrals duplas Exemplo 1

Calcule o valor das integrais iteradas

3 (2
(a) f f x%y dy dx (b) F ny dx dy
0 Ji 1 Jo
Solucao:

(a) Olhando x como constante, obtemos

— J—

2 y? =
2 _ |22
L x“ydy X 5

| Ay=1

|
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itegrais duplas Exemplo 1
Calcule o valor das integrais iteradas
3 (2
(a) f f x%y dy dx (b) F F x°y dx dy
0 Ji 1 Jo
Solucao:

(a) Olhando x como constante, obtemos

2 |¥2 y 12
.s 9 1

FIE}-’ dy = xz}_ 2 ) - 2 —
1 2 2 2

| Ay=1
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lntegrails duplas Exemplo 1
Calcule o valor das integrais iteradas
3 (2
(a) f f x%y dy dx (b) F F x°y dx dy
0 Ji 1 Jo
Solucao:

(a) Olhando x como constante, obtemos

i 2 |2 2 )
.a 2 1
f:{:z}-’ dy = xz—}z = .1:2(2 ) — .1:2(2 ) = %xz
| Ay=1
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lntegrals duplas Exemplo 1

Calcule o valor das integrais iteradas

3| (2
(a) L L x%y dy|dx (b) f E x°y dx dy

Solucao:

(a) Olhando x como constante, obtemos

— J—

2 ]2 2 )
2 2 _ | 2 Y I T SR
nydy—- X 5 x(z) x(z) 5> X

| Ay=1

Portanto, A(x) = 3x? neste exemplo.
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Ntegirels auplas

Exemplo 1

Integramos agora essa tunc¢ao de x de O até 3:

Ffz'zf‘dﬁd' _F
, ) Xydydx )

f x%y dy

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 1

Integramos agora essa tunc¢ao de x de O até 3:

FF'Q’J’G" _F
, ) Xydydx )

f x%y dy

33
:j' Sxtdx
0
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ntegrais duplas Exemplo 1

Integramos agora essa tunc¢ao de x de O até 3:

Ff'xizrd?dtzr thrd: dx
| xPydyd. D_IJ}_}_..,
S 27

33
= j. sxtdx =
0
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I[NCE 5 (el QU YICIE EXE m p I (0] 1

(b) Aqui integraremos primeiro em relacao a x:

jzrfz dx d =F FT:Z dx | d
P T Y
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(b) Aqui integraremos primeiro em relacao a x:

J; [ tvaxay= [T [Pxyar fay= | N I
| Xy dxdy S| ) Xy dx | dy | ) 'y

Exemplo 1
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(b) Aqui integraremos primeiro em relacao a x:

Frfz=dtd==jz ISYZ’C]’C dy = = =I=3d=
yydedy= |0 etyvdxfdy=| | Ty | dy

2
- j~1 9}3 d }_:.

Exemplo 1
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Exemplo 1

(b) Aqui integraremos primeiro em relacao a x:

fz IEXZ}; dxd}:u — fz |:Jv v }!d ]d}!:
1 Jo 1
2
—-j 9ydy—9]

1
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zrails duplas Exemplo 1

) xa J:Ed
3} . 'y

2 3 2
1 JO 1 1

2

= | 9ydy—9] -2

1

(b) Aqui integraremos primeiro em relacao a x:
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Exemplo 1

) _'3(:3 J:Bd
3 } x=0 }

rrrzﬂdrdﬂ=fz F'!r:zﬁdr dy =
P P TETD IS I |

_.ng_gf_ﬂ
T T 2

(b) Aqui integraremos primeiro em relacao a x:

Observe que obtemos a mesma resposta se integramos primeiro
em relacdo ay ou a x.
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Exemplo 1

(b) Aqui integraremos primeiro em relacao a x:

2 (3, 2 3, 2 | 3 ’
f f x“vdxdy = f f x“vdx | dy = y dy
1 Jo 1 0 1

2

2

2 )
=l =9| =5

Observe que obtemos a mesma resposta se integramos primeiro
em relacdo ay ou a x.

Em geral, a ordem da integragao nao € importante.

Isso é semelhante ao Teorema de Clairaut sobre as

igualdades das derivadas parciais mistas.
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Se f for continua no retangulo

R={(x,y)|a<x=<b,c<y=d} entio

prof. Henrique A M Faria
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Se f for continua no retangulo

R={(x,y)|a<x=<b,c<y=d} entio

H flx,y) dA = f ff(:m y) dy dx = f E F(x,y) dx dy
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Se f for continua no retangulo

R={(x,y)|a<x=<b,c<y=d} entio

H flx,y) dA = f ff(m y) dy dx = f f F(x,y) dx dy

esse resultado vale se f limitada em R, tenha

descontinuidades apenas em um numero finito de
curvas suaves € se aintegral iterada exista.

prof. Henrique A M Faria 2



Integrais duplas Exemplo 2
Calcule a integral dupla [{, (x — 3y*)dA, onde
R={xy)|0=sx=2 1 =sy=s2}
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lntegrals duplas Exemplo 2
Calcule a integral dupla [{, (x — 3y*)dA, onde
R={xy)|0=sx=2 1 =sy=s2}

Solucao 1: O Teorema de Fubini nos d4

ﬂ (x — 3y*)dA = E f (x — 3y*)dy dx
R
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grails duplas Exemplo 2
Calcule a integral dupla [{, (x — 3y*)dA, onde
R={xy)|0=sx=2, 1=sy=2}

Solucao 1: O Teorema de Fubini nos d4

ﬂ (x — 3y?)dA = F F (x — 3y*)dydx
R

._.f Xy — ¥ y_l dx

a1



ntegrals duplas Exemplo 2
Calcule a integral dupla [{, (x — 3y*)dA, onde
R={xy)|0=sx=2 1 =sy=s2}

Solucao 1: O Teorema de Fubini nos d4

ﬂ (x — 3y?)dA = E f (x — 3y*)dydx
R

= f; xy — 33 L dx
2

2 X
-—L(x~7)dx~ ,

|

—12
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ntegrais duplas Exemplo 2
Calcule a integral dupla [{, (x — 3y*)dA, onde
R={xy)|0=sx=2 1 =sy=s2}

Solucao 2: dessa vez integrando com relacfio a x primeiro,

ﬂ (x — 3y%)dA = f LE (x — 3y?)dx dy
R

EE



ntegrais auplas Exemplo 2
Calcule a integral dupla [{, (x — 3y*)dA, onde
R={xy)|0=sx=2 1 =sy=s2}

Solucao 2: dessa vez integrando com relacfio a x primeiro,

ﬂ (x — 3y%)dA = f LE (x — 3y*)dx dy
R
B Nx=2

2
= J B — 3X}-’2 dy
2

1 [ Ax=0




Exemplo 2
Calcule a integral dupla [{, (x — 3y*)dA, onde
R={xy)|0=sx=2 1 =sy=s2}

Solucao 2: dessa vez integrando com relacfio a x primeiro,

ﬂ (x — 3y*)dA = f LE (x — 3y*)dx dy
R
B 1x=2

2 | x? 5
= — 3xy dy
Jl > ) )

- Ax=0

2 > |
- Il (2 — 6y*)dy =2y — 2}"3]1 = —12
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Integrais duplas Exemplo 3

="

Calcule |, y sen(xy) dA, onde R = [1, 2] X [0, =].
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lntegrals duplas Exemplo 3
Calcule |, y sen(xy) dA, onde R = [1, 2] X [0, =].

Solucao 1: Se integrarmos primeiro em relacio a x,

j:[ V sen .;"C}e‘) dA = f:’ jf y SEH(_I}?) dx d}?

R

87



itegrais duplas Exemplo 3

Calcule |, y sen(xy) dA, onde R = [1, 2] X [0, =].

Solucao 1: Se integrarmos primeiro em relacio a x,

ﬂ ysen(xy) dA = f: f y sen(xy) dx dy
R

= f ms(xy 7 dy

e



grals duplas Exemplo 3

Calcule |, y sen(xy) dA, onde R = [1, 2] X [0, =].

Solucao 1: Se integrarmos primeiro em relacio a x,

ﬂ ysen(xy) dA = E f ysen(xy) dx dy
R

= f cc:s(xy dy

= f: (—cos 2y + cosy) dy
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Exemplo 3

Calcule |, y sen(xy) dA, onde R = [1, 2] X [0, =].

Solucao 1: Se integrarmos primeiro em relacio a x,
a [*2
ﬂ ysen(xy) dA = f j y sen(xy) dx dy
0 Ji

= f cas(.xy — dy

I

f: (—cos 2y + cos y) dy

= —% sen 2y + sen y]{, = (



Integrals duplas Exemplo 3
Calcule |, y sen(xy) dA, onde R = [1, 2] X [0, =].

Solucao 2: Se invertermos a ordem de integracio,

2 [t

H ysen(xy) dA = f f y sen(xy) dy dx
1 Jo

R
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rals aduplas Exemplo 3

Calcule |, y sen(xy) dA, onde R = [1, 2] X [0, =].
Solucao 2: Se invertermos a ordem de integracio,

2 [t
“ ysen(xy) dA = L L y sen(xy) dy dx
R

U=y dv = sen(xy) dy
Para calcularmos a integral interna,

inteoraci : cos(xy)
usamos a integragio por partes com b, — )
X
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als duplas Exemplo 3

Calcule |, y sen(xy) dA, onde R = [1, 2] X [0, =].
Solucao 2: Se invertermos a ordem de integracio,

2 [ra
“ ysen(xy) dA = j j y sen(xy) dy dx
1 Jo
R
‘ ‘ U=y dv = sen(xy) dy
Para calcularmos a integral interna,
' -aci : cos(xy
usamos a integracdo por partes com ;. _ dy by — (xy)
X

y=m |
- ycoslxy | —
L ysen(xy) dy = — : () } + — L cos(xy) dy
| X

a

y=0
Az



Exemplo 3: solucao 2 (continuacao)

r COS T X

. 1 _
L ysen(xy) dy = — + = [sen(xy)]yiﬂ

X



Exemplo 3: solucao 2 (continuacao)

71 COS T X

_ |
I ysen(xy) dy = — T — [sen(xy)]
0 X X

71 COS T X L Sen TX

X x?

|

—

y=1r
y=0
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Exemplo 3: solucao 2 (continuacao)

71 COS T X

. l -
L ysen(xy) dy = — " + = [sen(xy)]y:{]

71 COS T X Sen TX

X x?

|

—

Se integrarmos o primeiro termo por partes com

= —1/x dv = mcos mx dx

du = dx/x* v

I

SCN TX
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Exemplo 3: solucao 2 (continuacao)

-;.- T COS X 1 y=r
L ysen(xy) dy = — " + = [sen(xy)]y:{]

71 COS T X Sen TX

X x?

|

—

Se integrarmos o primeiro termo por partes com
= —1/x dv = mcos mx dx

du = dx/x* v

I

SCN TX

T COS TTX SeNTrX Sen T X
— dx = — — f > dx
X X X

a7



Exemplo 3: solucao 2 (continuacao)

T COS TTX sen mTx Sen Tx
— + 5 dx = —

X X X



Exemplo 3: solucao 2 (continuacao)

IS

X .1?2

T COSTX SEH’?TI)
X = —

2 ['w
L L ysen(xy) dy dx =

SEN TX

—

X

SEN TX

X

12

A1
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Exemplo 3: solucao 2 (continuacao)

IS

X Iz

T COSTX SEH’?TI)
X = —

2 [
L L ysen(xy) dy dx =

sen 249t

—
—
—

SEN TX

—

X

SEN TX

X

12

A1

+senm = 0
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Exemplo 3: solucao 2 (continuacao)

T COS TTX Sen mXx Sen TXx
- + > dx = —

X X X
B 12

2 (o sen 7 x
L L ysen(xy)dydx = | —

X

sen 27t
— 5 + senm = 0

—

» A integracdo em dy primeiro deixou o cdlculo muito
mais complicado, embora de mesmo resultado.
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» O valor médio de uma funcdo f de uma varidvel
definida em um intervalo [a, b] é.

b
(x) o>
s RADE

f ;ucd —
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» O valor médio de uma funcdo f de uma varidvel
definida em um intervalo [a, b] é.

’ f(x) dx

ﬁucd —
b — a Ja

» De modo semelhante, o valor médio de uma funcao
f de duas variaveis em um retangulo R, sendo A(R) a
area de R, sera:

|

Jmed = m H flx,v)dA

R
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> Sef(x,y) =0 aequagao

AR) X fues = [[ £, ) dA

prof. Henrique A M Faria
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> Sef(x,y) =0 aequagao

AR) X fues = [[ £, ) dA

diz que a caixa com base R e altura f_ ., tem o0 mesmo
volume que o soélido sob o grafico de .

55



> Sef(x,y) =0 aequagao

AR) X fues = || £(x. y) dA

diz que a caixa com base R e altura f_ ., tem o0 mesmo
volume que o soélido sob o grafico de .

» Se z = f (x, y) descreve uma regidao montanhosa e
vocé corta os topos dos morros na altura f,_ .4, entao
pode usa-los para encher os vales de forma a tornar
a regiao completamente plana. (veja a Figura 11).
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Valor médio

» Se z = f (x, y) descreve
uma regiao montanhosa
freqr divide o volume
total, constituido do
volume dos picos e o
volume vazio dos vales,
exatamente ao meio.

FIGURA 11

Prof. Henrique A M Faria 57



» Estudar secdo 15.2 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Integrais duplas sobre regidoes mais gerais.
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.

Prof. Henrique A M Faria 59



Contatos

profhenriguefaria.com

@g henrigue.faria@unesp.br

Prof. Henrique A M Faria


mailto:henrique.faria@unesp.br
https://www.profhenriquefaria.com/
https://www.profhenriquefaria.com/

