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 Nas integrais duplas, queremos integrar a função f 
não somente sobre retângulos. 

 Existem regiões curvilíneas como da Figura 1 e estas 
também podem ser integradas. 
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 Nas integrais duplas, queremos integrar a função f 
não somente sobre retângulos. 

 Existem regiões curvilíneas como da Figura 1 e estas 
também podem ser integradas. 

 Vamos supor que uma região D seja uma região 
limitada. 

 Isto significa que D pode estar contida em uma 
região retangular R como na Figura 2. 
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 Definimos uma nova função F, com domínio R, por: 
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 Se F for integrável em R, então definimos a integral 
dupla de f em D por: 
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 Se F for integrável em R, então definimos a integral 
dupla de f em D por: 

 Isso significa que não importa qual o retângulo R 
tomado, desde que contenha D. 
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 Se F for integrável em R, então definimos a integral 
dupla de f em D por: 

 Isso significa que não importa qual o retângulo R 
tomado, desde que contenha D. 

 No caso em que f(x, y) ≥ 0 , podemos ainda 
interpretar como o volume do sólido que está acima 
de D e abaixo da superfície z = f(x, y). 



Região plana do tipo I – contínua em x 

 Uma região plana D é do tipo I se for a região entre 
o gráfico de duas funções contínuas de x, ou seja: 



Região plana do tipo I – contínua em x 

 Uma região plana D é do tipo I se for a região entre 
o gráfico de duas funções contínuas de x, ou seja: 
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 Para calcularmos a integral 
quando D é do tipo I, 
escolhemos um retângulo  
R = [a, b] × [c, d] que 
contenha D, como na 
Figura 6 
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 Para calcularmos a integral 
quando D é do tipo I, 
escolhemos um retângulo  
R = [a, b] × [c, d] que 
contenha D, como na 
Figura 6 

 Pelo teorema de Fubini: 
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 Observamos que F(x, y) = 0 
se 𝑦 <  𝑔1(𝑥) ou 
𝑦 >  𝑔2(𝑥). 
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 Observamos que F(x, y) = 0 
se 𝑦 <  𝑔1(𝑥) ou 
𝑦 >  𝑔2(𝑥). 

 Portanto, temos a 
seguinte expressão para o 
tipo I: 



Região plana do tipo II – contínua em y 

 Uma região plana D é do tipo II se for a região entre 
o gráfico de duas funções contínuas de y, ou seja: 



Região plana do tipo II – contínua em y 

 Uma região plana D é do tipo II se for a região entre 
o gráfico de duas funções contínuas de y, ou seja: 
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 Para calcularmos a integral quando D é do tipo 
II, escolhemos um retângulo R = [a, b] × [c, d] 
que contenha D. 

 Pelo teorema de Fubini: 



Exemplo 1 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução: 

Exemplo 1 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução: 

Exemplo 1 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução: 

Exemplo 1 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução - continuação: 
Exemplo 1 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução - continuação: 
Exemplo 1 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução - continuação: 
Exemplo 1 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução - continuação: 
Exemplo 1 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução - continuação: 
Exemplo 1 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução - continuação: 
Exemplo 1 

Prof. Henrique A M Faria 



Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução 1: 

Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução 1: 

Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução 2: 

Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução 2: 

Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução 2: 

Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução 2: 

Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução 2: 

Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução 2: 

Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução 2: 

Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução 2: 

Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução 2: 

Exemplo 2 

Prof. Henrique A M Faria 



Exemplo 3 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução: 

Exemplo 3 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução: 

Exemplo 3 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução: 

Exemplo 3 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução: 

Exemplo 3 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução: 

Exemplo 3 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução - continuação: 

Exemplo 3 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução - continuação: 

Exemplo 3 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução - continuação: 

Exemplo 3 

Prof. Henrique A M Faria 



Solução - continuação: 

Exemplo 3 

Prof. Henrique A M Faria 



prof. Henrique A M Faria 



prof. Henrique A M Faria 



prof. Henrique A M Faria 



Prof. Henrique A M Faria 

 Estudar seção 15.3 do livro texto (Stewart). 

 Resolver os exemplos dados em aula. 

 Praticar com a lista de exercícios. 

 Integrais duplas em coordenadas polares. 
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1. STEWART, James. Cálculo - volume 2. 7. 
ed. São Paulo: Cengage, 2013. 

Numeração dos exercícios  

com base na 7ª ed.    ► 
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