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» Nas integrais duplas, queremos integrar a funcao f
nao somente sobre retangulos.

» Existem regioes curvilineas como da Figura 1 e estas
também podem ser integradas.



Nas integrais duplas, queremos integrar a funcao f
nao somente sobre retangulos.

Existem regides curvilineas como da Figura 1 e estas
também podem ser integradas.

Vamos supor que uma regiao D seja uma regiao
limitada.

Isto significa que D pode estar contida em uma
regiao retangular R como na Figura 2.



Integrais duplas sobre regioes gerais
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Integrais duplas sobre regices gerais
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» Definimos uma nova funcao F, com dominio R, por:

Flx. y) = f(x,vy) se (x,y)estiemD ]
e 0 se (x, y) estiem R mas nio em D
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» Se F for integravel em R, entdao definimos a integral
dupla de fem D por:

H flx,y)dA = j F(x,y) dA onde F é dada pela Equacio |

D Iy



» Se F for integravel em R, entdao definimos a integral
dupla de fem D por:

H flx,y)dA = j F(x,y) dA onde F é dada pela Equacio |

D Iy

» Isso significa que ndo importa qual o retangulo R
tomado, desde que contenha D.



» Se F for integravel em R, entdao definimos a integral
dupla de fem D por:

j flx,y)dA = j F(x,y) dA onde F é dada pela Equacio |

D Iy

» Isso significa que ndo importa qual o retangulo R
tomado, desde que contenha D.

» No caso em que f(x, y)= 0, podemos ainda
interpretar como o volume do sélido que esta acima
de D e abaixo da superficie z = f(x, y).
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Tipos particulares de regioe

Regiao plana do tipo | — continua em x

» Uma regido plana D é do tipo | se for a regiao entre
o grafico de duas funcdes continuas de x, ou seja:

D={xy|asxsb glx) sy = g)}
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Tipos particulares de regioes

Regiao plana do tipo | — continua em x

» Uma regido plana D é do tipo | se for a regiao entre
o grafico de duas funcdes continuas de x, ou seja:

D={xy|asxsb glx) sy = g)}

g LT g y=g.lx) g Yy =9g,x)
(T ~ fﬂ
D [/ D ( 2 >
o —-—----*"’"//I I\mﬁ )  vmaw
I y=g(x) I 1_ I y=g,(x) __I ) I I ‘
0 a h X 0| « b X 0l a b X

FIGURA 5 Algumas regides do tipo | 11



. YA FIGURAG  y—g, (x
> Paracalcularmos aintegral | Y=g
gquando D é do tipo |, \
escolhemos um retangulo D
R =[a, b] X [c, d] que »\
contenha D, como na €= x.
. | I y=gx)
Figura 6 > | |
a X
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» Para calcularmos a integral
gquando D é do tipo |,
escolhemos um retangulo
R =[a, b] X [c, d] que
contenha D, como na

Y4 FIGURA 6

d

y=¢,lx)

Figura 6

> Pelo teorema de Fubini:

D
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Hf (x, J"‘) dA = H Fx, J’) dA = Lh f F(x, y) dy dx
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Tipos particulares de regioce

G\_)

» Observamos que F(x, y) =

sey < g4(x)ou
y > g(x).

Y+ FIGURAG  y=g4,(x)
dp——— \
D
Lo
l }-‘=£h{x}l
0 i b :

Prof. Henrique A M Faria

14



YA FIGURAG  y=g ()
Y=gl > Observamos que F(x, y) =

d———
\ sey < g4(x)ou
v y > g,(x).
i ;\_ . > Portanto, temos a
0 — L~ seguinte express3o para o
tipo I:

el gzl x) g2l x)
[' Py ay=[""Feyyay =" fx. 9 dy

¢ glx) gilx
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Tipos particulares de regioes

Regiao plana do tipo Il — continuaemy

» Uma regido plana D é do tipo Il se for a regiao entre
o grafico de duas funcdes continuas de y, ou seja:

=@y |csy<d @y <x<hb)
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Tipos particulares de regide:
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Regiao plana do tipo Il — continuaemy

» Uma regido plana D é do tipo Il se for a regiao entre
o grafico de duas funcdes continuas de y, ou seja:

=@y |csy<d @y <x<hb)

=
=¥

FIGURA 7 Algumas regides do tipo II
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» Para calcularmos a integral quando D é do tipo
Il, escolnemos um retangulo R = [a, b] X [c, d]
gue contenha D.

> Pelo teorema de Fubini:

ﬂf(x yyaa=["[" f(x.y) dx dy

iy



Integrails duplas em regidoes gerals Exemplo 1

Calcule ||, (x + 2y) dA, onde D € a regido limitada

pelas pardbolas y = 2x*e y =1 + x>

Prof. Henrique A M Faria 19



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 1

Calcule ||, (x + 2y) dA, onde D € a regido limitada

pelas pardbolas y = 2x*e y =1 + x>

Solucao:
As parabolas se interceptam quando
2x* =1+ x*
x2=1, logo, x = *1.

Prof. Henrique A M Faria 20



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 1

Calcule ||, (x + 2y) dA, onde D € a regido limitada

pelas pardbolas y = 2x*e y =1 + x>

~ VA
Solucao: |
- . B ‘n y= 1+ _1'2 ,L’
As parabolas se interceptam quando =1.2) / (1,2)
2 \ O\ P
x- =1, logo, x = =1. v | e
x_.__.x A ;.- y= 7 y?

T x"“ - - | =
-1 1 x
FIGURA 8
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Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 1

Calcule ||, (x + 2y) dA, onde D € a regido limitada
pelas pardbolas y = 2x*e y =1 + x>
Solucao:
As pardbolas se interceptam quando =1 2:].":{_:-.___ - ____..;,5"'“= 2)
2x* =1+ x* \ \ /
x2=1, logo, x = *1.

Observamos que a regido D, A /y=2x"

¢ uma regiio do tipo I,

. >
] - ]
T T

i

e podemos escrever -1 1

FIGURA 8
{{.x:y}|—l sx=], x=sy=< l—]—.x}
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Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 1
Solucao - continuacao:

Como o limite inferior é y = 2x*e o . I/
YU f,2)
superior 6 y = 1 + x*, a Equacdo 3 leva a
/ﬁy=2x2
T x
FIGURA 8
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Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 1
Solucao - continuacao:

¥4
Como o limite inferior é y = 2x*e 0 N
_ ) F1.2)\ Y= S0
superior € y = 1 + x°, a Equacio 3 leva a \/
D | X
1 ]+I2 \".,I\ ~ | -
_[[ (x + 2y)dA = I f (x + 2y) dy dx "D L
—1 J2x? \ Jy=2x2
D \ /
\\, —~ I -
—1 1 X

FIGURA 38
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Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 1
Solucao - continuacao:

¥
Como o limite inferior é y = 2x%e o L
—1.2)4, y=l+a2® 4 {1 2)
superior é y = 1 + x*, a Equagciio 3 leva a \
f1 1+l \ T
f j (x + 2y)dA = 1 f (x + 2y) dydx \ D
J— \ Jy=2x
D
"1 y=1+x? I ;
— [Iy + y ] —Ty2 dx - !
sl FIGURA 8
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Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 1
Solucao - continuacao:

¥
Como o limite inferior é y = 2x%e o o)
—1.2)4, y=1+x" 'fu 2)
superior é y = 1 + x*, a Equagciio 3 leva a \
M1 1+l
f j (x + 2y)dA = 1 f (x + 2y) dy dx \ D
- /y=2x"
D
"1 y=1+x? I ;
— [I}} + y ] —Ty2 d.I: -1 !
41 FIGURA 8

— Ijl [.I‘(] ‘|‘.I32} + (l 4 .1.’12)2 _ .11(2,1’22) . (Z.IIE)E]dx
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Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 1
Solucao - continuacao:

V4 |/
Como o limite inferior é y = 2x%eo .
1,21\ PRI L)
superior € y = 1 + x*, a Equacfo 3 leva a \
\\\ J // r
1 1+x? S
f (x + 2y)dA = j (x + 2y) dy dx "D
1 J2x0 Jy=2x2
"1 =1+x? ’ | >
- 2|F _ X
o —1 [){3}? + ¥ ]}?=2_1'2 dx ! :
: FIGURA 8

— :_ll [x(1 + x2) + (1 + x%)? — x(2x?) — (2x%)*]dx

= 1_11 (—3x*—x+2x*+x+ 1) dx
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Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 1
Solucao - continuacao:

¥
Como o limite inferior é y = 2x%e o )
12 y= *‘ 1,2)
superior é y = 1 + x*, a Equagciio 3 leva a \
f (x + 2y)dA = j (x + 2y) dy dx "D
o =1 0257 y=2x2
"1 =]4x2 I ;
— [J:y + y2]§=11.2 d.l: -1 I
sl FIGURA 8

= 1 (1 +2%) + (1 + %22 = x(2x%) — (227)]dlx

= 1_11 (—3x* —x3+ 2x*+x+ Ddx

1
x? x* x? x2 32
X
—1

= —3—— +2—+ —+
5 4 3 2

Prof. Henrique A M Faria 28



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 2

Determine o volume do solido que esta abaixo do paraboloide

z = x> + y* e acima da regido D do plano xy limitada pela

retay = 2x e pela pardbola y = x°.

Prof. Henrique A M Faria 29



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 2

Determine o volume do solido que esta abaixo do paraboloide
z = x> + y* e acima da regido D do plano xy limitada pela

retay = 2x e pela pardbola y = x°. -
~ 2. 4)
Solucdo 1: Y R
V= 2x
J -
A/ y=2x
D/
HMH f/_,.»-,-
Jo 1 2 x
FIGURA 9

D como uma regido do tipo 1

Prof. Henrique A M Faria 20



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 2

Determine o volume do solido que esta abaixo do paraboloide

z = x> + y* e acima da regido D do plano xy limitada pela
2

reta y = 2x e pela parabola y = x~. "
N ' 4
Solugado 1: =
r—= 2 x
Da Figura 9 vemos que D € uma regido do tipo L e ’ l
[ .2
= {(.x, V]o=sx=s2 x*sy=< Q.x} r/ e
D/
Jo i+ %
FIGURA 9

D como uma regido do tipo 1
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Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 2

Portanto, o volume abaixo de z = x? + yE egacimade D é

V= jf (x% + y2)dA = j;f‘ (x® + y2)dy dx
| .

Prof. Henrique A M Faria 22



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 2

Portanto, o volume abaixo de z = x* + y*e acima de D é

V= ﬂ (x? + y2)dA = J:fj (x® + y2)dy dx
D v

— j? [xzy + J;T:E:dx = j: [IE(ZI) + (2;)3 — xi? — (IE)S} d

Ld

Prof. Henrique A M Faria 23
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tegrals duplas em regioes gerals Exemplo 2

Portanto, o volume abaixo de z = x* + y*e acimade D é

V= ﬂ (x? + y2)dA = J”; fj (x2 + y2)dy dx
D v

) 3 y=2x 2 2 3 243
:_[ x’y + A dx :_[ x3(2x) + @x) _ xix? — () dx
0 3 .7 0 3 3

y=x

o X, 14x° XX W[ 216
:J —— —x *t dx=——F———+—| =——
o L3 3 21 5 6 |, 35

Prof. Henrique A M Faria 24



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 2

Determine o volume do solido que esta abaixo do paraboloide

z = x> + y* e acima da regido D do plano xy limitada pela

retay = 2x e pela pardbola y = x°.

Solucao 2:

VA f
4 J(2,4)
/  Jx=\
\\H... J’//’/ }
/|0 x
FIGURA 10

D como uma regido do tipo II Prof. Henrique A M Faria 38



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 2

Determine o volume do solido que esta abaixo do paraboloide

z = x> + y* e acima da regido D do plano xy limitada pela

retay = 2x e pela pardbola y = x°.

SO|U§§O 2: Da Figura 10, vemos que D pode ser descrita
Y4 y como uma regido do tipo II:
41 112,4)
. D = {(.x,y) 10=y=4, ;y=x=< \/}T}
Jx=\ly
0 x
FIGURA 10

D como uma regido do tipo II Prof. Henrique A M Faria 26
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egrals duplas em regioes gerais Exemplo 2

Determine o volume do solido que esta abaixo do paraboloide

z = x> + y* e acima da regido D do plano xy limitada pela

retay = 2x e pela pardbola y = x°.

Solugéo 2: Da Figura 10, vemos que D pode ser descrita
Y4 y como uma regido do tipo II:
4+ 2.4
1, D = {(.x, y)|0=y=4, %y = x = \/}T }
Jzﬁ Logo, outra expressdo para V é
v= ([ +y)aa= [’ jj’?(ﬁ + y2) dxdy
D ; D 0 Jay
FIGURA 10

D como uma regido do tipo II Prof. Henrique A M Faria 27



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 2
Solucao 2:

V= ” (x* + y*)dA = J:l jf{xz + vy dxdy

Prof. Henrique A M Faria gg



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 2

Solucao 2:

v=[[ @ +y)da= jf(ﬁ + y2)dx dy

P =y
= j — + yz.x dy
o | 3 _1
I=z¥

Prof. Henrique A M Faria 29



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 2

Solucao 2:

V= ﬂ (2 + y2)dA = ﬁjf(ﬁ + y2)dx dy

SIERN

y3,."'2 p y3 yﬂ
= + == d
L I

Prof. Henrique A M Faria A



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 2

Solucao 2:

V= ﬂ (@ +yda= [’ jf(ﬁ + y2)dx dy

_H_Hx} &
- (“ )

2,52 4 ?,fz 13 4

— 15Y 96.Y ]

Prof. Henrique A M Faria Aaq



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 2

Solucao 2:

V= ﬂ (@ +yda= [’ jf(ﬁ + y2)dx dy

_H_Hx} &
- (“ )

__ 2 5/2 ?2 13 4
—ﬁ}fjf ! gﬁ}f]

Prof. Henrique A M Faria a2



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 2

Solucao 2:

A Figura 11 mostra o sélido cujo volume é
4 Sy calculado no Exemplo 2. Ele estd acima do
_ 2 2 _ 2 2
V= ” (x* + y7)dA = _[U _I; (x* + y%)dxdy plano xy, abaixo do paraboloide
D z=x>+y*eentreoplanoy = 2xeo0
cilindro parabélico y = x>.

o L3 r=Ly
_ 4 ysfz +};5e’3 y3 B }’3 ”
o\ 3 24 2
2.5/ 2 912 13 44
—15}’f "‘?}’f — Y ]n
_ 26
35 FIGURA 11

Prof. Henrique A M Faria A3



Integrals duplas em regidoes gerals Exemplo 3

Determine o volume do tetraedro Iimitado pelos planos
x+2y+z=2, x=2y, x=0ez=0.

Prof. Henrique A M Faria AA,



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 3
Determine o volume do tetraedro Iimitado pelos planos
x+2y+z=2, x=2y, x=0ez=0.

Solucao:

E prudente desenhar dois diagramas:

um do soélido tridimensional e outro da
regido plana D

Prof. Henrique A M Faria Ak,



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 3
Determine o volume do tetraedro limitado pelos planos *1 FIGURA 13
x+2y+z=2, x=2y, x=0ez=0. |
Solugao: .

E prudente desenhar dois diagramas:

um do soélido tridimensional e outro da
regido plana D

Prof. Henrique A M Faria Al



Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 3

Determine o volume do tetraedro limitado pelos planos  *4

x+2y+z=2, x=2y, x=0ez=0.
Solucao:

E prudente desenhar dois diagramas:

um do solido tridimensional e outro da
regido plana D

Como o plano x + 2y + z = 2 intercepta
0 plano xy cuja equacido € z = 0 na reta
x + 2y = 2, vemos que 7 estd acima da
regido triangular D no plano xy limitado
pelasretasx = 2y, x + 2y =2ex = (.

V4

FIGURA 13

L

Prof. Henrique A M Faria
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Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 3
SO'UQéOI * FIGURA 13

O plano x + 2y + z = 2 pode ser escrito

comoz = 2 — x — 2y, de modo que o volume

x=2y|

pedido esta sob o grafico da funcio

z=2—x— 2y eacima de N

DZ{(I,}?HD%):E],I/Z&yil—x,/Z}

x+2y=2
(fouy=1—x/2)

/

D (L)

y= IJ-"I 2

} =
1 X

FIGURA 14

Prof. Henrique A M Faria )
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Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 3

SO'UQéOI : FIGURA 13

O plano x + 2y + z = 2 pode ser escrito

comoz = 2 — x — 2y, de modo que o volume

pedido esta sob o grafico da funcio

z =72 —x— 2y eacima de

DZ{(I,}?HD%J:E],I/Ziyil—x,/Z}

X+2y=2
Portanto. A (ouy=1-1x/2)
1 1—x/2 /
v:g(z—x—zy}dA:LLﬂ (2 — x — 2y) dy dx b > (1)
y=x/2
0 X
FIGURA 14
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Integrais duplas em regioes gerals Exemplo 3

Solucao - continuacao:

v={l@-x- zy)dﬂzj:ﬂ;"ﬂ(z — x — 2y) dy dx
D

Prof. Henrique A M Faria 50



Integrals duplas em regioes gerals Exemplo 3
Solucao - continuacao:
V=@ -x-2)da= LILI:E (2 — x — 2y) dy dx
D

y=1-x/2

— LI [Zy — Xy Y 2]];=_t,-"2 dx

Prof. Henrique A M Faria 51



Integrals duplas em regioes gerals Exemplo 3
Solucao - continuacao:
1 l—x/2
1hiﬂe—x—amm=LLﬁ (2 — x — 2y) dy dx
D

y=1-x/2

— LI [Zy — XY Y EL=I;2 dx

1 X x \? x? x?
=l [2-x—x{1-Z)-{1-2] —x+=—+=|d
fles-3) (- 5) o3 e g e

Prof. Henrique A M Faria 52



Integrais duplas

s em regloes gerals Exemplo 3

Solucao - continuacao:

V= H 2 —x— zy)dﬂzj;lﬁ;"ﬂ(z — x — 2y) dy dx
D

ZLI[Ey—xy—f

[ [z_x_x(

ZLl(x1—2x+ l)dxzx?—xg—l—x

b

-3)-

3

dx

Prof. Henrique A M Faria
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[[ ey + geyda = || f(x.y) da + [] g(x.y) da

J:I. cf(x,y)dA =c J:I.f(.x,y) dA
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[[ ey + geyda = || f(x.y) da + [] g(x.y) da

[[ efyda=c ||y da
D D
Se f(x,y) = g(x,y) paratodo (x,y) em R, entdo

ﬂ flx,y)dA = ﬂ g(x,y) dA

55



[[ ey + geyda = || f(x.y) da + [] g(x.y) da

[[ efyda=c ||y da
D D
Se f(x,y) = g(x,y) paratodo (x,y) em R, entdo

ﬂ flx,y)dA = ﬂ g(x,y) dA

A FIGURA 17
D

J.J.f(.x,y) dA = J.J.f(.x,y) dA + J.J.f(_x?y) dA D, D,




» Estudar secdo 15.3 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Integrais duplas em coordenadas polares.

57



1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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Contatos
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