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» As coordenadas polares (r,8) de um ponto estao
relacionadas com as coordenadas retangulares
(x,y) pelas equacgdes:
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» As coordenadas polares (r,8) de um ponto estao

relacionadas com as coordenadas retangulares
(x,y) pelas equacgdes:
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FIGURA 2



» As regioes da Figura abaixo sdo casos especiais
um retangulo polar:

r

=Y

(@) R={(r,0) |0=r=1,0=60=27}

de

b) R={(r, ) | 1
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Para calcularmos a integral dupla (|, f(x,y) dA,
onde R € um retangulo polar, apresentado na Figura 3

FIGURA 3 Retangulo polar
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Para calcularmos a integral dupla (|, f(x,y) dA,
onde R € um retangulo polar, apresentado na Figura 3

dividimos o intervalo [a, D]
em m subintervalos [r;—1, 7]
de larguras 1guais

Ar = (b —a)/m e

FIGURA 3 Retangulo polar
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Para calcularmos a integral dupla (|, f(x,y) dA,
onde R € um retangulo polar, apresentado na Figura 3

dividimos o intervalo [a, D]
em m subintervalos [r;-1, 7]
de larguras 1guais

Ar = (b —a)/m e

o intervalo [, B] em n
subintervalos [ 61, 6;]
de larguras iguais

A6 = (B — a)/n.

FIGURA 3 Retangulo polar
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Integrais duplas em coordenadas polares
Entdo, os circulos r = r; e os raios @ = @; dividem o
retangulo polar R nos retangulos polares menores R;;

mostrados na Figura 4.




Integrais duplas eim coordenadas polares
O “centro” do sub-retingulo polar

R;‘j — {(F’, 9) I Ficl = T = 1, 9}-1 = 0= 9_;}
tem coordenadas polares

F‘;}: — %(f"g_l -+ F"g)

'9;* - %(ﬁj—l + Qj)

Y
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O “centro” do sub-retangulo polar

R;‘j — {(F’, 9) I Ficl = T = 1, 9;-1 = 0= 9_;}
tem coordenadas polares

Fﬁ: — %(f"g_l -+ F‘g)
‘9;* - %(ﬁj—l + ‘9})

Calculamos a area de R;;
Mg = %FEAG — %F"E’_l AH

Y

Prof. Henrique A M Faria 10



| randh 2 e O,ﬁ* /—ff
Umﬁﬁ@%fﬁ IS ©

Alae ame e md e adac ol
s duplas em coordenadas polares

O “centro” do sub-retangulo polar
jo — {(F’, 9) I Ficl = T = 1, 9;-1 = 0= 9_;}

tem coordenadas polares

Fﬁ: — %(f"g_l -+ F‘g)

‘9;* - %(ﬁj—l + ‘9})

Calculamos a area de R;;
Mg = %FEAG — %F"E’_l AH
=s(r2— r21) A6

Y
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O “centro” do sub-retangulo polar

jo — {(F’, 9) I Ficl = T = 1, 9;-1 = 0= 9_;}
tem coordenadas polares

i"'fk — %(ri—l T F‘f)

0 = %(ﬂj—l + 6))
Calculamos a area de R;;
Mg = %FE&H — %F"Ei_l AH

=s(r?— r2,) A6
== %(F‘g -+ F"g_l)(ﬁ — F”g_l) ﬁﬁ

Y
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O “centro” do sub-retangulo polar

jo — {(F’, 9) I Ficl = T = 1, 9;-1 = 0= 9_;}
tem coordenadas polares

i"'fk — %(ri—l T F‘f)

0 = %(ﬂj—l + 6))
Calculamos a area de R;;
Mg = %FE&H — %F"Ei_l AH

=s(r?— r2,) A6
== %(F‘g -+ F"g_l)(ﬁ — F”g_l) ﬁﬁ

S = r* Ar A0
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As coordenadas retangulares do centro de R;; sao

(ri cos 0], ri* sen B;°), portanto, uma soma de Riemann é

Prof. Henrique A M Faria
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As coordenadas retangulares do centro de R;; sao

(ri cos 05, ri* sen 8;°), portanto, uma soma de Riemann é

mn i

2 2 frF cos OF, 1 sen 0F) AA; =
i=1 j=1

i ft

> 2 f(r¥ cos 0F, 1 sen 0F) 1 Ar A

i=1 j=1
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As coordenadas retangulares do centro de R;; sao

(ri cos 05, ri* sen 8;°), portanto, uma soma de Riemann é

in it

> D, f(rif cos OF, 1 sen 0F) AA; =

i=1 j=1

in ft

> D f(rff cos 0F, 1 sen 07) rit Ar A6

i=1 j=I

Se escrevermos g(r, ) = rf(rcos 8, rsen ), asoma de

Riemann pode serreescrita como

n i

> 2 g9, 0F) Ar A6

i=1 j=1

Prof. Henrique A M Faria
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Portanto, temos

j fx,y)dA = lim 2, 2, f(rf cos 8F, rf sen 0]) AA,

5 A= % =1 j=1
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Portanto, temos

|| £Cr.y) aa

m i

|

m,n—>w .

i=1 j=1

m it

lim D, 2, g(r¥, 6f) Ar A6

m,n—w i=1 f=l

]]
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Portanto, temos

[ £0x3)

R

I

]]

m n

lim D, 2, f(r¥ cos OF, rf sen 6;°) AA;

m,np—w i=1 ‘f=l

m n

lim D, 2, g(r¥, 6f) Ar A6

m,n—w j=1 f=l

jf E g(r,9)drdo
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Portanto, temos

[ £0xy) aa

m n

|

m,n—>w

i=1 j=1

in i

= lim 2, 2, g(r¥, 6F) Ar AG

—>» 00 - !
m, i i=1 f=l

|

jf f g(r,0) drdo

|

jﬂ Ff(r cos 8,rsen @) r dr df

FIGURA 5 dA
dt&?)’/f <
/’3’/{/ dr

P
e rde
~ 7 r
P
7
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Convertemos coordenadas retangulares para coordenadas
polares em uma integral dupla escrevendo x = rcos 0 e

y = rsenf e substituindo dA por r dr d6.

Prof. Henrique A M Faria 21
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Convertemos coordenadas retangulares para coordenadas
polares em uma integral dupla escrevendo x = rcos 0 e

y = rsenf e substituindo dA por r dr d6.

Mudanca para Coordenadas Polares em uma Integral Dupla

Se f € continua no retangulo polar R dado por
Osasr=s=bas60=p onde0=p— a=2m

entao

Prof. Henrique A M Faria
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Convertemos coordenadas retangulares para coordenadas
polares em uma integral dupla escrevendo x = rcos 0 e
y = rsenf e substituindo dA por r dr d6.

Mudanca para Coordenadas Polares em uma Integral Dupla

Se f € continua no retangulo polar R dado por

Osasr=s=bas60=p onde0=p— a=2m

entao

ﬂ f(x,y)dA = Lig Ef(r cos 8,1 sen 0) r dr d6

R

Prof. Henrique A M Faria
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Integrais duplas em coordenadas polares
Exemplo 1

Determine o volume do sélido limitado pelo plano

z = 0 e pelo paraboloide z =1 — x? — y~.
FIGURA 6
0,0, 1)
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Integrais duplas em coordenadas polares
Exemplo 1

Determine o volume do sélido limitado pelo plano

z = 0 e pelo paraboloide z =1 —x* — y~.
FIGURA 6
(0,0, 1)

Solucao:

Se tomarmos z = 0 obteremos x* + y* = 1.
o sélido esta abaixo do paraboloide e acima do

disco circular D dado por x* + y* < 1

prof. Henrique A M Faria 25



Integrais duplas e coordenadas polares

Exemplo 1

Determine o volume do sélido limitado pelo plano

z = 0 e pelo paraboloide z =1 —x* — y~.
5 FIGURA 6
(0,0,1)

Solucao:

Se tomarmos z = 0 obteremos x> + y? = 1.
o sélido esta abaixo do paraboloide e acima do

disco circular D dado por x* + y* < 1

Em coordenadas polares, D € dado por
O=r=1,0=0=2m

Como 1 — x?> —y*>=1 — r?, o volume €

prof. Henrique A M Faria 26



Integrais duplas e coordenadas polares

Exemplo 1 solucao:
V= ﬂ (1 —x* —y*)dA

FIGURA 6
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Integrais duplas e coordenadas polares
Exemplo 1 solucao:

: . FIGURA 6
V= I(l — x> — y?)dA
D

0,0,1)

"t ar

J;: (1 — r¥)rdrdb

JO

prof. Henrique A M Faria

28



grais duplas em coordenadas polares
Exemplo 1 solucao:

: _ FIGURA®
V= j(l — x> —y%)dA
D

0,0,1)

[,
=, L(l r)rdrdo

r2m L,
), dGL(r ) dr
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Integrais duplas em coordenadas polares
Exemplo 1 solucao:

: _ FIGURA®
V= j(l — x> —y%)dA
D

0,0,1)

2w 1,
), L(] r)rdrdo

o *2a 1 .3
=, dﬁL (r —r’)dr

e -
2 4 2
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Integrais duplas em coordenadas polares

Exemplo 1 solucao:
V= ﬂj (1 —x*—vy*)dA

Y

FIGURA 6
(0,0, 1)

"2 ['1

J:} (1 — r*)rdrdb

JO

o *2a 1 3
= dﬁj; (r —r’)dr

LY

2 ?‘41 T
—o| | =L
R >

0

Se trabalhdssemos com coordenadas retangulares
V= j j (1 —x2 = yVdydx

que ndo € ficil de calcular, pois envolve | (1 — x?)**dx. a1
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Se f¢€ continua em uma regido polar da forma

D={(r.0)|a<o<p m®) <r<m®)

J.J.f{x,y) dA = jf j:ﬁ}f(rcns 6, rsen @) rdrdd
s :
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FIGURA 7

Se f¢€ continua em uma regido polar da forma

0= r=h,(6)
D={r.0]a<0<p, ) <r=< o)
D
/

/!;8 0= o Hf(x,y) dA = jf Eﬁ}f(rcns 0, rsen 0) rdrdf

D.ﬂ’&\i D ‘

Nr=hy(6) ]
Em particular, tomando f(x,y) = 1, h1(8) = 0 e h»(6) = h(0)

a drea da regido D limitada por 0 = «, 8 = Be r = h(0) é

A(D) = ﬂ | dA = L’f Em} rdr df

D
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FIGURA 7

Se f¢€ continua em uma regido polar da forma

6= r=h,(6)
D = {(r, )|las0<pB, ) =r=< hz({-})}
D
/
/K 9= Hf(x,y) dA = jﬁ jhz{g}f(r cos 8, rsen 0) r dr db
‘8 o @ o FIJ[H]
Lo 0
= hy(6) i

Em particular, tomando f(x,y) = 1, h1(8) = 0 e h»(6) = h(0)

a drea da regido D limitada por 0 = «, 8 = Be r = h(0) é

A(D) = ﬂ | dA = E‘ L‘f‘“ rdr do

D

P F‘E ki) 8
:j [?] dezj s[h(8))*db
o 0 o 34
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Exemplo 2 FIGURA 8
Use a integral dupla para determinar a |
drea contida em um laco da rosdcea de A
quatro pétalas r = cos 26. N

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 2
. . /“-K\*-. H=
Use a mtegral dupla para determinar a () g
= s # \ [
area contida em um laco da rosacea de - \>< |

quatro pétalas r = cos 26.
PN

Y

Solucao:
Do esbogo na Figura 8, vemos que um laco da rosdcea de quatro pétalas

corresponde 2 regiio D = {(r, 6) | —m/A<0=<m/4, 0<r=cos 26}

26
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Use a mtegral dupla para determinar a
drea contida em um laco da rosdcea de

quatro pétalas r = cos 26.

Solucao:

Do esboco na Figura 8, vemos que um laco da rosicea de quatro pétalas
corresponde 2 regiio D = {(r, 6) | —m/A<0=<m/4, 0<r=cos 26}

A(D) = ﬂdﬂ —~ fif””rdrdﬂ
D

prof. Henrique A M Faria 37
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Use a mtegral dupla para determinar a
drea contida em um laco da rosdcea de

quatro pétalas r = cos 26.

Solucao:

Do esboco na Figura 8, vemos que um laco da rosicea de quatro pétalas
corresponde 2 regiio D = {(r, 6) | —m/A<0=<m/4, 0<r=cos 26}

A(D) = ﬂdﬂ Jﬂinm J.quﬂrdrdﬂ — J""’"‘ [Erz]m”ﬂ
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nNtegrais aduplas e coorcenacas polares
Exemplo 2 FIGURA 8

Use a mtegral dupla para determinar a

drea contida em um laco da rosdcea de 3

quatro pétalas r = cos 26. N
Solucao:

Do esboco na Figura 8, vemos que um laco da rosicea de quatro pétalas
corresponde 2 regiio D = {(r, 6) | —m/A<0=<m/4, 0<r=cos 26}

A(D) = J;j dA = rﬁ Lmzﬂr drdf = ril [%rz]fﬂﬂdﬂ = %rﬂacnsﬂﬂ do

—af4
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Exemplo 2

Use a mtegral dupla para determinar a
drea contida em um laco da rosdcea de
quatro pétalas r = cos 26.

Solucao:

Do esboco na Figura 8, vemos que um laco da rosicea de quatro pétalas
corresponde 2 regiio D = {(r, 6) | —m/A<0=<m/4, 0<r=cos 26}

A(D) = J;j dA = rﬁ Lmzﬂr drdf = ril [%rz]fﬂﬂdﬂ = %rﬂacns@ﬂ do

— w4
_ &f’i (1 + cos 46) d6
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Exemplo 2

Use a mtegral dupla para determinar a
drea contida em um laco da rosdcea de
quatro pétalas r = cos 26.

Solucao:

Do esboco na Figura 8, vemos que um laco da rosicea de quatro pétalas
corresponde 2 regiio D = {(r, 6) | —m/A<0=<m/4, 0<r=cos 26}

A(D) = J;j dA = rﬁ Lmzﬂr drdf = ril [%rz]fﬂﬂdﬂ = %rﬂacns@ﬂ do

—af4

w4

arf
= ﬁJ._ ; (1 + cos40)do = ﬁ[ﬂ T 41531149 —arf4
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Exemplo 2

Use a mtegral dupla para determinar a
drea contida em um laco da rosdcea de
quatro pétalas r = cos 26.

Solucao:

Do esboco na Figura 8, vemos que um laco da rosicea de quatro pétalas
corresponde A regiio D = {(r, 6) | —m/A<0=<m/4, 0<r=cos 26}

A(D) = J;j dA = rﬁ Lmzﬂr drdf = ril [%rz]fﬂﬂdﬂ = %rﬂacns@ﬂ do

—af4

w4

) T
= i.I.— ; (1 + cos 40)do = ﬁ[ﬂ + isen-ﬁlﬂ Cafa = E

prof. Henrique A M Faria @2



» Estudar secdo 15.3 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Aplicacoes de Integrais duplas.
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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