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» Nesta aula, vamos explorar as aplicacoes fisicas das
integrais duplas tais como:

1. calculo de massa e densidade;

2. carga elétrica;
3. momentos e centro de massa;

4. momento de inércia.



» Nesta aula, vamos explorar as aplicacoes fisicas das
integrais duplas tais como:

1. calculo de massa e densidade;
2. carga elétrica;
3. momentos e centro de massa;
4. momento de inércia.
» Essas ideias também sao importantes quando

aplicadas a funcoes densidade de probabilidade de
duas variaveis e areas de superficies.



» No calculo |, determinamos momentos e centro de
massa de placas finas ou laminas.

» Naqgueles casos a densidade era constante e usamos
as integrais unidimensionais.

» Agora, com auxilio das integrais duplas, temos
condicoes de considerar as laminas com densidade

variavel.



No calculo |, determinamos momentos e centro de
massa de placas finas ou laminas.

Naqueles casos a densidade era constante e usamos
as integrais unidimensionais.

Agora, com auxilio das integrais duplas, temos
condicoes de considerar as laminas com densidade
variavel.

Suponha que uma lamina ocupe uma regiao D do
plano xy, e que sua densidade de massa em um
ponto (x,y) em D é dada por p(x,y), onde p é uma
funcao continua de duas variaveis em D.



» Considerando Am e AA a
massa e a area de um
pequeno retangulo que
contém o ponto (x, y).

Am

AA

plx,y) = lhim
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» Considerando Am e AA a
massa e a area de um
pequeno retangulo que
contém o ponto (x, y).

Am

AA

plx,y) = lhim

» A massa da parte da

V4

lamina que ocupa R;; €
aproximadamente p(xj. yi) AA
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» Considerando Am e AA a
massa e a area de um
pequeno retangulo que
contém o ponto (x, y).

Am

AA

plx,y) = lhim

» A massa da parte da

lamina que ocupa R;; €
aproximadamente p(xj. yi) AA

m = E 2 p(xii,yii) AA

=1 j=I
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1. Densidade e nassa

» Aumentando o nuUmero de sub-retangulos,
obtemos a massa total m da lamina.

n = tim 33 ptc ) 84 = [] ptx.3) d

k= = =1
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» Aumentando o numero de sub-retangulos,

obtemos a massa total m da lamina.

m = lim ég (x75.y5) AA = JI p(x,y) dA

kK, f—>m .

» Se uma carga elétrica estd distribuida sobre uma

regiao D e a densidade de carga é a(x,y) em D,

entao a carga total Q é dada por:
0= || o(x.y)da
D

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 1 =1

’ o (1, 1)

Uma carga esta distribuida na regiao |
triangular D a densidade de cargaem (x,y)

y=1—x

€ o(x,y) = xy, medida em (C/m?).

=Y

Determine a carga total.
0
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Exemplo 1
Uma carga esta distribuida na regiao

triangular D a densidade de cargaem (x,y)
€ o(x,y) = xy, medida em (C/m?).

Determine a carga total.

Solucao:
0~ [ otnan= [/ [ oiras

prof. Henrique A M Faria
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Uma carga esta distribuida na regiao
triangular D a densidade de cargaem (x,y)
€ o(x,y) = xy, medida em (C/m?).
Determine a carga total.

Solucao:

Q= JT o(x,y) dA = J: LI__Txy dy dx

1 2 [
= j X Y dx
2

0 y=l—x
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Exemplo 1
Uma carga esta distribuida na regiao _ D
triangular D a densidade de cargaem (x,y)
é o(x,y) = xy,medida em (C/m?). y=1-x
Determine a carga total.

Solucao:
0~ [[ otaa=[/ [ iy

0 y=l—x

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 1
Uma carga esta distribuida na regiao _ D
triangular D a densidade de cargaem (x,y)
é o(x,y) = xy,medida em (C/m?). y=1-x
Determine a carga total.

Solucao:
0~ [[ otaa=[/ [ iy

y=l—x

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 1 y=1
e - [ o (L, 1)
Uma carga esta distribuida na regiao D
triangular D a densidade de cargaem (x,y) A
é o(x,y) = xy,medida em (C/m?). y=1-x
Determine a carga total.
0 x

Solucao:
0~ [[ otaa=[/ [ iy

0 y=l—x

1 [ 243 4|
Z%Ll(lxg—f)dxz—[ f _.x:_} =

2 3 4

0
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Uma carga esta distribuida na regiao D
triangular D a densidade de cargaem (x,y) A
é o(x,y) = xy,medida em (C/m?). y=1-x
Determine a carga total.
0 x
Solucao:
0 fo o(x,y) dA Zfl jl xy dy dx
D 0 Jl—x
1 2 P
- X
:_[ x| dx Zjl—[lg—{l_x)g]dx
0 2 | o 2
¥ X
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dL(I x”)dx 2[ 3 4|, 24 total
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» Suponha que uma lamina ocupe uma regiao D e que
tenha p(x,y) como fung¢ao densidade.

» Podemos aproximar o momento de R;; (Figura 2)
com relagao ao eixo x por: [p(xi,y§) AAly}

18



» Suponha que uma lamina ocupe uma regiao D e que
tenha p(x,y) como fung¢ao densidade.

» Podemos aproximar o momento de R;; (Figura 2)
com relagdo ao eixo x por: [p(xi,yi) AA]yE

» Se tomarmos o limite quando o numero de sub-
retangulos cresce indefinidamente, obteremos o
momento da lamina inteira em relacao ao eixo x:

M.= lim 2 2 i p(xi, yii) AA = ﬂ yp(x,y) dA

i=1 j=l1

19



Suponha que uma lamina ocupe uma regiao D e que
tenha p(x,y) como fung¢ao densidade.

Podemos aproximar o momento de R;; (Figura 2)
com relagao ao eixo x por: [p(x}.yi) AAly;

Se tomarmos o limite quando o numero de sub-
retangulos cresce indefinidamente, obteremos o
momento da lamina inteira em relacao ao eixo x:

M.= lim 2 2 i p(xi, yii) AA = ﬂ yp(x,y) dA

i=1 j=l1
De maneira analoga para o eixo y:

M= lim 3 X xf p(ck,yk) AA = || xp(x.3) da
D

M, >0 j= ]._F—
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» O significado do centro

de massa € que a lamina
se comporta como se
toda sua massa estivesse
concentrada no ponto do
centro de massa.

Assim, a lamina
permanece horizontal
quando equilibrada em
seu centro de massa,
como na Figura 4.

FIGURA 4

21



3. Momentos & centros de massa

As coordenadas (x, y) do centro de massa de uma lamina
ocupando aregio D e tendo func¢io densidade p(x, y) sdo

EZ%ZiJJ.Ip(Ly)dA
y = j:f = iﬂyp(xpy)dﬂ
D

prof. Henrique A M Faria
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3. Momentos @ centros de massa

As coordenadas (x, y) do centro de massa de uma lamina
ocupando aregio D e tendo func¢io densidade p(x, y) sdo

EZ%ZiJJ.Ip(Ly)dA
y = j:f = iﬂyp(xpy)dﬂ
D

onde a massa m € dada por

n = ey as

prof. Henrique A M Faria
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3. Momentos e centros de massa

Exemplo 2
A densidade em qualquer ponto de uma ldmina semicircular €
proporcional a distincia ao centro do circulo. Determine o

centro de massa da lamina.

prof. Henrique A M Faria
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3. Momentos e centros de nmassa

Exemplo 2
A densidade em qualquer ponto de uma ldmina semicircular €
proporcional a distincia ao centro do circulo. Determine o

centro de massa da lamina.

Solucao:
Vamos posicionar a [dmina na metade superior
do circulo x> + yz = a-’. (Veja a Figura 6.) VA FIGURA 6
Entdo a distincia do ponto (x, y) ao centro do 4 f +yi=q’
circulo (origem) é 4/x2 + y2. D | \
—Ia 0 a x

prof. Henrique A M Faria 25



3. Momentos e centros de massa

1

Exemplo 2
A densidade em qualquer ponto de uma ldmina semicircular €
proporcional a distincia ao centro do circulo. Determine o

centro de massa da lamina.

Solucao:
Vamos posicionar a [dmina na metade superior
do circulo x> + yz = a-’. (Veja a Figura 6.) VA FIGURA 6
Entdo a distincia do ponto (x, y) ao centro do 4 f +yi=q’
circulo (origem) é \/.xi + y2. Portanto, D | \“
plx.y) = KJ/x* + 32 — 5 p—

onde K € alguma constante.
prof. Henrique A M Faria g@



3. Momentos e centros de massa

Exemplo 2 solucao:

Entiio a conversiio para coordenadas polares /x2 + y2 =r

earegidao D édadapor 0 <r =<a, 0=0=< 7 Logo,

FIGURA 6
: _12 +y2=g?
‘\\\\M

prof. Henrique A M Faria
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3. Momentos e centros de massa

Exemplo 2 solucao:

Entiio a conversiio para coordenadas polares /x2 + y2 =r

earegidao D édadapor 0 <r =<a, 0=0=< 7 Logo,

m = J] plx,y)dA = J] K /x2 + y2 dA

FIGURA 6
: J[2 +y2=g?

.
",
s
«.

prof. Henrique A M Faria
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3. Momentos e centros de massa

Exemplo 2 solucao:

Entiio a conversiio para coordenadas polares /x2 + y2 =r

earegidao D édadapor 0 <r =<a, 0=0=< 7 Logo,

m = J] plx,y)dA = J] K /x* + y2 dA

T i T ir -
=f j (Kr) r dr df = fc:j daj r2 dr . FIGURAG
0 JO 0 0
- 4L — x’+y'=a’
.-_.-'- ..‘\"\\\
D )
—d D a ;;f

prof. Henrique A M Faria 2@



3. Momentos e centros de massa

Exemplo 2 solucao:

Entiio a conversiio para coordenadas polares /x2 + y2 =r

earegidao D édadapor 0 <r =<a, 0=0=< 7 Logo,

m = J.j plx,y)dA = ﬂ K/x2 + y2 dA

7 i f i
= J.Tj (Kr)r dr df = Kj‘qdﬂj‘ r* dr ” FIGURA 6
0 Jo 0 0
a A P yi=d
A1 kad §
=Km—| = D
3|, 3 .
—d D a ;;f

prof. Henrique A M Faria 3@



3. Momentos e centros de massa

Exemplo 2 solucao:

Tanto a 1dmina como a funcdo densidade sio simétricas com relacio ao eixo y e,
assim, 0 centro de massa precisa estar sobre o eixo y,ou seja, x = 0.

prof. Henrique A M Faria 31



3. Momentos e centros de massa

Exemplo 2 solucao:

Tanto a lamina como a funcio densidade sdo simétricas com relacio ao eixoy e,
assim, 0 centro de massa precisa estar sobre o e€ixo y, ou seja, x = 0.
A coordenada y € dada por

5 =— [ yox. ) da =

3 jﬁjdr sen 8 (Kr) r dr db
Kma” Jo o

prof. Henrique A M Faria 32



3. Momentos e centros de massa

Exemplo 2 solucao:

Tanto a lamina como a funcio densidade sdo simétricas com relacio ao eixoy e,
assim, 0 centro de massa precisa estar sobre o e€ixo y, ou seja, x = 0.
A coordenada y € dada por

7 =— [ yoty) da -

3 LTJ:r sen 6 (Kr) r dr df

o
4 0

Kira

3 (# a
= 3j senﬁ‘dﬁ-l. rdr =
0 0

Tl

prof. Henrique A M Faria 33
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Exemplo 2 solucao:

Tanto a lamina como a funcio densidade sdo simétricas com relacio ao eixoy e,
assim, 0 centro de massa precisa estar sobre o e€ixo y, ou seja, x = 0.
A coordenada y € dada por

7 =— [ yoty) da -

j .[ rsenf (Kr)rdrdf

Kmwa
3 (r . 3 |
- — L sen 6 df L rdr = —— | —cos 6]; [4 ]u
3 24 3a
a4 29T

Portanto, o centro de massa esta localizado no ponto (0, 3a/(27)).

prof. Henrique A M Faria 3@



» O momento de inércia de uma particula de massa
m em relacao a um eixo de rotacao é definido como
mr?, onde r é a distancia da particula ao eixo.

» Estendemos este conceito para uma lamina com
funcao densidade p(x,y) que ocupa uma regiao D.

35



» O momento de inércia de uma particula de massa
m em relacao a um eixo de rotacao é definido como
mr?, onde r é a distancia da particula ao eixo.

» Estendemos este conceito para uma lamina com
funcao densidade p(x,y) que ocupa uma regiao D.

» O momento de inércia tem um papel em um
movimento de rotacao, semelhante ao que a massa
tem em um movimento linear.

» Quanto maior o momento de inércia de uma roda
mais dificil sera comecar ou parar a sua rotacao.

26



» Momento de inércia da lamina em relacdo ao eixo x:

M, n—*>x i=] j_

L= lim 33 (e, v Ad = [[ yp(x.) da

prof. Henrique A M Faria 37



» Momento de inércia da lamina em relacdo ao eixo x:

L= tim 33 (et ) Ad = [[ yp(x.y) da
D

M, n—*>x i=] I_

» Momento de inércia da lamina em relagdo ao eixo y:

I, = lim e EVp(x, yE) AA = jj 2p(x,y) dA
I

ml, —>x i= 1}._

e



» Momento de inércia da lamina em relacdo ao eixo x:

L= tim 33 (et ) Ad = [[ yp(x.y) da
D

M, n—*>x i=] I_

» Momento de inércia da lamina em relagdo ao eixo y:

I, = lim e EVp(x, yE) AA = jj 2p(x,y) dA
I

ml, —>x i= 1}._

» Momento de inércia da lamina em relacao a origem:

o= tim 3 3 [ + O3] ol i) A4 = [[| 67 + y2)p(x. ) dA

— 30 .
M, n i=1 j=I

29
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4. Wiomento ae Inercia Exem plo 3
Determine os momentos de inércia I, I, e Iy do disco homogéneo D
com densidade p(x,y) = p, centro na origem e raio a.

prof. Henrique A M Faria @@
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Exemplo 3

Determine os momentos de inércia I, I, e Iy do disco homogéneo D
com densidade p(x,y) = p, centro na origem e raio a.

Solucao:
O limite de D é o circulo x> + y*> = @, que em coordenadas polares
€ descrito por 0 = 0=27,0=r =a.

prof. Henrique A M Faria @1
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Viomento de inércia Exemplo 3

& =

Determine os momentos de inércia I, I, e Iy do disco homogéneo D
com densidade p(x,y) = p, centro na origem e raio a.

Solucao:
O limite de D é o circulo x> + y*> = @, que em coordenadas polares

€ descrito por 0 = 6 = 27,0 = r = a. Vamos calcular I, primeiro:

Iy = J] (x* + y*)pdA = pfjwjuﬂrgrdrdﬂ
D

prof. Henrique A M Faria @2



cia Exemplo 3

Determine os momentos de inércia I, I, e Iy do disco homogéneo D
com densidade p(x,y) = p, centro na origem e raio a.

Solucao:

O limite de D é o circulo x> + y*> = @, que em coordenadas polares

\ £l - ~ - ~ el
WA A EAA) @ PSP ‘
=21 [ B &N ‘ H‘—J [ ] ]

g | W/ )N I | =1

@ IliNelr

N 'Y ' 'Y,
& )=y it S

| )

€ descrito por 0 = 6 = 27,0 = r = a. Vamos calcular I, primeiro:

Iy = J:I. (x* + y*)pdA = 'D.I:W.I.uﬂ r’rdrd@
D

4 ]@

r wpa’

_ 2ar a4 4 _ o _
pJ.U dﬂJ.ﬂrdr 2mp y >

prof. Henrique A M Faria @3
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&, IWIOMEento e INercia Exemp lo 3
Determine os momentos de inércia I, I, e Iy do disco homogéneo D
com densidade p(x,y) = p, centro na origem e raio a.

Solucao:
O limite de D é o circulo x> + y*> = @, que em coordenadas polares

€ descrito por 0 = 6 = 27,0 = r = a. Vamos calcular I, primeiro:

Iy = J:I. (x* + y*)pdA = 'D.I:W.I.uﬂ r rdrdf
D

2 a | wpa’
— ng. 3dr = 2 — | =
o[ =] 7| =

I, = I, (da simetria do problema) e I, + I, = I;. Assim

prof. Henrique A M Faria M



4. WIoRento e Inercia Exemp lo3
Determine os momentos de inércia I, I, e Iy do disco homogéneo D
com densidade p(x,y) = p, centro na origem e raio a.

Solucao:
O limite de D é o circulo x> + y*> = @, que em coordenadas polares

€ descrito por 0 = 6 = 27,0 = r = a. Vamos calcular I, primeiro:

Iy = J]. (x* + y*)pdA = pJ:WJ: r rdrdf
D

2 a | wpa’
— ng. 3dr = 2 — | =
o[ =] 7| =

I, = I, (da simetria do problema) e I, + I, = I;. Assim

[ =1L=—= observe que a massa do disco é p(ma”)

prof. Henrique A M Faria @5



» Estudar secdo 15.4 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Probabilidade e drea de superficies.

46



1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.

Prof. Henrique A M Faria a7
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