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» No célculo |, consideramos a funcao densidade de
probabilidade f de uma variavel aleatodria X.

» Isso  significa que f(x) =0 para todo
X e f_oooof(x)dx =1



» No célculo |, consideramos a funcao densidade de
probabilidade f de uma variavel aleatodria X.

» Isso  significa que f(x) =0 para todo
X e f_oooof(x)dx =1

» A probabilidade de que X esteja entre a e b é
determinada integrando-se f de a até b:

b
P(aSXSb)=f f(x)dx



» Consideremos agora um par de variaveis X e Y.

» A funcdo densidade conjunta de X e Y é uma funcao
f de duas variaveis tais que a probabilidade de que
(X, Y) esteja em uma regiao D seja:

P(X,Y € D)) = || f(xy)da
D



» Consideremos agora um par de variaveis X e Y.

» A funcdo densidade conjunta de X e Y é uma funcao
f de duas variaveis tais que a probabilidade de que
(X, Y) esteja em uma regiao D seja:

P(X,Y € D)) = || f(xy)da
D

» Se a regiao for um retangulo, probabilidade de que
X esteja entre a e b e de que Y esteja entrece d é:

b d
P(aSXSb,cSYSd)=f f f(x,y)dxdy
a C
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» Como probabilidades ndao podem ser negativas e
sao medidas na escala de 0 a 1, a funcao
densidade  conjunta tem as  seguintes
propriedades:

F(y) =0 f Fx,y)dA = 1

D



» Como probabilidades ndao podem ser negativas e
sao medidas na escala de 0 a 1, a funcao
densidade  conjunta tem as  seguintes
propriedades:

F(y) =0 f Fx,y)dA = 1
D

> A integral dupla sobre R? é uma integral
impropria, definida como o limite da integral
dupla sobre a regiao e podemos escrever:

|| reeyaa = fz f:f(x, y)dxdy = 1
J)



Probabilidade

FIGURA 7 A probabilidade de que X esteja entre a e b e de que Y esteja
entre ¢ ¢ d € o volume do soélido acima do retdngulo

D =|a, b] X [¢, d] e abaixo do grifico da funcio densidade.
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Probabillicade Exemplo 1

Se a funcdo densidade conjunta de X e Y for dada por

Cx+2y) se0=x<10,0=y=<10
0 Ccaso contrario

flx,y) = {

determine o valor da constante C. Entdo, calcule P(X =< 7.Y = 2).



Probabillicade Exemplo 1

Se a funcdo densidade conjunta de X e Y for dada por

Cx+2y) se0=x<10,0=y=<10
0 Ccaso contrario

flx,y) = {

determine o valor da constante C. Entdo, calcule P(X =< 7.Y = 2).

Solucao:
Determinamos o valor de C garantindo que a integral dupla
de f seja igual a 1.
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Probabilidade Exemplo 1

Se a funcdo densidade conjunta de X e Y for dada por

Cx+2y) se0=x<10,0=y=<10
0 Ccaso contrario

flx,y) = {

determine o valor da constante C. Entdo, calcule P(X =< 7.Y = 2).

Solucao:
Determinamos o valor de C garantindo que a integral dupla
de f seja igual a 1.

Como f(x,y) = 0 estd fora do retingulo [0, 10] X [0, 10], temos

JL e dyde = |77 Cl 29 dy d
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Probabilidade Exemplo 1
Se a funcdo densidade conjunta de X e Y for dada por

Cx+2y) se0=x<10,0=y=<10
0 Ccaso contrario

flx,y) = {

determine o valor da constante C. Entdo, calcule P(X =< 7.Y = 2).

Solucao:
Determinamos o valor de C garantindo que a integral dupla
de f seja igual a 1.

Como f(x,y) = 0 estd fora do retingulo [0, 10] X [0, 10], temos

JL L ey dydx= |7f 7 Ce+ 29) dy
_ CIIU [.xy +y ]}1—”.1'
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Prolbabilidade Exemplo 1
Se a funcdo densidade conjunta de X e Y for dada por

Cx+2y) se0=x<10,0=y=<10
0 Ccaso contrario

flx,y) = {

determine o valor da constante C. Entdo, calcule P(X =< 7.Y = 2).

Solucao:
Determinamos o valor de C garantindo que a integral dupla
de f seja igual a 1.

Como f(x,y) = 0 estd fora do retingulo [0, 10] X [0, 10], temos

f: flf (x,y) dy dx = Lm Lm C(x + 2y) dy dx
= Cfum [y + 2} dx = (:Lm (10x + 100) dx = 1 500C
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Probabilidade Exemplo 1

Se a funcdo densidade conjunta de X e Y for dada por

Cx+2y) se0=x<10,0=y=<10
0 Ccaso contrario

flx,y) = {

determine o valor da constante C. Entdo, calcule P(X =< 7.Y = 2).

Solucao:
Determinamos o valor de C garantindo que a integral dupla
de f seja igual a 1.

Como f(x,y) = 0 estd fora do retingulo [0, 10] X [0, 10], temos

JL e dyde = |77 Cl 29 dy d

=C | " [xy +y2 2 dx = (:Lm (10x + 100) dx = 1 500C

: 1
Portanto, C = 155.
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Exemplo 1

Solucao:

A probabilidade de X ser no maximo 7 e de ¥ ser no minimo 2:

PX=17Y=2)= Jimme(x,y)dydx

Prof. Henrique A M Faria 15



Probabliidace Exemplo 1

Solucao:

A probabilidade de X ser no maximo 7 e de ¥ ser no minimo 2:

PX=17Y=2)= Jimme(x,y]dydx

7 (10
— L L o0 (x + 2y) dy dx
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Probabilic

Solucao:

A probabilidade de X ser no miaximo 7 e de ¥ ser no minimo 2:

PX=17Y=2)= J;me(x,y)dydx

7 (10
— L L 1;nu(x + 2y) dy dx

— ljﬂﬂj [5‘:}’ Ty L:*:lrﬂ
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Solucao:

A probabilidade de X ser no miaximo 7 e de ¥ ser no minimo 2:

PX=17,Y=2) ZJ;me(x,y)dydx

7 [10
— L L 1§uu(~x + 2y) dy dx

y=I10

— 1500 :[I}’ + 3"2]}:2 dx

= léﬂﬂ :(8.1: + 96) dx
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Solucao:

A probabilidade de X ser no miaximo 7 e de ¥ ser no minimo 2:

PX=17,Y=2) ZJ;me(.x,y)dydx

7 10
— L L 1;uu(x T 2}’) dy dx

_ E 210
— 150 |, [*I:}’ Ty ]}1=z dx

= :(8.1: + 96) dx

PX=7Y=2) =28 ~ 05787

1500
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» Se X e Y s3o variaveis aleatérias com funcao
densidade conjunta f, definimos a média X e a

meédia Y, também chamadas valores esperados de
XeY, como:

My = ﬂxf(x,y)d/l Ho = ffo(x,y)dA
R? R?
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» Se X e Y sdo variaveis aleatdrias com funcao
densidade conjunta f, definimos a média X e a
meédia Y, também chamadas valores esperados de
XeY, como:

My = ﬂxf(x,y)d/l Ho = ffo(x,y)dA
R? R?

» As expressOes sao parecidas com os momentos e
de uma lamina com fung¢ao densidade p.

» De fato, podemos pensar na probabilidade como
uma massa continuamente distribuida.
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Area de superficies

Seja S a superficie com a equagio z = f(x, y), supomos que f(x,y) =0
e o dominio D de f € um retingulo. (veja a Figura 1).

FIGURA 1

prof. Henrique A M Faria 22



Area de superficies

Seja S a superficie com a equagio z = f(x, y), supomos que f(x,y) =0
e o dominio D de f € um retingulo. (veja a Figura 1).

FIGURA 1

O plano tangente a § em P; € uma
aproximacdo a S proximo de Pj.

prof. Henrique A M Faria Zg



(s &)

\ YR e (= =N Tl W=Vl == A= v »

/, A AV = ™| (2 = ‘ l AYEY s W ERIWNE ) h.J
=\ = ;;J BA T ) &4 W = 5 == o)
&EE — it i St SF il hae g ¥ >y o Wt N N

Seja S a superficie com a equagio z = f(x, y), supomos que f(x,y) =0
e o dominio D de f € um retingulo. (veja a Figura 1).

FIGURA 1

O plano tangente a § em P; € uma Z4
aproximacao a S proximo de Pj.

Entdo, a drea AT}; da parte deste
plano tangente diretamente acima de

R;; € uma aproximacdo a drea AS;; .
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Seja S a superficie com a equagio z = f(x, y), supomos que f(x,y) =0
e o dominio D de f € um retingulo. (veja a Figura 1).

FIGURA 1

O plano tangente a § em P; € uma Z4
aproximacao a S proximo de Pj.

Entdo, a drea AT}; da parte deste
plano tangente diretamente acima de

R;; € uma aproximacdo a drea AS;; .

Portanto, definimos a area da
superficie de S como

AS) = lim S SAT; |

7, TS =] =1
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Para encontrar uma formula mais conveniente para fins de cal-
culo, sejam a e b os vetores que come¢am em P ( Figura 2.)

a = Axi + fi(x,y;) Axk
b = Ayj + fi(xi. y) Ayk

ZJ

| Ay
[
FIGURA 2
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Para encontrar uma formula mais conveniente para fins de cal-
culo, sejam a e b os vetores que come¢am em P ( Figura 2.)

a = Axi + fi(x,y;) Axk Z4
b = Ayj + fi(xi. y) Ayk

Entao, AT; = [a X b].

T,
A oy
FIGURA 2
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Para encontrar uma formula mais conveniente para fins de cal-
culo, sejam a e b os vetores que come¢am em P ( Figura 2.)

a = Axi + fi(x,y;) Axk Z4
b = Ayj + fi(xi. y) Ayk

Entio, AT; = [a X b]. Portanto,

i k N
aXb=|[Ax 0 filx,y) Ax _
0 Ay f(xy) Ay

FIGURA 2
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@a de superficies

Para encontrar uma formula mais conveniente para fins de cal-
culo, sejam a e b os vetores que come¢am em P ( Figura 2.)

a = Axi + fi(x,y;) Axk Z4
b = Ayj + fi(xi. y) Ayk

Entio, AT; = [a X b]. Portanto,

i ] k _ 1
axXb=|Ax 0 filx,y) Ax R i =
0 Ay f(x,y) Ay |
= —fx(x:, y)AxAyi !
FIGURA 2

— filx, yp)AxAyj + AxAyk
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Para encontrar uma formula mais conveniente para fins de cal-
culo, sejam a e b os vetores que come¢am em P ( Figura 2.)

a = Axi + fi(x,y;) Axk
b = Ayj + fixi. ) Ayk

Entio, AT; = [a X b]. Portanto,
i k
aXb=|[Ax 0 filx,y) Ax
0 Ay f(x,y) Ay
= —fdxi y)AxAyi

— [, yp)AxAyj + AxAyk
a X b= [~ )i — f )i +KIAA

ZJ

FIGURA 2
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a X b = [—fi(q y)i — fy(u y)i Hk1AA

.&T,j: |ﬂ X b[
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a X b = [—fi(q y)i — fy(u y)i Hk1AA

AT; = |a X b[ = JVIfilx v)I7 + [filx v)]" + T AA

Prof. Henrique A M Faria
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a X b = [—fi(q y)i — fy(u y)i Hk1AA

AT; = |a X b| = VIfilx, y)I” + [ y)IF + 1 AA

Da Definicao 1 temos, entao,

AS) = lim ¥ X AT,
. p—>o0 i=1 j=1
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a X b = [—fi(q y)i — fy(u y)i Hk1AA

AT; = |a X b[ = JVIfilx v)I7 + [filx v)]" + T AA

Da Definicao 1 temos, entao,

AS) = lim 2 E&Tu

H—}G'DE I_;_

= lim 22\/[;‘{1 VI + [fis v)lF + 1T AA
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A area da superficie com equacao z = f(x, v), (x, y) € D,

onde f; e f, sdo continuas, €

A(S) = ﬂ VIEG ) + I v + 1dA
D

Prof. Henrique A M Faria 25



A area da superficie com equacao z = f(x, v), (x, y) € D,

onde f; e f, sdo continuas, €

A(S) = j JIEG T ot ) + 1 dA

D

Se usarmos a notacgao alternativa para derivadas parciais,
podemos reescrever da seguinte maneira:

B dz \° 0z \°
A(s) = Lj | + (E) T (a_y) dA

Prof. Henrique A M Faria 26




Area de superficies Exemplo 2
Determine a drea da parte do paraboloide z = x? + y?

que esta abaixo do plano z = 9.

87



Area de superficies Exemplo 2

Determine a drea da parte do paraboloide z = x* + y?

que esta abaixo do plano z = 9.

Solucao:

O plano intercepta o paraboloide no
circulo x* + y* = 9, z = 9. Portanto,
a superficie dada fica acima do disco

D com centro na origem e raio 3.

FIGURA 5
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Exemplo 2

29



NN L R
Y= ‘ ‘/Wl = ‘ y= ‘ (@) (&
W, 11 Tt . R i

‘A=1. R R =

NE
=) + (=
0x dy

+ (2x)% + (2y)2 dA

2
)dﬂ
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2 de superticies Exemplo 2

02\ [ 9z
=)+ (=) aa
0x dy

+ (2x)2 + 2y)2 dA = H J1 + 4(x2 + y2) dA
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Area de superiicies Exemplo 2

ﬂ JI+ 222+ 2y)2dA = H V1 + 4(x2 + y2) dA

D

Convertendo para coordenadas polares, obtemos

A = j:” E J1 + 472 r dr df

42



Area de superiicies Exemplo 2

ﬂ JI+ 222+ 2y)2dA = H V1 + 4(x2 + y2) dA

D

Convertendo para coordenadas polares, obtemos

A = E’T E J1 ¥ 42 rdr d6

— jj’” 6 j; rJ1 + 4r2 dr
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res i i i ﬁ Exemplo 2

A_D;\/ aepa
= || I+ @7+ @)7aa = || JT+ 42 +y?) da

Convertendo para coordenadas polares, obtemos

A = jj’” E JT + 42 rdrdo

= LEW do E ra/ 1+ 4r? dr

27 (3 )3(1 +4ﬁ)3f‘3] = 37\/7_ )




» Estudar secdo 15.5 do livro texto.
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Integrais triplas.
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