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» O caso mais simples da integral tripla ocorre quando
f é definida em uma caixa retangular:

B:{(J{‘,y,z)|ﬂ£}{£b, c

M

> A caixa B é subdividida
em [mn subcaixas.

FIGURA 1
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» O caso mais simples da integral tripla ocorre quando
f é definida em uma caixa retangular:
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B:{(I,y,z)|ﬂf‘5:{£b, c

> A caixa B é subdividida =
em Imn subcaixas. | { N \;L |
» Cada subcaixa tem \i' S

volume: AV = AxAyAz. -
» A soma tripla de lB

Riemann é: J = L
2 2 2 f Gl v ) AV /)“ll;‘]:

=1 i=1 k=1 T
o FIGURA 1 A



A integral tripla de f na caixa B é

ﬂ floy,2)dv="Tlim > i if(’fe Vi, ) AV

2 M TS =] j=1 k=1

se esse limite existir, a integral tripla sempre existe se f for continua.
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A integral tripla de f na caixa B é

jﬂf{ﬁ} v,z)dV = lim i i if(l‘s,yﬁ 7)) AV

» M, 200 | i) =]

se esse limite existir, a integral tripla sempre existe se f for continua.

Teorema de ni para as integrais triplas

(—\

Se f € continua em uma caixa retangular

= |la,b] X [c,d] X [r, 5], entdo

|| feyav= {7 flx.y, 2) dx dy dz
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Integrais triplas Exemplo 1
Calcule a integral tripla [[{, xyz*dV, onde B ¢ a caixa retangular

dadﬂpﬂrBz{(x,y,z)]Oaxa I, —1sy<2 0<z=3}
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Integrals triplas Exemplo 1

Calcule a integral tripla [[{, xyz*dV, onde B ¢ a caixa retangular
dadﬂpﬂrBz{(x,y,z)]Oaxa I, —1sy<2 0<z=3}

Solucao:

) 32 (1,
.[U xyz dV = .[n j—I .[n Xyz dx dy dz
B
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lNtegrals ctriplas Exemp lo1

Calcule a integral tripla [[{, xyz*dV, onde B ¢ a caixa retangular
dada por B ={(J:,y,z)]0 sx<1, —l<sy<2 0<z<3}

Solucao:

) 32 (1,
J.J.J. xyz dV = .[n .[—1 .L xyz dx dy dz
B

=1
3 M IE 2
:jj [ B ] dy dz
0 =1 2 a=l0)
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P las Exemp o1
Calcule a integral tripla [[{, xyz*dV, onde B ¢ a caixa retangular
dada por B ={(J:,y,z)]0 sx<1, —l<sy<2 0<z<3}

Solucao:

) 302 (1,
J.J.J. Xy dV = J.l} j 1 J.D Xy< dx dy dz
J _
x=l1
3 Izyzz:l
= dy dz
J; JA—'l |: 2 =0
2.2 Y2
_jjﬂyid},dz_j[yZ:l dz
0 4

}I=—1
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Ategrals triplas Exemplo 1
Calcule a integral tripla [[{, xyz*dV, onde B ¢ a caixa retangular

dﬂdﬂPDTBZ{(J:,y,z)]OEIE I, —lsys<2 0sz<3}
Solucao:

) 302 (1,
J.J.J. xyz dV = J.n:r j 1 J.n Xy dx dy dz
J _
x=1
3 M Ilyzl:l
= dy dz
'L Jll |: 2 x=0
22 P2
_jjﬂyidydz_j[yZ:l d
0 4

y=-1
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Integrais triplas em regidoes solidas Tipo 1

z=u,x,y) » Contida entre os graficos
de duas funcoes
continuas de x e y.

S ;- v,y
9
i y

FIGURA 2
Uma regido solida do tipo 1
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 sélidas Tipo 1

» Contida entre os graficos
de duas funcoes
continuas de x e y.

» D é a projecao de E sobre
o plano xy (Figura 2).

» Os limites superior e

inferior sao funcodes.
FIGURA 2

Uma regido solida do tipo 1
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olcas Tipo 1

:=u,x,y) » Contida entre os graficos
A de duas funcoes
8 continuas de x e y.

Z= Uyx, y)

O { = B > D é a projegdo de E sobre
/‘r ——————— o R o plano xy (Figura 2).
% Q - : I " » Os limites superior e
inferior sao funcodes.
FIGURA 2

Uma regido solida do tipo 1

E = {(x ¥.2) | (x,y) €D, ui(x.y) < z < us(x, }’)}

j f f flx.y,z)dV = f j [ LH{L:;}J“ (x,y,2) dﬂ} dA
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Integrais triplas em regioes solidas Tipo 1

Caso particular I.
Ez{(.x,y,z”a = x=b,
gi(x) <y = go).

w(x,y) < z < us(x, y)}

FIGURA 3

/ | Uma regido sélida do tipo 1 na qual a
x# Y= D {7)" , Y proje¢io D é uma regido plana de tipo I
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Integrals trip

Uﬁ

Caso particular I.
E={(xy.2)|a<x<b
gi(x) =y = g(x).
(6, y) < 2 < u(x, )}

Z= uy(x, y)
FIGURA 3
i | > Umaregido sélida do tipo 1 na qual a
X g ) projecdo D € uma regido plana de tipo I

fseyzrav= [ [0 [y £33 dzdy ds

gix) Juy(x, )
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Caso particular Il.

P = {(LJ": D]e=sy=d ___/jiuz{x, y)
h]{y) =X = hg(}’), [ ‘t E _ z=ulx, y)
)
H](I, y) =z = Iilf‘ii(*:“‘:-:' }’)} J| th| | x=h (v)
=mn

| |
D'i———+£___ sz d
FIGURA 4 / — AT
. )

Uma regido solida de tipo | com uma b
projecdo de tipo II - T <
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Is triplas em re! =4 oes solidas Ti PO 1

Caso particular Il.

E = {(.r,y,z”c <y =<d,
m(y) < x < y(y),
w(x,y) < z < uy(x, y)}

0l

FIGURA 3 /
Uma regido solida de tipo | com uma X ,

projecao de tipo II

I sy zyav = [T [0 Ly Fep dedry

(¥) Juy(x,y)
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Integrais triplas em regioes solidas Tipo 2

Zh
» Contida entre os graficos

. ,f’% de duas funcdes
/\ continuasde y e z.
. -~

X=1y(y, 2)

FIGURA 7
Uma regido do tipo 2
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» Contida entre os graficos
de duas funcoes
continuas de y e z.

» D é a projecao de E sobre
o plano zy (Figura 7).

» Os limites da frente e de
tras sao funcoes.

FIGURA 7

Uma regido do tipo 2
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Integrais triplas em regioes solidas Tipo 2

Zh
» Contida entre os graficos

. ,f% de duas funcoes
\ continuas de y e z.
T » D é a projecdo de E sobre

K=y, z) o plano zy (Figura 7).

> Os limites da frente e de

X = gy, ) tras sao funcoes.
FIGURA 7

Uma regido do tipo 2
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<l
) ¢ 1.

» Contida entre os graficos
de duas funcoes
continuas de x e z.

Y = Uy(x, z)

FIGURA 8
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ZA
» Contida entre os graficos
Y = U,(X, z) ~
il L \ de duas funcdes
D 2 continuas de x e z.
SN | , .

w_|_ [/ » D é a projecao de E sobre

gl | == SR o plano xz (Figura 8).

N .
/ Y=%2) vy » Os limites da esquerda da
! direita sao funcoes.
FIGURA 8
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Integrais triplas em regioes solidas Tipo 3

ZA
» Contida entre os graficos

de duas funcoes
continuas de x e Zz.

» D é a projecdo de E sobre
o plano xz (Figura 8).

3 ~ R
N
/ y = (X, 2) vy » Os limites da esquerda da
X

direita sao funcoes.

FIGURA 8
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Calcule (], Va2 +z2dV, onde E é a regido limitada
pelo paraboloide y = x* + z* e pelo plano y = 4.

lnNtegrais criplas Exemplo 2

25



iplas Exemplo 2

Calcule (], Va2 +z2dV, onde E é a regido limitada

pelo paraboloide y = x* + z? e pelo plano y = 4.
Solucao:

Se olharmos o solido £ na Figura 9 como uma regiao do tipo 1,

sua projecao D sobre o plano xy é a regido parabdlica

ZA Ya

I"-, y= 4 I."I
\ 7

/

\ D, /

x_\\ / y=2x2
0 x
FIGURA 9 Regido de integracio FIGURA 10 Projecao sobre o plano-xy
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Integrais triplas Exemplo 2 - solucdo

De y = x* + z° obtemos z = *+/y — x?, Portanto, E como regido do tipo 1 ¢

ZA YA
\ y=4_ |
D,
y=x’
0 X
FIGURA 9 Regiio de integracio FIGURA 10 Projecio sobre o plano-xy
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Integrals triplas Exemplo 2 - solucdo

De y = x* + z* obtemos z = *+/y — x2, Portanto, E como regifio do tipo 1 é

E={(x,y,2)| 2<sx=2,x’sy<d, —y—x<z=y—1|

ZA VA
\ y=4_ |
D,
y=x’
0 X
FIGURA 9 Regiio de integracio FIGURA 10 Projecio sobre o plano-xy
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Integrals triplas Exemplo 2 - solucdo
De y = x* + z* obtemos z = *+/y — x2, Portanto, E como regifio do tipo 1 é

E={(x,y,2)| 2<sx=2,x’sy<d, —y—x<z=y—1|

([ ez = [ [, e
£

ZA Ya
\ y=4 ;'f
“ /
D,
y=x’
0 X
FIGURA 9 Regido de integracio FIGURA 10 Projeciio sobre o plano-xy
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ntegrals triplas Exemplo 2 - solucao
Entdo, em vez disso, vamos considerar I ZA
como a regido do tipo 3. Como tal, sua P4
projecdo Ds sobre o plano xz € o disco D
3
2 2 = | | >
x-+z 4 - . ; ;

FIGURA 11 Projecio sobre o plano-x:z

Prof. Henrique A M Faria 20
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nNcegrals triplas Exemplo 2 - solucao
Entdo, em vez disso, vamos considerar I Z4
como a regido do tipo 3. Como tal, sua Ct=a
projecdo Ds sobre o plano xz € o disco 5
3
3 3
= = E : -
x“+z7=4 - - ; >
Entao, a superficie lateral esquerdade E € o
paraboloide y = x> + 7z ¢ a superficie
lateral direitaé o plﬂﬂ{} v =4. FIGURA 11 Projecio sobre o plano-xz

Prof. Henrique A M Faria 24



tegrals triplas Exemplo 2 - solucio

Entdo, em vez disso, vamos considerar I Z4
como a regido do tipo 3. Como tal, sua Pt 4
projecdo Ds sobre o plano xz € o disco -

x*t+z7 =4 o : >
Entao, a superficie lateral esquerdade E € o
paraboloide y = x> + 7z ¢ a superficie
lateral direita é o plﬂﬂ{} y =4, FIGURA 11 Projecdo sobre o plano-xz

Assim, tomando ,(x,z) =x + e ux(x,z) = 4

||| ve2FZav=|| [f Vai + 2 dy] dA = || @4 —x* = 22)Jx7 + 77 dA

x24 22
]

Prof. Henrique A M Faria 22



Ategrals wriplas Exemplo 2 - solucao

Apesar de essa integral poder ser escrita como

2 4 — 1
@ =Xt =) 2 dzd
[ v - e

fica mais simples converté-la para coordenadas polares no plano xz:

x=rcosf, z=rsend.

Prof. Henrique A M Faria 23



Ategrais triplas Exemplo 2 - solucao

Apesar de essa integral poder ser escrita como

2 4 — 1
@ =Xt =) 2 dzd
[ v - e

fica mais simples converté-la para coordenadas polares no plano xz:

x=rcosf, z=rsend. Isso fornece

m JEF 2 dV = jj 4 — x? — 22)JXZ F 22 dA

Prof. Henrique A M Faria 24



Exemplo 2 - solucao

Apesar de essa integral poder ser escrita como

2 4 — 1
@ =Xt =) 2 dzd
[ v - e

fica mais simples converté-la para coordenadas polares no plano xz:

x=rcosf, z=rsend. Isso fornece

m JEF 2 dV = H 4 — x? — 22)JxZ F 2 dA

_ 2ar [*2 2N g :J'E*n' J‘E 2 4 )
J::. J.n (4 — r)rrdrdf ) do n(-'ih r) di

Prof. Henrique A M Faria 25



Exemplo 2 - solucao

Apesar de essa integral poder ser escrita como

2 4 — 1
@ =Xt =) 2 dzd
[ v - e

fica mais simples converté-la para coordenadas polares no plano xz:

x=rcosf, z=rsend. Isso fornece

|[[ vee Tz av= || @4 —x— )"+ 22 da

= J:W J: 4 — rDrrdrdf = J:W do J: 4r* — ") dr

— 453 r° E_ 12871
STl s s |15

Prof. Henrique A M Faria 26




» A integral tripla pode ser interpretada de forma
diversa em diferentes situacdes, dependendo das
interpretacoes fisicasde x,y, ze f(x, Y, z).

87



» A integral tripla pode ser interpretada de forma
diversa em diferentes situacdes, dependendo das
interpretacoes fisicasde x,y, ze f(x, Y, z).

No caso especial onde f (x, y, z) = 1 para todos os
pontos de E a integral tripla representa o volume de E.

v(E) = ||| av

e



kegrals triplas Exemplo 3

Use a mtegral tripla para determinar o volume do tetraedro T
limitado pelosplanos x + 2y + z =2, x =2y, x = 0ez = 0.

29
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Exemplo 3

Use a mtegral tripla para determinar o volume do tetraedro T
limitado pelosplanos x + 2y + z =2, x =2y, x = 0ez = 0.

Solugdo: |45,

VA
x+2y=2
x=2y- x+2y+z=2 1_7\({,“},:1_1}#2)
E.

i

b9 | 1

FIGURA 14 X FIGURA 15



Use a mtegral tripla para determinar o volume do tetraedro T
limitado pelosplanos x + 2y + z =2, x =2y, x = 0ez = 0.

~ boff |
Solugao: |,
VA
x+2y=2
x =2y x+2y+z=2 1 o (ouy=1— x/2)
0L (0.1, 0)
7 y=x/2
(1.3.0) 0] 1 X
FIGURA 14 X FIGURA 15

O limite inferior de T € o plano z = 0 e o limite superior € o

planox + 2y + z = 2,1sto ¢, z =2 —x — 2y. aq



Integrals triplas Exemplo 3 - solucdo

Portanto, temos

v = ([ v [ [ [ e
T

Prof. Henrique A M Faria a2



ntegrals triplas Exemplo 3 - solugdo

Portanto. temos

= [[fav= [ [ s
T

— J: J;II;IH (2 —x—2y)dydx

Prof. Henrique A M Faria A3



Integrais triplas Exemplo 3 - solugdo

P[}l'lizll'll[}._, [lemos

= [ av=[L[ [ ey
T

= [ [ (2 —x—2y)dydx

JO Jxf2

"1 y=1—x/2

= 2}’_«}’_}’]\;—1:;2 dx

J0

Prof. Henrique A M Faria AA,



ntegrais triplas Exemplo 3 - solucao

Portanto. temos

v = [ v =L [ [ ey
T

= [ [ (2 —x—2y)dydx

JO O Jxf2

* y=1—x/2

= Zy—ay—y]x 2 dx

O

| 2 2 2
:J 2 —x —x all) I l—x —J:+I _}_.1‘ dx
: 2 2 2 4

Prof. Henrique A M Faria Ak,



rals triplas Exemplo 3 - solugao

Portanto, temos

V(T)zm.dv jjl "‘“‘j‘“‘”‘*dmydx

_ /2

=) 1 (2 —x —2y)dydx
| y=l—x/2

= Zy—«y —y]x 2 dx

|
- l
ZJI(J{‘E—QI—Fl)dj‘{zr——l‘l—l—l‘ =
0 3 3

| 2 2 2
I 2 —x —x ) l—x —‘rJrI +I dx
: 2 2 » g

3
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» Todas as aplicacOes de integrais duplas podem ser
imediatamente estendidas para as integrais triplas.

m = jﬂ plx,y,z)dV massa
E

a7



» Todas as aplicacOes de integrais duplas podem ser
imediatamente estendidas para as integrais triplas.

m = ﬂ[ plx,y,z)dV massa
E

M,, = [U xp(x,y,z)dV
.

momentos em relacao aos
M, = J]l[ }’P(I. ¥, E) dV R Cydl «
i trés planos coordenados

M., = Hf zp(x,v,z)dV
°



» Todas as aplicacOes de integrais duplas podem ser
imediatamente estendidas para as integrais triplas.

m = ﬂ[ plx,y,z)dV massa
E

M,, = [U xp(x,y,z)dV
.

momentos em relacao aos
M, = jj }’P(I. ¥, E) dV R yetd «
i trés planos coordenados

M., = Hf zp(x,v,z)dV
°

M, M.,

- Ll
y jEm—
it m i

xy

X =

centro de massa
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Aplicacoes de integrais triplas

- m (> + 2)p(x.y,2) dV

momentos de inércia
I, = Hj (x* 4+ 2)p(x,y,2) dV em relaciio aos trés eixos
E coordenados

I, = m (x* + y*)p(x,y,2) dV

Prof. Henrique A M Faria
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Aplicagoes de integrals triplas

I = m (y* + 2)plx.y.2) dV

momentos de inércia
I, = Hj (x* 4+ 2)p(x,y,2) dV em relagdo aos trés eixos
E coordenados

I, = m (x* + y*)p(x,y,2) dV

Q= ﬂj o(x,y,z)dV carga elétrica total
_E‘

Prof. Henrique A M Faria
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I = Lﬂ (y* + 2°)plx,y,2) dV

momentos de inércia
[, = Hj (x* + 29)p(x,y,2) dV em relacédo aos trés eixos
E coordenados

I, = j‘ﬂ (x* + yH)p(x,y.z2) dV

Q= Hj o(x,y,z)dV carga elétrica total
=

P(X,Y,Z) EE) = Iﬂf(‘fy z) dV funciao densidade conjunta
E

fer=0 |77 |7 ey dzdydr=1

52



» Estudar secdo 15.7 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Integrais Triplas em coordenadas cilindricas e
esféricas.

53



1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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Contatos

profhenriguefaria.com

@g henrigue.faria@unesp.br
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