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» No sistema de coordenadas cilindricas, um ponto P
no espaco tridimensional é representado pela tripla
ordenada (7, 0, z).



» No sistema de coordenadas cilindricas, um ponto P
no espaco tridimensional é representado pela tripla
ordenada (7, 0, z).

» Onde r e 8 sao as coordenadas polares da projecao
de P no plano xy. z)

> E z é a distancia orientada s P(r. 0, 7)
do plano xy a P.

=y

(r, @, 0)

FIGURA 2 As coordenadas cilindricas
de um ponto P 5



» No sistema de coordenadas cilindricas, um ponto P
no espaco tridimensional é representado pela tripla
ordenada (7, 0, z).

» Onde r e 8 sao as coordenadas polares da projecao
de P no plano xy. z)

> E z é a distancia orientada s P(r. 0, 7)
do plano xy a P.

x=rcosb

=y

y =rsenf

(r, @, 0)
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FIGURA 2 As coordenadas cilindricas
de um ponto P A



» Conversao de coordenadas retangulares para
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» Conversao de coordenadas retangulares para

[N W4 [ ] 2 2 2
cilindricas: r " =x"+y te @ = — Z
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0. - (0, ¢, 0)
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(c, 0, 0)-""7 y
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FIGURA 4 r=c, um cilindro

J}

-
4
A

» Coordenadas cilindricas
sao uUteis em problemas
gue envolvem simetria
em torno de um eixo.

> O eixo z é escolhido de
modo a coincidir com o
eixo de simetria.
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(a) Marque o ponto com coordenadas cilindricas (2, 27/3,1) e
encontre suas coordenadas retangulares.

prof. Henrique A M Faria 7
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(a) Marque o ponto com coordenadas cilindricas (2, 27/3,1) e
encontre suas coordenadas retangulares.

Solucao:

(@) O ponto estd marcado na Figura 3. Zp FIGURA 3
Das Equacoes

prof. Henrique A M Faria g
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(a) Marque o ponto com coordenadas cilindricas (2, 27/3,1) e
encontre suas coordenadas retangulares.

Solucao:
(a) O ponto estd marcado na Figura 3. Z FIGURA 3
Das Equacoes

2T |
x=2co8s—— =2 ——— | = —1 |
3 2
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(a) Marque o ponto com coordenadas cilindricas (2, 27/3,1) e
encontre suas coordenadas retangulares.

Solucao:
(a) O ponto esta marcado na Figura 3. Zp FIGURA 3
Das Equacoes

2 1
x=2co8—=2 —— | = —1 |
3 2

2ar \,/3_ \/q— 0 _:_.:—;L:""'-——-

y = 2 sen 2 = 2 5 = /3 . =
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(a) Marque o ponto com coordenadas cilindricas (2, 27/3,1) e
encontre suas coordenadas retangulares.

Solucao:
(a) O ponto esta marcado na Figura 3. Zp FIGURA 3
Das Equacoes

2 1
x=2co8—=2 —— | = —1 |
3 2

2ar \,/3_ \/q— 0 _:_.:—;L:""'-——-

y=2sen—— =12 = /3 -
3 2 I

z=1 x

prof. Henrique A M Faria 11
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Coordenadas cilindricas Exemplo 1

(a) Marque o ponto com coordenadas cilindricas (2, 27/3,1) e
encontre suas coordenadas retangulares.

Solucao:
(a) O ponto esta marcado na Figura 3. Zp FIGURA 3
Das Equacoes
27
7 e W 4 K
27 1 i
x=2co8—=2 —— | = —1 |
3 2
% o [
21‘? 3 0 " e
y=2sen—— =12 V3 =3 £
3 2 2 Ty
\ y
7 =1 ¥

Logo, o ponto € (—1 VAR 1) em coordenadas retangulares. 12
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Exemplo 1

(b) Encontre as coordenadas cilindricas do ponto com
coordenadas retangulares (3, —3, —7).

13
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(b) Encontre as coordenadas cilindricas do ponto com
coordenadas retangulares (3, —3, —7).

Solucao:
(b) Das Equagoes temos

r=+32+ (=37 =32

=S CULN NG | SES) EXE m plO 1
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(b) Encontre as coordenadas cilindricas do ponto com
coordenadas retangulares (3, —3, —7).

Solucao:
(b) Das Equacoes temos
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(b) Encontre as coordenadas cilindricas do ponto com
coordenadas retangulares (3, —3, —7).

Solucao:
(b) Das Equacoes temos

tg 8 = = —1 logo 0= a + 2nr

16



oreenaacas cllindricas Exemplo 1
(b) Encontre as coordenadas cilindricas do ponto com
coordenadas retangulares (3, —3, —7).

Solucao:
(b) Das Equacoes temos

—3 Tar
e =—= —1 logo 0=—+2nm
3 4
z=—1

Portanto, um conjunto de coordenadas cilindricas é

(34/2,77/4, 7). Outro é (3v2,—m/4,-7),

existem mfinitas escolhas. .



2= 1u,(x, y) » Suponha que E seja

\1/ uma regiao do tipo 1,

T cuja projecdio D no

plano xy tenha uma

| l representacao em

::=ul(x, .v): coordenadas polares.
|

|
|
|
5
/--lr\;ﬂ'—r—--5.:._3._____‘_) > Consideremos que f é
. » )?
X 0 l |

funcao continua.

FIGURA 6
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2= 1u,(x, y) » Suponha que E seja

\1/ uma regiao do tipo 1,

T cuja projecdio D no

plano xy tenha uma

| l representacao em

::=ul(x, .v): coordenadas polares.
|

l
I
/er‘:TT—“5:‘3‘7—“"* » Consideremos qgue f é
8 y
e A

funcao continua.

FIGURA 6

(x,v) €D, wni(x,y) <z < usx, y)}

E =1{(x,y.2)
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Integrals triplas em coordenadas cilindricas

st av = [ | [ .00 | a

Prof. Henrique A M Faria 2@



Integrais triplas em coordenadas cilindricas

m Flx.y,2) dV = J]. [J.{{jf (x, ¥, 2) dz] dA

jﬂf(.x,y, ) dV = F EZ:;] jui{rmﬂ e E]}f(rcns 0,rsenb, z)rdzdrdf
E o

ylr cos 0, r sen O

ZA

._._.__.--'
i — .

40 dz

=

I

rdéf

|

dr

FIGURA 7 Elemento de volume em
coordenadas cilindricas:
AV =rdz drdo
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Mf(.r, y.2) dV = ﬂ [“ ’;" (x,7.2) dzJ dA
P NEaT

jjjf(}:‘,y ) {fv J‘ LFIE J‘uz(r cos @, r sen d) (.; oS 9? - sen ﬂ? E) . {fz drr dre
E

n{#) rcos f,rsen )
Z M
Uso de Coord. Cilindricas J—
. . . T T |
» Simetria com eixo ao__ 1.4
=== /G
central. ; /\ i
> Quando envolver a rdo

e~ 2 2
expressao x + y-. FIGURA 7 Elemento de volume em

coordenadas cilindricas:

AV =rdz drdo
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tegrais criplas cilinaricas Exemplo 2
Um solido E estd contido no cilindro x* + y* = 1, abaixo
do plano z = 4 acima do paraboloide z = 1 — x> — y°.
A densidade em qualquer ponto
proporcional a distdncia do
ponto ao ei1xo do cilindro.

Determine a massa de FE.

28



Iplas Clllinairicas Exemplo 2
Um solido E estd contido no cilindro x* + y* = 1, abaixo
do plano z = 4 acima do paraboloide z = 1 — x> — y°.

A densidade em qualquer ponto

proporcional a distdncia do — FIGURA 8

N o, 0, 4)

|
!
+

ponto ao ei1xo do cilindro.

Determine a massa de FE.

Solucao:
Em coordenadas cilindricas, o cilindro
ér=1¢€ o paraboloide é z=1 — r*




itegrais triplas cilinaricas Exemplo 2

Um solido E estd contido no cilindro x* + y* = 1, abaixo
do plano z = 4 acima do paraboloide z = 1 — x> — y°.

A densidade em qualquer ponto

¢ FIGURA 8

proporcional a distdncia do z=4
ponto ao ei1xo do cilindro.

Determine a massa de FE.

Solucao:
Em coordenadas cilindricas, o cilindro
ér=1¢€ o paraboloide é z=1 — r*

EZ{(F,B,EH{}éQE 2, 0

M
~
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Integrals triplas cllindricas Exemplo 2 - soluc3o

Como a densidade em (x, y, z) € proporcional a distincia do eixo z,

f(x,y,2) = K/x2 +y2 = Kr onde K € constante

Prof. Henrique A M Faria 26



Integrals triplas cllindricas Exemplo 2 - soluc3o

Como a densidade em (x, y, z) € proporcional a distincia do eixo z,

flx,v,2) = K /x> +y?> = Kr onde K € constante

Portanto, a massa de E é

m = jﬂ KJx% +y2 dv

Prof. Henrique A M Faria 27



Integrals triplas cllindricas Exemplo 2 - soluc3o

Como a densidade em (x, y, z) € proporcional a distincia do eixo z,

flx,v,2) = K /x> +y?> = Kr onde K € constante

Portanto, a massa de E é

m = jﬂ KJx% +y2 dv

B Lh J;l f_ﬁ (Kr) r dz dr df

Prof. Henrique A M Faria 28
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Integrals triplas cllindricas Exemplo 2 - soluc3o

Q

Como a densidade em (x, y, z) € proporcional a distincia do eixo z,

flx,v,2) = K /x> +y?> = Kr onde K € constante

Portanto, a massa de E é

m = fﬂ KJx® + y2 dv

- Lh Ll f_ﬁ (K7) r dz dr d6

= |7 ], K24 = (0 = r]drdo =K [ 7do [ Gr* + r)dr

Prof. Henrique A M Faria 29



srals triplas cllindricas Exemplo 2 - soluc3o

)
19

lntes

Q

Como a densidade em (x, y, z) € proporcional a distincia do eixo z,

flx,v,2) = K /x> +y?> = Kr onde K € constante

Portanto, a massa de E é

m= jﬂ KJx? + y2 dv

B .Eﬂ ,I: _ll 1:1 (K7) r dz dr d

= |7, K24 = (0 = ]drdo =K [ "do [ Gr* + r)dr

L 12k
= 2@K\|\r + — | =
5| s

Prof. Henrique A M Faria 20




Coordenadas esféricas

» As coordenadas esféricas (p,0,¢) de um ponto P
no sao mostradas na Figura 1.

Plp, 0, ¢)

FIGURA 1 As coordenadas esféricas de um ponto aq



Coordenadas esféricas

» As coordenadas esféricas (p,0,¢) de um ponto P
no sao mostradas na Figura 1.

» Onde p = |OP| é a distancia da origem a P.

Z A ’ A
» 0 é o mesmo angulo

P(p. 6, ¢) das coordenadas
cilindricas.

FIGURA 1 As coordenadas esféricas de um ponto a2



Coordenadas esféricas

» As coordenadas esféricas (p,0,¢) de um ponto P
no sao mostradas na Figura 1.

» Onde p = |OP| é a distancia da origem a P.

Z A ’ A
» 0 é o mesmo angulo

P(p. 6, ¢) das coordenadas
cilindricas.

> ¢ é o angulo entre o
eixo z positivo e o
—— segmento de reta OP.

p=0 O=od=7

FIGURA 1 As coordenadas esféricas de um ponto a3



Coordenadas esféricas

» A relacdo entre coordenadas esféricas e
retangulares pode ser vista na Figura 5.

FIGURA 5



Coordenadas esféricas

» A relacdo entre coordenadas esféricas e
retangulares pode ser vista na Figura 5.

> Dos triangulos OPQ e OPP’: Zp
z=pcosd r=pseng

FIGURA 5
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Coordenadas esféricas

» A relacdo entre coordenadas esféricas e
retangulares pode ser vista na Figura 5.

> Dos triangulos OPQ e OPP’: Zp
z=pcos¢p r=pseng

» Comox =rcosf e y=rsenb:

x = psend¢ cosb

y = psen¢ sen

7= pcosq

FIGURA 5

26



Coordenadas esféricas

» A relacdo entre coordenadas esféricas e
retangulares pode ser vista na Figura 5.

> Dos triangulos OPQ e OPP’: Zp
z=pcos¢p r=pseng

» Comox =rcosf e y=rsenb:

x = psend¢ cosb

y = psen¢ sen

7= pcosq

PE — 42 _|_yz 4 2

FIGURA 5

87



Coordenadas esféricas Exemplo 3
O ponto (2, w/4, w/3) é dado em coordenadas esféricas.

Marque o ponto e encontre suas coordenadas retangulares

e



Coordenadas esféricas Exemplo 3
O ponto (2, w/4, w/3) é dado em coordenadas esféricas.
Marque o ponto e encontre suas coordenadas retangulares

Solucao:
zp FIGURA 6

(2, w/4, m/3)

29



Coordenadas esféricas Exemplo 3
O ponto (2, w/4, w/3) é dado em coordenadas esféricas.

Marque o ponto e encontre suas coordenadas retangulares

Solucao:

x=psen¢ cosl = 253112 msg ZA FIGURA 6
.
2 V2 2
T
y




Coordenadas esféricas Exemplo 3
O ponto (2, w/4, w/3) é dado em coordenadas esféricas.

Marque o ponto e encontre suas coordenadas retangulares

Solucao:

T aa

x=pseng cos = 2 sen — cos —- ZA FIGURA 6
2
=2 ER [ (2, /4, 7/3)
2 J\V2 2
y = psend senf = ZSEHE sen%
=2 V3 l — 3 ‘--;
2 J\V2 2

41



Coordenadas esféricas Exemplo 3
O ponto (2, w/4, w/3) é dado em coordenadas esféricas.

Marque o ponto e encontre suas coordenadas retangulares

Solucao:

x=pseng cosf=2sen—- cns% z) FIGURA 6
2
=2 ER [ (2, /4, 7/3)
2 J\V2 2
y = psend senf = ZSEHE sen%
=2 V3 l — 3 ‘--;
2 J\V2 2

z=pcns¢:=2cns%=2(%)=]

42



Coordenadas esféricas Exemplo 3
O ponto (2, w/4, w/3) é dado em coordenadas esféricas.

Marque o ponto e encontre suas coordenadas retangulares

Solucao:

T aa

x=psen¢ cosf = 2sen— cos - ZA FIGURA 6
2
=9 V/S_ I _ E (2, w/4, m/3)
2 J2 2
y = psend senf = ZSEH% sen%

(7)) Vs

z=pcns¢:=2cns%=2(%)=]

Logo, o ponto (2, /4, 7/3) é (/3/2, 4/3/2, 1) em coordenadas retangulares.
LE




Integrais triplas em coordenadas esféricas

> Dividindo-se sodlidos

Prof. Henrique A M Faria

em pequenas
cunhas esféricas,
obtemos sempre o
mesmo resultado
nas integrais quando
dividimos em cubos.



Integrais triplas em coordenadas esféricas
ZA

» Dividindo-se soélidos
em pequenas
cunhas esféricas,
obtemos sempre o
mesmo resultado
nas integrais quando
dividimos em cubos.

0

e

FIGURA 8 Elemento de volume em coordenadas esféricas: dV = p*sen ¢ dpdf d¢

Prof. Henrique A M Faria Ak,



Integrais triplas em coordenadas esféricas

» Dividindo-se soélidos
em pequenas
cunhas esféricas,
obtemos sempre o
mesmo resultado
nas integrais quando
dividimos em cubos.

FIGURA 8 Elemento de volume em coordenadas esféricas: dV = p*sen ¢ dpdf d¢

E:{(Pﬂﬂ,qbﬂa:éﬂsz,& c=¢=d, glfﬂ,qb)épigz(ﬂ,qb)}

Prof. Henrique A M Faria Al



Integrais triplas em coordenadas esféricas
I rG.y. 2 av =

— f Jf Lbf(p seng¢ cos 8, p seng senb, p cos ¢) p*seng dp db do

Prof. Henrique A M Faria a7



Integrais triplas em coordenadas esféricas

([[ £y 2y =

— f E Lbf(p seng¢ cos 8, p seng senb, p cos @) p*send dp df do

Uso conveniente das Coordenadas Esféricas

» Simetria em torno de um ponto cuja origem esteja
colocada neste ponto.
» 0 caso mais comum sao superficies esféricas.

» Também s3o aplicadas em semiplano e semicone.

Prof. Henrique A M Faria 48



Coordenadas esféricas Exemplo 4

Utilize coordenadas esféricas para determinar o volume do
sélido que fica acima do cone z = /x? + y? e abaixo da

esferax® + y> + 72 =z

Prof. Henrique A M Faria A9



Coordenadas esféricas Exemplo 4

Utilize coordenadas esféricas para determinar o volume do
sélido que fica acima do cone z = /x? + y? e abaixo da

esferax® + y> + 72 =z

Solucao:

FIGURA 9

Prof. Henrique A M Faria 5@



Coordenadas esféricas Exemplo 4

Utilize coordenadas esféricas para determinar o volume do
sé6lido que fica acima do cone z = /x? + y? e abaixo da

esferax® + y> + 72 =z

Solucao: //__i_(g, 0,1)

a esfera passa pela origem e tem /
.r / . -
centro em (0, (. 3 ) Escrevemos a 4

equacdo da esfera em coordenadas

esféricas como

2 _

p FIGURA 9

p=cosdao

Prof. Henrique A M Faria 51



Coordenadas esféricas Exemplo 4 - solucdo

A equacio do cone pode ser escrita como

pcos ¢ = +/p?sen?d cos?f + p?senid sen2h = psen o

Isto resulta em sen ¢ = cos ¢, ou b = 7/4.

Prof. Henrique A M Faria 52



Coordenadas esféricas Exemplo 4 - solucdo

A equacdo do cone pode ser escrita como

pcos ¢ = +/p?senid coslf + pZsenid senZh = psen
Isto resulta em sen ¢ = cos ¢, ou ¢ = /4. Portanto,

E={(p.0.4)|0<0<2m 0<¢=<m/d 0<p =< cos ¢/

Prof. Henrique A M Faria 53



Coordenadas esféricas Exemplo 4 - solucdo

A equacdo do cone pode ser escrita como

pcos ¢ = +/p?senid coslf + prsenid senZh = psen o
Isto resulta em sen ¢ = cos ¢, ou ¢ = /4. Portanto,

={(p.0.4)|0< §<2m 0<¢=<m/4 0<p=< cos ¢

V(E) = ﬂjdv f”j““j“”ﬁ o’send dp dd db

Prof. Henrique A M Faria 54



Coordenadas esféricas Exemplo 4 - solucdo

A equacdo do cone pode ser escrita como

pcos ¢ = +/p?send cos?f + prsenid sen?f = psen
Isto resulta em sen ¢ = cos ¢, ou ¢ = /4. Portanto,

E={(p.0.)|0<0<2m 0< ¢ <m/4, 0<p=<cos ¢}

V(E) = ﬂjdv f*r’ij““"ﬂ p’send dp dep do

pa=Cos ¢

_Izwdﬂ J.Wﬁsenq’)[ 3} do

=0

Prof. Henrique A M Faria 55



Coordenadas esféricas Exemplo 4 - solucdo

A equacio do cone pode ser escrita como

pcos ¢ = +/pZsend cos?f + p2senip sen20) = psen
Isto resulta em sen ¢ = cos ¢, ou ¢ = 7/4. Portanto,

={(p.0.4)|0<§<2m 0<¢=<m/4 0<p =< cos ¢

V(E) = m dv = f”r j"'”f ' j“ﬁ 2send dp dp df

) P 3 F=C08 ¢h
—j“de r sen-i)[ } ddb
a=0
2T [a/d 2T cos’d ol T
R SE"'i’C“SWﬁ:?[‘ 4 } K}

Prof. Henrique A M Faria 56



» Estudar secdo 15.8 e 15.9 do livro texto.
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Mudanca de variaveis em integrais multiplas.

57



1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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