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» No célculo unidimensional usamos uma mudanca
de variavel para simplificar uma integral.

» Podemos escrever a Regra da Substituicao como:

Ef(ﬁ) dx = ff(g(u))g’(u) i

onde x = g(u) e a = g(c), b = g(d).
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No calculo unidimensional usamos uma mudanca
de variavel para simplificar uma integral.

Podemos escrever a Regra da Substituicao como:

Ef(ﬁ) dx = ff(g(u))g’(u) i

onde x = g(u) e a = g(c), b = g(d).

Outro modo de escrever a substituicao é o seguinte:

j f(x)dx = fr f(x(u)) ﬁifﬁ

i

Uma mudanca de variaveis pode também ser util

em integrais duplas e triplas. )



» De modo mais geral, consideremos uma mudanca
de variavel dada pela transformacao T do plano uv
no plano xy:

T(u, v) = (x,y)
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» De modo mais geral, consideremos uma mudanca
de variavel dada pela transformacao T do plano uv
no plano xy:

T(u, v) = (x,y)

» Onde x e y estao relacionados com u e v pelas
equacoes:
x = g(u, v) y = hl(u, v)

» Ou, como as vezes escrevemos:

x = x(u, v) y = y(u, v)



» Em geral, consideramos T uma transformacgdo C', o
que significa que g e h tém derivadas parciais de
primeira ordem continuas.



» Em geral, consideramos T uma transformacgdo C', o
que significa que g e h tém derivadas parciais de
primeira ordem continuas.

L' A

U = u,

Y

I' (Ug.U)

|:-'1'-I:I :-_1!'|-|:I1..| ‘

I' (1. 1g)

» Podemos aproximar R por
determinado pelos vetores Aur, e Avr,.

-y

um paralelogramo



» O produto vetorial entre os vetores Aur, e Avr,
leva a um determinante, chamado de jacobiano.
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Mudanca de variavel em integrais multiplas

» O produto vetorial entre os vetores Aur, e Avr
leva a um determinante, chamado de jacobiano.

O jacobiano da transformacéo T dada por

x=glu,v)ey = hlu,v)é

dx  ox
dlx,y) | du dv dx dy  ox dy
3, v) dy  dy du dv  dv du
du  dv

Prof. Henrique A M Faria 11



Suponha que T seja uma transformacao cujo
jacobiano seja nao nulo e leve uma regiao S do
plano uv para uma regiao R do plano xy.
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Suponha que T seja uma transformacao cujo
jacobiano seja nao nulo e leve uma regiao S do
plano uv para uma regiao R do plano xy.

Suponha que f seja continua sobre R e que R e S
sejam regioes planas do tipo | ou Il.

Suponha ainda que T seja injetora, exceto
possivelmente nos pontos de fronteira de S. Entao:
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Suponha que T seja uma transformacao cujo
jacobiano seja nao nulo e leve uma regiao S do
plano uv para uma regiao R do plano xy.

Suponha que f seja continua sobre R e que R e S
sejam regioes planas do tipo | ou Il.

Suponha ainda que T seja injetora, exceto
possivelmente nos pontos de fronteira de S. Entao:

a(x, y)
dlu, v)

it v

H flx,y)dA = ﬂ f(.r(u, v), ylu, ﬂ))
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» A integracdo em coordenadas polares € um caso
especial deste teorema.
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» A integracdo em coordenadas polares € um caso
especial deste teorema.

» Aqui, a transformacao T do plano r8 para o plano
Xy é dada por:

x=g(r,0) = rcos@ y = h(r,0) = rsenf
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» A integracdo em coordenadas polares é um caso

especial deste teorema.

» Aqui, a transformacao T do plano r8 para o plano

Xy é dada por:

x=g(r,0) = rcos@

v = h(r,0) = rsenf

» O jacobiano da transformacao sera:

olx,y)
a(r, 0)

ox  ox
dr db
dy  dy
dr 00

cos B
sen @

—r senf
r cosf

)
= r cos’@ + r sen’d = r
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Teorema da mudanca de variavel

Assim. o Teorema fornece

_U flx,y)dxdy = Hf(r cos @, rsenf)
R 8

0(x, )

d(r,0)

dr 6
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Teorema da mudanca

» yariavel

CL
@@

Assim. o Teorema fornece

_U flx,y)dxdy = Hf(r cos @, rsenf)
R 8

— jﬂ K

d(x, y)
d(r,0)

dr 6

J f(rcosB, rsen®) rdrdbf
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Teoreima da mudanca de vari

Q

Assim. o Teorema fornece

AV

ﬁ@

|

a(.x,
Hf{x, v)dxdy = Hf(r cosf, rsenf) ( g) dr db
. | )
—
= lﬁ l f(rcosB, rsen®) rdrdbf
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FIGURA 7 Transformacio para as coordenadas polares



Mudanca de coordenadas Exemplo 1

Calcule a integral ([, e" ™" dA, onde R € a regifio
trapezoidal com vértices (1, 0), (2,0), (0, —2) e (0, —1).
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Mudanca de coordenadas Exemplo 1

Calcule a integral ([, e" ™" dA, onde R € a regifio
trapezoidal com vértices (1, 0), (2,0), (0, —2) e (0, —1).

Solucao:
mudanca de variavels sugerida w=x+y v=Xx— Y
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Mudanca de coordenadas Exemplo 1
Calcule a integral ([, e"™""™dA, onde R € a regido
trapezoidal com vértices (1, 0), (2,0), (0, —2) e (0, —1).

Solucao:
mudanca de variaveis sugerida u=x + vy P=XxX—Y
T" € obtida isolando-se x e y nas Equacdes

x=3u+v) y=3(— 0
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Mudanca de coordenadas Exemplo 1

Calcule a integral ([, e"™""™dA, onde R € a regido

trapezoidal com vértices (1, 0), (2,0), (0, —2) e (0, — 1}.-
Solucao:

mudanca de variaveis sugerida u=x + vy v=Xx—y

T" € obtida isolando-se x e y nas Equacdes

x=3(u+ ) y=73(u—v)  Ojacobianode T é

dlx, v) du dv

Nu, v) E dy
du  dv

(] R B ] P
bd| = bt| —
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Mudanca ce coordenadas  Exemplo 1 - solucdo

Para determinarmos a regiio § do plano uv
correspondente a R, observamos que o0s

lados de R estio sobre as retas
:}J —_— D I —_— :!_J prmm— 2_
x=10 x—y=1
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Mudanca ce coordenadas  Exemplo 1 - solucdo

o Para determinarmos a regiio S do plano uv
correspondente a R, observamos que o0s

lados de R estio sobre as retas

y=0 x—y=2

x=0 x—y=1
as retas imagem do plano uv sdo
U= =2

H = —u p=1

prof. Henrique A M Faria 26



Mudanca ce coordenadas Exemplo 1 - solucio

“ Para determinarmos a regidio S do plano uv
2,2 =2 (2,2
=44 Tl /i } correspondente a R, observamos que o0s
u=r NS A u=v lados de R estio sobre as retas
L1 ._”-.T“’” =) r— v="72
\ _ h ) X =)
0 Z x=10 x—y=1

as retas imagem do plano uv sio
=1 =2

= —u p=1

Entéo, a regido S € a regldo trapezoidal com
vértices (1, 1),(2,2),(—2,2)e(—1, 1)

={{u,ﬂ}|1£ﬂ£—£2, —ﬂﬂuﬂﬂ}
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Mudanca de coordenadas

J‘J‘ E-':-t+:|"ja'll':-t_:|":] dA p— I‘I‘ I!--:'_r“'."r":J a{I? :}j:l dﬂ: dﬂ
B 3 S{H, “U:l

Prof. Henrique A M Faria
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ﬂ g TN A = || g o, y) du dv
Js au, v)

e""(3) du dv = ufe |1

[ﬂE H=—n fiﬂ

*—
p— L
=2t

-
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Mudanca de coordenadas

J:f g e tnfx=y) g4

[ ev| 222 iy gy
s A, v)
I']z ’ uh( )f.i,'u dy = E Hfu]

%f (e —ewdv=3( — ™)
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H=—p

dv
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» Estudar secdo 15.10 do livro texto.
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» FuncoOes vetoriais.

a1



1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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