


prof. Henrique A M Faria 

 Iniciaremos o estudo da integração através do 
problema de determinação de áreas; 
 

 O objetivo é entendermos o que é uma integral 
definida e em seguida a integral indefinida; 
 

 Finalmente, estudaremos o Teorema 
Fundamental do Cálculo que estabelece a 
conexão entre derivação e integração. 

 



 Seja a função  𝒚 = 𝒇 𝑥 ≥ 0, contínua e não 
negativa no intervalo [a, b]; 
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 Seja a função  𝒚 = 𝒇 𝑥 ≥ 0, contínua e não 
negativa no intervalo [a, b]; 

 A região delimitada 
pelo o eixo 𝑥, as 
retas 𝑥 = 𝑎  e 𝑥 = 𝑏 e 
superiormente pela 
curva de 𝒚 = 𝒇 𝑥  
será denotada com 
região R. 
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R 



 Seja a função  𝒚 = 𝒇 𝑥 ≥ 0, contínua e não 
negativa no intervalo [a, b]; 

 A região delimitada 
pelo o eixo 𝑥, as 
retas 𝑥 = 𝑎  e 𝑥 = 𝑏 e 
superiormente pela 
curva de 𝒚 = 𝒇 𝑥  
será denotada com 
região R. 
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Como podemos calcular a área de R? 

R 



Seja a função  𝒚 = 𝒇 𝑥 ≥ 0, contínua e não 
negativa no intervalo [a, b] 
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𝒚 = 𝒇 𝑥  



- O intervalo 
[𝐚, 𝐛] será 
dividido em 𝒏 
subintervalos, de 
larguras iguais 
∆𝒙. 

- 𝒙𝒌 é um ponto 
qualquer do 
subintervalo. 
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a b 𝒙𝒌 

𝒚 = 𝒇 𝑥  



- Em cada um 
dos 
subintervalos, 
constrói-se 
retângulos de 
base ∆𝒙 e altura 
𝑓(𝒙𝒌). 
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a b 𝒙𝒋 

∆𝒙 𝑓(𝒙𝒌) 



- Em cada um 
dos 
subintervalos, 
constrói-se 
retângulos de 
base ∆𝒙 e altura 
𝑓(𝒙𝒌). 

- A área de cada 
retângulo será: 

𝑨𝒌 = 𝒇(𝒙𝒌)∆𝒙 
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a b 𝒙𝒋 

∆𝒙 𝑓(𝒙𝒌) 
𝑨𝒋 = 𝒇(𝒙𝒋)∆𝒙 



- A soma das 
áreas dos 𝑛 
retângulos é o 
somatório: 

𝑨𝑹 ≈  𝒇(𝒙𝒌)∆𝒙 

𝒏

𝒌=𝟏

 

Chamada de 
soma de 
Riemann 

prof. Henrique A M Faria 

a b 



- Quando 𝑛 
cresce para o 
infinito o 
somatório dos 
retângulos 
tende para a 
área 𝐴 sob a 
curva no 
intervalo [a, b]. 
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a b 
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 Se a função  𝒇 for contínua e tomar valores 
positivos e negativos no intervalo [a, b]; 
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 Se a função  𝒇 for contínua e tomar valores 
positivos e negativos no intervalo [a, b]; 

 Então a diferença entre as áreas acima e abaixo 
da curva de 𝒇 será chamada de área líquida 
com sinal no intervalo [a, b]; 
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 A integral definida relaciona o conceitos de 
área a outros conceitos como: comprimento, 
volume, densidade, probabilidade e trabalho; 
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 A integral definida relaciona o conceitos de 
área a outros conceitos como: comprimento, 
volume, densidade, probabilidade e trabalho; 
 

 Na seção anterior ao definirmos 
a área utilizamos uma  
subdivisão ∆𝒙 igual para  
todos os subintervalos ; 
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 A integral definida relaciona o conceitos de 
área a outros conceitos como: comprimento, 
volume, densidade, probabilidade e trabalho; 
 

 Na seção anterior ao definirmos 
a área utilizamos uma  
subdivisão ∆𝒙 igual para  
todos os subintervalos ; 
 

 Este tipo de divisão é chamado partição 
regular. 
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 No caso da partição regular, as larguras dos 
retângulos tendem a zero quando 𝒏 cresce; 
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 No caso da partição regular, as larguras dos 
retângulos tendem a zero quando 𝒏 cresce; 

 
 Podemos generalizar a  
definição 5.4.5 permitindo  

que os subintervalos tenham 
 larguras variáveis ∆𝒙𝒌; 
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 No caso da partição regular, as larguras dos 
retângulos tendem a zero quando 𝒏 cresce; 

 
 Podemos generalizar a  
definição 5.4.5 permitindo  

que os subintervalos tenham 
 larguras variáveis ∆𝒙𝒌; 

 
 Trocaremos também a expressão 𝒏 → ∞ por 

 Max ∆𝒙𝒌 → 𝟎, de modo a garantir que as 
larguras de todos subintervalos tendam a zero. 
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Pode-se mostrar que se a função 𝒚 = 𝒇 𝑥  for 
contínua no intervalo [a, b], então será integrável. 



A soma de Riemann com 𝑛 tendendo para o 
infinito pode ser denotada pelo limite: 

𝑨 = 𝒍𝒊𝒎
𝑴𝒂𝒙∆𝒙𝒌→𝟎

 𝒇(𝒙𝒌)∆𝒙𝒌 

𝒏

𝒋=𝟏
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A soma de Riemann com 𝑛 tendendo para o 
infinito pode ser denotada pelo limite: 

𝑨 = 𝒍𝒊𝒎
𝑴𝒂𝒙∆𝒙𝒌→𝟎

 𝒇(𝒙𝒌)∆𝒙𝒌 

𝒏

𝒋=𝟏

 

Que é a definição de uma integral de uma função 
contínua 𝒚 = 𝒇 𝑥   no intervalo [a, b]: 

𝑨 =  𝒇 𝑥 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

= 𝒍𝒊𝒎
𝑴𝒂𝒙∆𝒙𝒌→𝟎

 𝒇(𝒙𝒌)∆𝒙𝒌 

𝒏

𝒋=𝟏
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a.   𝟐𝒅𝒙
𝟒

𝟏
                 b.   (𝒙 + 𝟐)𝒅𝒙

𝟒

𝟏
 



a.   𝟐𝒅𝒙
𝟒

𝟏
                 b.   (𝒙 + 𝟐)𝒅𝒙

𝟒

𝟏
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Sejam as função  𝒚 = 𝒇 𝑥  e 𝒚 = 𝒈 𝑥 , contínuas em 
um intervalo [a, b] e c uma constante. 

𝟏.   𝒄𝒇 𝑥 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

= 𝒄 𝒇 𝑥 𝒅𝒙
𝒃

𝒂
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Sejam as função  𝒚 = 𝒇 𝑥  e 𝒚 = 𝒈 𝑥 , contínuas em 
um intervalo [a, b] e c uma constante. 

𝟐.   [𝒇 𝑥 ± 𝒈 𝒙 ]𝒅𝒙
𝒃

𝒂

=  𝒇 𝑥 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

± 𝒈 𝑥 𝒅𝒙
𝒃

𝒂
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Sejam as função  𝒚 = 𝒇 𝑥  e 𝒚 = 𝒈 𝑥 , contínuas em 
um intervalo [a, b] e c uma constante. 

𝟑.   𝒇 𝑥
𝒃

𝒂

=  𝒇 𝑥 𝒅𝒙
𝒄

𝒂

+ 𝒇 𝑥 𝒅𝒙
𝒃

𝒄

           𝒄𝒐𝒎:   𝒂 ≤ 𝒄 ≤ 𝒃 



 𝒇 𝑥 𝒅𝒙
𝒅

𝒂

=  𝒇 𝑥 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

+ 𝒇 𝑥 𝒅𝒙
𝒄

𝒃

+ 𝒇 𝑥 𝒅𝒙
𝒅

𝒄

 

Á𝑟𝑒𝑎 𝑙í𝑞𝑢𝑖𝑑𝑎 =      𝐴𝑎𝑏      −      𝐴𝑏𝑐         +        𝐴𝑐𝑑 



40 



 Isaac Newton, mostrou que a derivação e a 
integração são operações inter-relacionadas: 
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 Isaac Newton, mostrou que a derivação e a 
integração são operações inter-relacionadas: 

 Essa relação é conhecida como o Teorema 
Fundamental do Cálculo: 

 

 𝒇 𝑥 𝒅𝒙
𝒃

𝒂
= 𝑭 𝒃 − 𝑭(𝒂)  
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 Estabelece a conexão entre o cálculo 
diferencial e o cálculo integral; 

 Relaciona o conceito de derivada com o de 
integral definida; 
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 Estabelece a conexão entre o cálculo 
diferencial e o cálculo integral; 

 Relaciona o conceito de derivada com o de 
integral definida; 

 Fornece a precisa relação inversa entre a 
derivada e a integral; 

 O teorema é apresentado em duas partes. 
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Dada uma função  𝒚 = 𝒇 𝑥 ≥ 0, a área entre a 
curva de 𝒇 𝑥 , o eixo das abscissas e as retas 𝑥 = 𝑎  
e 𝑥 = 𝑏, é chamada de integral definida de 𝑓, 
denotada por:  

 𝒇 𝑥 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 



Dada uma função  𝒚 = 𝒇 𝑥 ≥ 0, a área entre a 
curva de 𝒇 𝑥 , o eixo das abscissas e as retas 𝑥 = 𝑎  
e 𝑥 = 𝑏, é chamada de integral definida de 𝑓, 
denotada por:  

 𝒇 𝑥 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

ÁreaR= 𝒇 𝑥 𝒅𝒙
𝒃

𝒂
 

R 



 Nesse caso, o interesse é o de determinar uma 
função primitiva 𝒚 = 𝑭 𝑥 , tal que 𝑭′(𝑥) = 𝑓(𝑥). 
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 Nesse caso, o interesse é o de determinar uma 
função primitiva 𝒚 = 𝑭 𝑥 , tal que 𝑭′(𝑥) = 𝑓(𝑥). 

 

  Essa função primitiva (ou antiderivada) é 
chamada integral indefinida e denotada por: 

 

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙 
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Integral  
Indefinida 
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a.   𝒆𝒙𝒅𝒙
𝟑

𝟏
 

b.   
𝟏

𝒙
𝒅𝒙

𝟑

𝟏
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c.   𝒙𝟐𝒅𝒙
𝟏

𝟎
= Á𝒓𝒆𝒂 𝒔𝒐𝒃 𝒂 𝒑𝒂𝒓á𝒃𝒐𝒍𝒂 𝒚 = 𝒙𝟐 
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d.   𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒅𝒙
𝝅
𝟐 

𝟎
 

𝝅

𝟐
=
𝟑, 𝟏𝟒

𝟐
≅ 𝟏, 𝟓𝟕 



 Reler o capítulo no livro texto; 

 Resolver os exemplos dados em aula. 
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 Integração por substituição. 



1. ANTON, Howard; BIVENS, Irl C.; 
DAVIS, Stephen L. Cálculo - volume 1. 
8. ed. São Paulo: Bookman, 2007. 
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Figuras. ANTON, Howard; BIVENS, Irl 
C.; DAVIS, Stephen L. Cálculo – v.1. 
10. ed. São Paulo: Bookman, 2014. 
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