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» Suponha que uma curva tenha equacao vetorial
r(t) = (f(),g@®),h(t)), a<t<bh.

> Isto equivale as equagOes paramétricas x = f (t),
y=g(t)ez = h(t)ondef, g eh’sdao continuas.



» Suponha que uma curva tenha equacao vetorial
r(t) = (f(),g@®),h(t)), a<t<bh.

> Isto equivale as equagOes paramétricas x = f (t),
y=g(t)ez = h(t)ondef, g eh’sdao continuas.

» Se a curva é percorrida exatamente uma vez a
medida que t cresce, a partir de a até b, é possivel
mostrar que:

L=["Ir®]a = | VIFOP + [¢QOF + O d



» Suponha que uma curva tenha equagdo vetorial
r(t) = (f(t),g(t),h()), a<t<bh.

> Isto equivale as equagOes paramétricas x = f (t),
y=g(t)ez = h(t)ondef, g eh’sdao continuas.

» Se a curva é percorrida exatamente uma vez a

medida que t cresce, a partir de a até b, é possivel
mostrar que:

L={"r®|d = [ VIFOF + [gOF + QP d

O comprimento de arco independe da parametrizacao
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Comprimento de arco Exemplo 1

Calcule o comprimento do arco da hélice circular
de equacido r(f) =cosri + sentj + tk do ponto (1, 0, 0) até

o ponto (1, 0, 277).

prof. Henrique A M Faria 5



Comprimento de arco Exemplo 1
Calcule o comprimento do arco da hélice circular
de equacido r(f) =cosri + sentj + tk do ponto (1, 0, 0) até
o ponto (1, 0, 277).

Z A

Solucao:

y
FIGURA 2
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@UMF rimento de arc Exemplo 1
Calcule o comprimento do arco da hélice circular
de equacido r(f) =cosri + sentj + tk do ponto (1, 0, 0) até
o ponto (1, 0, 277).

Z A
Solucao:
r'(r) = —senti + costj + Kk, temos

y
FIGURA 2

prof. Henrique A M Faria ?



Comprimento de arco Exemplo 1

Calcule o comprimento do arco da hélice circular
de equacido r(f) =cosri + sentj + tk do ponto (1, 0, 0) até
o ponto (1, 0, 277).

Solucao:
r'(r) = —senti + costj + K, temos

|r'(5)| = +/(—sen1)® + cos’t + 1 = V2

y
FIGURA 2
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CoMmprimenco de arco Exemplo 1
Calcule o comprimento do arco da hélice circular
de equacido r(f) =cosri + sentj + tk do ponto (1, 0, 0) até
o ponto (1, 0, 27).

Z A

Solucao:

r'(f)y = —senti + cos t] + K. temos N, \
(1,0, 2)

| r'(f)| = +/(—sen £)* + cos?’t + 1 = V2

O arco de (1, 0, 0) até (1,0,27) & fV

descrito quando o parametro percorre y
0 Intervalo () = ¢ = 24re, assim, FIGURA 2
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Comprimento de arco Exemplo 1
Calcule o comprimento do arco da hélice circular
de equacido r(f) =cosri + sentj + tk do ponto (1, 0, 0) até

o ponto (1, 0, 27).

Solucao: —
¢ | | —
r'(r) = —senti + costj + K, temos N
(1,0, 27)

| r'(f)| = +/(—sen £)* + cos?’t + 1 = V2

O arco de (1, 0, 0) até (1,0,2) € f%

descrito quando o parametro percorre y
0 Intervalo () = ¢ = 24re, assim, FIGURA 2

L= Lh|r’(r) | dt = Ewﬁdr =227
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» Seja C uma curva dada pela funcdo vetorial
r(t) = (f(®),g(t),h()), a<t<bh.

» Onde r’ é continua e C é percorrida exatamente
uma vez a medida que t aumenta de a até b.
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» Seja C uma curva dada pela funcdo vetorial

r(t) = (f(t),g(t),h(t)), a<t<h.

» Onde r’ é continua e C é percorrida exatamente
uma vez a medida que t aumenta de a até b.

» Definimos a fungcao de comprimento de arco s por:

oo [ ET

dz

du

2
)du
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» Seja C uma curva dada pela funcdo vetorial

r(t) = (f(t),g(t),h(t)), a<t<h.

» Onde r’ é continua e C é percorrida exatamente
uma vez a medida que t aumenta de a até b.

» Definimos a fungcao de comprimento de arco s por:

vt lde = [ (Y 5 (2
S(I)—Jﬂ|r(u}|du—L \/(du) +(du) +(
» Se derivarmos os dois lados: % = | r'(¢)
It

dz

du

2
)du
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» Frequentemente, é Util parametrizar uma curva em
relacao ao comprimento do arco.

1
/ % ._f'ff @ C
,./ / ()
I.(a} .I:;...f
ii_
/ o T
——
X :}

FIGURA 3
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» Frequentemente, é Util parametrizar uma curva em
relacao ao comprimento do arco.

» O comprimento de “A
arco s(t) aparece s(f) =\~
naturalmente a o -
partir da forma da #/ 1[:‘}
curva e nao wa)\ | /
depende do sistema
de coordenadas o T

FIGURA 3
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nento de areo Exemplo 2

Reparametrize a hélice circularr(t) = costi + sentj + rk
utilizando o comprimento de arco medido a partir de (1, 0, 0) na

direcao de crescimento de .
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MENTOo ae arco Exemplo 2
Reparametrize a hélice circularr(t) = costi + sentj + rk

utilizando o comprimento de arco medido a partir de (1, 0, 0) na

direcao de crescimento de .
Solucao:

O ponto inicial (1, 0, 0) corresponde ao valor do parimetro ¢t = 0.
A partir do Exemplo I, temos

s

vl =v2

dt
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mento de arco Exemplo 2

Reparametrize a hélice circularr(t) = costi + sentj + rk

utilizando o comprimento de arco medido a partir de (1, 0, 0) na

direcao de crescimento de .

Solucao:

O ponto inicial (1, 0, 0) corresponde ao valor do parimetro ¢ = 0.
A partir do Exemplo 1, temos

s

E —
s = s(t) =

r'(f)| = /2 e assim

;]1"(51)|du = J:ﬁdu = /2t

18



MEeNto Exemplo 2

Reparametrize a hélice circularr(t) = costi + sentj + rk

utilizando o comprimento de arco medido a partir de (1, 0, 0) na

direcao de crescimento de .

Solucao:

O ponto inicial (1, 0, 0) corresponde ao valor do parimetro ¢ = 0.
A partir do Exemplo 1, temos

s

E =
s = s(t) =

r'(f) | = /2 e assim

i

;]r’(uﬂdu = J:ﬁdu = /21t

Portanto ¢t = s/4/2 e a reparametrizacio pedida é

r(t(s)) = cos(s///2 )i + sen(s/A/2)j + (s///2) k
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» Uma parametrizagao r(t) € chamada suave em um
intervalo | se r’ for continuae7r’(t) # 0 em I

> Uma curva é chamada de suave se tiver uma
parametrizacao suave.
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Uma parametrizagao r(t) é chamada suave em um
intervalo | se r’ for continuae7r’(t) # 0 em I

Uma curva é chamada de suave se tiver uma
parametrizacao suave.

Uma curva suave nao tem quebras abruptas ou
cuspides.

Quando seu vetor tangente gira, ele o faz
continuamente.
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Uma parametrizagao r(t) é chamada suave em um
intervalo | se r’ for continuae7r’(t) # 0 em I

Uma curva é chamada de suave se tiver uma
parametrizacao suave.

Uma curva suave nao tem quebras abruptas ou
cuspides.

Quando seu vetor tangente gira, ele o faz
continuamente.

Lembrando que o vetor )
tangente unitario indica a T(t) = ! I(f}
dire¢cdo da curva e e dado por: | T'(@)|
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» T(t) muda de direcao muito devagar quando a curva
C é razoavelmente reta.

Z A

S f‘h-a-f
VRV AN
l y

\

A h
/ HC _____________———5.-.
X ¥

FIGURA 4 Vetor tangente unitirio
em pontos igualmente
espacados de C
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» T(t) muda de direcao muito devagar quando a curva
C é razoavelmente reta.

> Contudo, muda de “4
diregao mais {_/‘“*, __ﬁ'h-:;f
rapidamente quando J 4 \
i 'I.I' - !
a curva C se dobra ou R \ \
retorce mais / 0N T—
>
acentuadamente. x Y

FIGURA 4 Vetor tangente unitario
em pontos igualmente

espacados de C
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» A curvatura de C em um dado ponto é a medida de
quao rapidamente a curva muda de direcao neste
ponto.

» Definimos a curvatura como o modulo da taxa de
variacao do vetor tangente unitario com relacao ao
comprimento do arco.
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» A curvatura de C em um dado ponto é a medida de
quao rapidamente a curva muda de direcao neste
ponto.

» Definimos a curvatura como o modulo da taxa de
variacao do vetor tangente unitario com relacao ao
comprimento do arco.

» O comprimento de arco é utilizado, pois desse
modo a curvatura independe da parametrizacao.
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» A curvatura de C em um dado ponto é a medida de
quao rapidamente a curva muda de direcao neste
ponto.

» Definimos a curvatura como o modulo da taxa de
variacao do vetor tangente unitario com relacao ao
comprimento do arco.

» O comprimento de arco é utilizado, pois desse
modo a curvatura independe da parametrizacao.

A curvatura de uma curva é . dT
onde T € o vetor tangente unitario. ds
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» A curvatura é mais simples de calcular se expressa
em termos do parametro t em vez de s.
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» A curvatura é mais simples de calcular se expressa
em termos do parametro t em vez de s.

» Assim, usamos a Regra da Cadeia:

ﬂ dT ds

clt ds dt

30



» A curvatura é mais simples de calcular se expressa
em termos do parametro t em vez de s.

» Assim, usamos a Regra da Cadeia:

dT  dT ds dT dT/dt
—_— = & W= =

dt ds dt ds ds /dt

a1



» A curvatura é mais simples de calcular se expressa

em termos do parametro t em vez de s.
» Assim, usamos a Regra da Cadeia:

ar
dlt

dT ds

ds dt

dT

Mas, ds/dt = |r'(t) |, e entdo

k(t) =

|'T'(2) |

r'(0) |

Prof. Henrique A M Faria
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dT/dt

ds /dt
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» A curvatura é mais simples de calcular se expressa
em termos do parametro t em vez de s.

» Assim, usamos a Regra da Cadeia:

dT  dT ds dT dT/dt
— = e K= =

dt ds dt ds ds /dt

Mas, ds/dt = |r'(f) |, e entdo

|r'(f) X r"(¢) |

‘ I'I(f) |3

_ 10 0
(1) 0| =) ()

Prof. Henrique A M Faria 33



Curvaturs Exemplo 3

Mostre que a curvatura de um circulo de ralo a € 1/a.

Prof. Henrique A M Faria 24



Exemplo 3

Mostre que a curvatura de um circulo de ralo a € 1/a.

Solucao:

Podemos tomar o circulo com centro na origem e parametrizado por

r(f) =acosti + asentj

r'(f) = —asenti+ acostj e v (t)| = a

Prof. Henrique A M Faria 25



Exemplo 3

Mostre que a curvatura de um circulo de ralo a € 1/a.
Solucao:
Podemos tomar o circulo com centro na origem e parametrizado por

r(t) =acosti + asentj

r'(t) = —asenti + acostj e Iv'(t) | = a
r'(s)

0= To0)]

= —senti+ costj

Prof. Henrique A M Faria 26



Exemplo 3

Mostre que a curvatura de um circulo de ralo a € 1/a.

Solucao:
Podemos tomar o circulo com centro na origem e parametrizado por

r(tf) =acosti + asentj

r'(t) = —asenti + acostj e v ()| = a
r'(t)

T(t) = ———= —senti + cost]j
r'(1) |

T'(t) = —costi — sentj

Prof. Henrique A M Faria 27



Exemplo 3

Mostre que a curvatura de um circulo de ralo a € 1/a.

Solucao:
Podemos tomar o circulo com centro na origem e parametrizado por

r(tf) =acosti + asentj

r'(t) = —asenti + acostj e v ()| = a
r'(t)
T(t) = = —senfi+ costj
= Tr) .
T'(t) = —costi — sentj
T |
[ssonos dd | T()| = 1, entfio temos k(1) = TOl _ 1

()| a

Prof. Henrique A M Faria 28



Curvatura Exemplo 4

Determine a curvatura da cubica retorcidar(t) = (¢, 1%, 1)
em um ponto generico e em (0, 0, 0).

Prof. Henrique A M Faria 29



Curvatura Exemplo 4

Determine a curvatura da cubica retorcidar(t) = (¢, 1%, 1)
em um ponto generico e em (0, 0, 0).

Solucao:

Calculemos 1nicialmente:
r'(r) = (1,2t,3t%) (1) = (0, 2, 61)

Prof. Henrique A M Faria A



Curvatura Exemplo 4

Determine a curvatura da cubica retorcidar(t) = (¢, 1%, 1)
em um ponto generico e em (0, 0, 0).

Solucao:

Calculemos 1nicialmente:
r'(1) = (1,21,3t%) r'(r) = (0, 2, 61)
()] =1 + 462 + 9r*
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Curvatura Exemplo 4

Determine a curvatura da cubica retorcidar(t) = (¢, 1%, 1)
em um ponto generico e em (0, 0, 0).

Solucao:

Calculemos 1nicialmente:
r'(r) = (1,21, 31°) r"(r) = (0, 2, 61)
Ir'() | = /1 + 42 + 9r#

i j Kk
r'(t) Xr"(6)=1|1 2t 3t*| =6t*i—61j+ 2Kk
0 2 61

Prof. Henrique A M Faria a2



,,f//“x PAR A L .
Curvatura

Exemplo 4
Determine a curvatura da cubica retorcidar(t) = (¢, 1%, 1)
em um ponto genérico e em (0, 0, 0).

Solucao:

Calculemos 1nicialmente:
r'(r) = (1,21, 31°) r"(r) = (0, 2, 61)
Ir'() | = /1 + 42 + 9r#

i j Kk
r'(t) Xr"(6)=1|1 2t 3t*| =6t*i—61j+ 2Kk
0 2 61

|1/() X r"(1)| = /3614 + 3612 + 4 =2,/9t4 + 912 + |

Prof. Henrique A M Faria A3



Curvaturs Exemplo 4
Solucao:

Entao temos

|x'(f) X r"(e)|  24/1 + 9¢2 + 9¢*
|v'(0) |’ (1 + 422 + 9t4)*

k(t) =

Na origem, onde t = 0, a curvatura é «(0) = 2.

Prof. Henrique A M Faria AA,



» Para o caso especial de uma curva plana com
equacdoy = f(x), escolhemos x como parametro.

45



» Para o caso especial de uma curva plana com
equacdoy = f(x), escolhemos x como parametro.

rix) =xi+ f(x)j.

Entio r'(x)=i+f(x)j e r"(x)=7"(x)].

46



» Para o caso especial de uma curva plana com
equacdoy = f(x), escolhemos x como parametro.

rix) =xi+ f(x)j.
Entio r'(x)=i+f(x0)j e r"(x)=Ff"(x)].

ComoiXj=Kk e jXj=0, segue que

a7



» Para o caso especial de uma curva plana com
equacdoy = f(x), escolhemos x como parametro.

r(x) = xi+ f(x)j.
Entio r'(x)=i+f(x)j e r"(x)=Ff"(x].

ComoiXj=Kk e jXj=0, segue que

v X 1) = W k. [1'0)] = VT F T



» Para o caso especial de uma curva plana com
equacdoy = f(x), escolhemos x como parametro.

r(x) = xi+ f(x)j.
Entio r'(x)=i+f(x)j e r"(x)=Ff"(x].

ComoiXj=Kk e jXj=0, segue que

r'(x) X r'(x) = ") k. [r()] =1+ [P

/()]
[1+ (F P

k(x) =

49



Curvatura Exemplo 5

Encontre a curvatura da pariabola y = x~ nos pontos (0, 0), (1, 1) e (2, 4).

Prof. Henrique A M Faria 50



Curvatura Exemplo 5
Encontre a curvatura da pariabola y = x~ nos pontos (0, 0), (1, 1) e (2, 4).
Solucao:
Como v' = 2x e y" = 2, a Férmula nos da

vl 2
[0+ )T~ (0 +4x)7

Klx) =

Prof. Henrique A M Faria 51



Curvatura Exemplo 5
Encontre a curvatura da pariabola y = x~ nos pontos (0, 0), (1, 1) e (2, 4).
Solucao:
Como v' = 2x e y" = 2, a Férmula nos da

y| 2
[+ OFTE T (1 + 47

K(x) =

A curvaturaem (0, 0) é k(0) = 2.

Prof. Henrique A M Faria 52



Curvatura Exemplo 5
Encontre a curvatura da pariabola y = x~ nos pontos (0, 0), (1, 1) e (2, 4).
Solucao:
Como y' = 2x e v" = 2, a Formula nos da

_ |:P_.rr| _ 2
[+ 0T (1 + 47

K(x)

A curvaturaem (0, 0) é k(0) = 2.
Em(1,1)issoé k(1) = 2/5* = 0,18.

Prof. Henrique A M Faria 53



Curvatura Exemplo 5
Encontre a curvatura da pariabola y = x~ nos pontos (0, 0), (1, 1) e (2, 4).
Solucao:
Como y' = 2x e v" = 2, a Formula nos da

_ |y.r:| _ 2
[1+ ()77 (1 +dx?)"?

K(x)

A curvaturaem (0, 0) é k(0) = 2.
Em (1, 1)issoé k(1) = 2/5* = 0,18.
Em(2,4) k(2) = 2/17*7* = 0,03.

Prof. Henrique A M Faria 54



Curvatura Exemplo 5
Solucao:

k(0)=2 k(1)= 0,18 k(2) = 0,03

FIGURA 5 A pardbola y = x* e sua fungfo curvatura

Prof. Henrique A M Faria 55
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Curvatura Exemplo 5
Solucao:
k(0)=2 «k(1)=0,18 «k(2)= 0,03
¥4
A k(x) — 0 quando x — *x=.

/ "1\ a pardbola parece tornar-se mais

\ o
o/ plana quando x — o,
>’\ y=Klx)

-'.-.-l-

—

0 i X

FIGURA 5 A pardbola y = x* e sua fungfo curvatura
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» Em um ponto dado de uma curva suave, existem
muitos vetores que sao ortogonais ao vetor tangente

unitario T (t).
» Se escolhemos T’(t) ortogonal a T(t), entdo:
T(t) -T(t) = 0.

57



» Em um ponto dado de uma curva suave, existem
muitos vetores que sao ortogonais ao vetor tangente

unitario T (t).

» Se escolhemos T’(t) ortogonal a T(t), entdo:
T(t) -T'(t) = 0.

» Em qualquer ponto onde k # 0 podemos definir um
vetor normal unitario N(t):

T'()
T'(0))

N(t) =

58



Em um ponto dado de uma curva suave, existem
muitos vetores que sao ortogonais ao vetor tangente
unitario T (t).

Se escolhemos T’(t) ortogonal a T(t), entao:
T(t) -T'(t) = 0.

Em qualquer ponto onde k # 0 podemos definir um
vetor normal unitario N(t):

T'()
T'(0))

N(t) =

O vetor B(t) = T(t) X N(t) € chamado vetor

binormal, perpendiculara T(t) e a N(t).
59



» O plano determinado pelos vetores normal N e
binormal B num ponto P sobre uma curva C é
chamado plano normal de Cem P.

FIGURA 6

Podemos pensar no vetor normal como
indicador da direcdo para a qual a curva
estd se virando em cada ponto.
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» O plano determinado pelos vetores normal N e
binormal B num ponto P sobre uma curva C é
chamado plano normal de Cem P.

» O plano determinado

T(t) ~_
pelos vetores T e N é B A SN
chamado plano P
‘ \ N(1)
osculador de Ca P. Y
FIGURA 6

Podemos pensar no vetor normal como
indicador da direcdo para a qual a curva
estd se virando em cada ponto.
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» O plano determinado pelos vetores normal N e
binormal B num ponto P sobre uma curva C é
chamado plano normal de Cem P.

» O plano determinado
pelos vetores T e N é
chamado plano
osculador de Ca P.

» Para uma curva plana, o
plano osculador &
simplesmente o plano
gue contém a curva.

Tit) A
Bit) ) ’
1‘-\._\__ I_.-'\-"' f
e '
M2 \

“ \N(1)
/ y

FIGURA 6

Podemos pensar no vetor normal como
indicador da direcdo para a qual a curva
estd se virando em cada ponto.
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» Estudar secdo 13.3 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Campos vetoriais e Integrais de linha.
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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@g henrigue.faria@unesp.br
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