Calculo II

Bacharelado e Engenharias

Seimana#l3i=rAullae
Integiralisideylinha

Prof. Henrigue Antonio Mendonc¢a Faria

henrique.faria@unesp.br



» Integrais de linha sdo integrais sobre uma curva C.

» Elas foram desenvolvidas no comeco do século XIX
para resolver problemas que envolviam escoamento
de fluidos, forcas, eletricidade e magnetismo.



» Integrais de linha sdo integrais sobre uma curva C.

» Elas foram desenvolvidas no comeco do século XIX
para resolver problemas que envolviam escoamento
de fluidos, forcas, eletricidade e magnetismo.

» Seja uma curva plana C dada pelas equacoes
parameétricas:

x=x(t) v=y() a=t=ph

r(r) = x(t)1+ y(1) ] Equacoes (1)



» Integrais de linha sdo integrais sobre uma curva C.

» Elas foram desenvolvidas no comeco do século XIX
para resolver problemas que envolviam escoamento
de fluidos, forcas, eletricidade e magnetismo.

» Seja uma curva plana C dada pelas equacoes
parameétricas:

x=x(t) v=y() a=t=ph
r(r) = x(t)1+ y(1) ] Equacoes (1)

» Supomos que C seja uma curva suave. Isso significa
que r’ é continua e r'(t) = 0.



Integrais de linha

Se f for uma funcao de duas variaveis cujo dominio
inclui a curva C, o

FIGURA 1
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» Se f for uma funcao de duas varidveis cujo dominio
inclui a curva C,
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Se f for uma funcao de duas variaveis cujo dominio

inclui a curva C,

Calculamos f no ponto
(x.*, v;*), multiplicamos
pelo comprimento As,
do subarco e somamos.

Que € uma operacao
semelhante a soma de
Riemann.

Em seguida tomamos o
limite.
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Definicao

ntegrais de linha no plano

Se f'€ definida sobre uma curva suave C dada pelas Equacdes 1,

entdo a integral de linha de fsobre C €, se esse limite existir

J.C f(x,y)ds = lim if(.li?‘,y;:“') As.

oo
=% =1
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Definicao
Se f'€ definida sobre uma curva suave C dada pelas Equacdes 1,

entdo a integral de linha de fsobre C €, se esse limite existir

L f(x,y)ds = lim if(.li?‘,y;:“') As.

—= 00 .
T =1

Um modo para calcular a integral de linha € escrever tudo
em termos do parametro t:

ff y)ds—ff y(f))\/(jj) + (j—i)z dt
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Integrais de linha

» Podemos interpretar a integral de linha de uma
funcao positiva como uma area.
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» Podemos interpretar a integral de linha de uma
funcao positiva como uma area.

» De fato, se f (x, y) = 0,
a integral de linha
representa a area da
“cerca” ou “cortina” da
Figura 2, cuja base e Ce
cuja altura acima do

ponto (x,y) € f(x, y).

FIGURA 2

» De fato, se f (x, y) = 0,
a integral de linha
representa a area da
“cerca” ou “cortina” da
Figura 2, cuja base éCe
cuja altura acima do
ponto (x, y) e f(x, y).
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Integrais de linha Exemplo 1

Calcule | (2 + x*y)ds, onde C € a metade superior do

circulo unitario x*+ y*= 1. ' S
- X°+ Vo=
| y=0)
| .
~1 0 1
FIGURA 3

Prof. Henrique A M Faria 12



Integrais de linha

Exemplo 1

Calcule | (2 + x*y)ds, onde C € a metade superior do

circulo unitario x*+ y*= 1.
Solucao:

Recorde-se de que o circulo
unitario pode ser parametrizado

¥ +y =1
_(y=0)

por meio das equacoes

X = COost }?:Sﬁﬂf

Prof. Henrique A M Faria
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Integrais de linha Exemplo 1

Calcule | (2 + x*y)ds, onde C € a metade superior do

circulo unitario x*+ y*= 1. vA .
N o +y =1
Solugao: (y=0)
Recorde-se de que o circulo /
unitario pode ser parametrizado /
por meio das equacoes | s
_ 0 X
X = cost y=sent : ]
FIGURA 3

e a metade superior do circulo € descrita pelo
intervalo do parametro 0 =f =
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Integrais de linha Exemplo 1 - solucdo

" de\*>  (dy\’
J.E (2 + x*y)ds = L (2 + cos’t sen 1) \/({ﬁ) + ({;) dt
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(D)

Integrais de linha Exemplo 1 - solucdo

" de\*>  [(dy\’
L (2 + x*y) ds = L (2 + cos’t sen 1) \/(E) + (E};) dt

= J:T (2 + cos?t sen f)+/sen’t + cos’r dt
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Integrais de linkha Exemplo 1 - solug3o

_L (2 + );:3}’) ds = .[} {2 + cos?t sen f} \/(E) + (?f

= J.: (2 + cos’t sen £)+/sen?t + cos?t dt

cos’t

N

2

= J.: (2 + cos®t sent) df = [Zr —
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Integrais de linha Exemplo 1 - solucdo

J.E (2 + xl_}’) ds = _[} {2 + cos?t sen .'f} \/({ﬂ) + ({;

— J.: (2 + cos’t sen £)+/sen?t + cos?t dt

_ J.: (2 + cos’t sent) df = [Zr —

2
=2’?T‘|—§
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Integrais de linkha Exemplo 2
Calcule _[C 2x ds, onde C € formada pelo arco C; da pardbola y = x*

de (0, 0) a (1, 1) seguido pelo segmento VA
de reta vertical C»> de (1, 1) a (1, 2).

(0, 0)

FIGURAS C=C,UC,
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tegrals de linha Exemplo 2

Calcule _[C 2x ds, onde C € formada pelo arco C; da paridbolay = x°
de (0, 0) a (1, 1) seguido pelo segmento VA
de reta vertical C> de (1, 1) a (1, 2).
Solucao:

C, € o grafico de uma funcdo de x, entdo

podemos escolher x como parametro e as

equacoes de C, se tornam (0, 0

X=X y = x* O==x=1 FIGURAS C=C,UC,
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Integrais de linha

Calcule J'C 2x ds, onde C € formada pelo arco C; da paridbolay = x°

de (0, 0) a (1, 1) seguido pelo segmento
de reta vertical C»> de (1, 1) a (1, 2).
Solucao:

C, € o grafico de uma funcdo de x, entdo

podemos escolher x como parametro e as

equacoes de C, se tornam

X=X y = x* O0=x=1

pvds = [P2xA [ E) + (2 4
C, S_Jﬂ r dx dx .

Exemplo 2
VA
' (1, 2)
¢,
(1, 1)
Cl I
0,0) X

FIGURAS C=C,UC,

= J: 2x+/1 + 4x? dx
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€ e rais de linha Exemplo 2
Calcule J'C 2x ds, onde C € formada pelo arco C; da paridbolay = x°

de (0, 0) a (1, 1) seguido pelo segmento VA
de reta vertical C»> de (1, 1) a (1, 2).

Solucao:

(1, 2)

C, € o grafico de uma funcdo de x, entdo c, /

podemos escolher x como parimetro e as 7

equacoes de C, se tornam (0, 0

X=X y = x* O==x=1 FIGURAS C=C,UC,

1 dx \* dy \* I
Eleds L z.x\/( ) +( ) dx L x+/1 + 4x? dx

]I_ﬁﬁ_]
6

| 2
— — « 2] 4+ 4x2)32| =
4 3{ } 0 29



Integrais de linha Exemplo 2 - solucdo

Em (> escolhemos y como parametro, e as equacdes de C; sdo

x =1 y=y l=y=2

Prof. Henrique A M Faria 23



N P | [~y ~
UW@U@L@U@ de linha Exemplo 2 - solucao
Em (> escolhemos y como parametro, e as equacdes de C; sdo

x =1 = l=y=

oo 5T
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Integrais de linha Exemplo 2 - solucdo

Em (> escolhemos y como parametro, e as equacdes de C; sdo

x =1 y=y l=y=2
2 dx \° dy \°
LE 2xds = | 2(1)J($) + (5) dy
2
=j12dy=z
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Integrais de linha Exemplo 2 - solucdo

Em (> escolhemos y como parametro, e as equacdes de C; sdo

x =1 y=y l=y=2
2 dx \° dy \°
_ 2xds =L 2(1)J(5) + (5) dy
= | 2dy =2
Logo
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» Duas outras integrais de linha sao obtidas trocando-
se As; por AX; = X; - X;; 0U Ay, =y, - VY.

» Elas sdo chamadas, respectivamente, integrais de
linha de fao longo de Ccom relacaoaxevy.

27



Duas outras integrais de linha sao obtidas trocando-
se As; por AX; = X; - X;; 0U Ay, =y, - VY.

Elas sao chamadas, respectivamente, integrais de
linha de fao longo de Ccom relacaoaxevy.

Essas integrais de linha com relacdao a x e y podem
ser calculadas escrevendo-se tudo em termos de t.

L Sl y) dx = :}f '(#T(f)} J’(f)) x'(¢) dt

| £ y)dy = |7 F(x(0), () y'(c) d

28



» Frequentemente as integrais de linha com relacdo a
X e y ocorrerem em conjunto, entao, costuma-se
abreviar escrevendo:

J; P(x,v) dx + J; Ox,v) dy = L‘ P(x,v) dx + O(x, y) dy

29



» Frequentemente as integrais de linha com relacdo a
X e y ocorrerem em conjunto, entao, costuma-se
abreviar escrevendo:

J; P(x,v) dx + J; Ox,v) dy = L‘ P(x,v) dx + O(x, y) dy

» Sera util lembrar a representacao vetorial do
segmento de reta que inicia em r, e termina em r;
pois em muitas situacoes iremos parametrizar um
segmento de reta:

r(t) = (1 — t)rp + ¢y O=r=1
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Integrais de linha Exemplo 3

Calcule |.y*dx + xdy, onde (a) C = C, € o segmento de reta de

(73, =3)a0,2)e(®) C=C2€0 Y4 FIGURA7
arco da pardbola x = 4 — y*de
(—5,—3)a(0,?2). {Ef] )
C]// %-Hi
o0 A
=4 —y?
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Integrais de linha Exemplo 3

Calcule |.y*dx + xdy, onde (a) C = C, € o segmento de reta de

(—5,—3)a(0,2)e(b)C=C2¢é0 R
arco da pardbola x = 4 — y*de
(—5,—3)a(0,?2). {Ef] )
~ -\-"H-\._\_‘* 3
Solucao: C]// ~
- 0 4
(a) A representacio parametrizada o
para o segmento de reta € x=4—vy
xX=3—95 y=5—3

D=t=1

Prof. Henrique A M Faria 22



Integrais de linha Exemplo 3

Calcule |.y*dx + xdy, onde (a) C = C, € o segmento de reta de

(—5,—3)a(0,2)e(b)C=C2¢é0 R
arco da pardbola x = 4 — y*de
(—5,—3)a(0,?2). {Ef] )
~ -\-"H-\._\_‘* 3
Solucao: C]// ~
- 0 e
(a) A representacdo parametrizada o
para o segmento de reta € x=4—vy
xX=3—95 y=5—3

O=r=1
comro= (=5, —3er; =(0,2).
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Integrais de linha Exemplo 3 - solucio
Assim, dx = 5dt, dy =5 dt

yldx + xdy = L' (5t — 345 df) + (5t — 5)(5 di)

Prof. Henrique A M Faria 24



Integrais de linha Exemplo 3 - solucio
Assim, dx = 5dt, dy =5 dt

yldx + xdy = L' (5¢ — 325 dr) + (5t — 5)(5 df)

=5 L' (252 — 25¢ + 4) di
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Integrais de linha Exemplo 3 - solucdo
Assim, dx = S dt, dy =5 dt

yldx + xdy = L' (5¢ — 35 df) + (5¢ — 5)(5 di)

=5 L' (252 — 25¢ + 4) di

053 252 | 5
— 5| =L R —
3 ? 1,
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Integrais de linha Exemplo 3 - solucdo

(b) Como a parabola € dada em funcdo de y, usamos y
como pardmetro e escrevemos C2 como

x=4 —y? y=y d=sy=<?2
Entiio dx = —2y dy e, pela Formula 7, temos

Prof. Henrique A M Faria 27



Integrais de linha Exemplo 3 - solucdo

(b) Como a parabola € dada em funcdo de y, usamos y
como pardmetro e escrevemos C2 como

x=4 —y? y=y d=sy=<?2

Entiio dx = —2y dy e, pela Formula 7, temos

2
ydx+xdy= | yH-2)dy + (4~ y))dy

Prof. Henrique A M Faria 28



Integrais de linha Exemplo 3 - solucdo

(b) Como a parabola € dada em funcdo de y, usamos y
como pardmetro e escrevemos C2 como

x=4 —y? y=y d=sy=<?2

Entiio dx = —2y dy e, pela Formula 7, temos

2
Lyidx +xdy = L}fz{—b} dy + (4 — y*)dy

2
— L (=2y" —y* +4)dy

Prof. Henrique A M Faria 29



Integrais de linha Exemplo 3 - solucdo

(b) Como a parabola € dada em funcdo de y, usamos y
como pardmetro e escrevemos C2 como

x=4 —y? y=y d=sy=<?2

Entiio dx = —2y dy e, pela Formula 7, temos

yA(=2y)dy + (4 — y*)dy

3

Cyzdx+xdy=J.:

&

= |, (=27 —y* + 4)dy

1_._3




» Observe que as respostas para os itens (a) e (b) do
Exemplo 3 sao diferentes, apesar de as duas curvas
terem as mesmas extremidades.

41



» Observe que as respostas para os itens (a) e (b) do
Exemplo 3 sao diferentes, apesar de as duas curvas
terem as mesmas extremidades.

» Assim, em geral, o valor de uma integral de linha
depende nao apenas das extremidades da curva,
mas também da trajetoria.

» Contudo, nos campos vetoriais conservativos a
integral sera independente do caminho.
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Observe que as respostas para os itens (a) e (b) do
Exemplo 3 sao diferentes, apesar de as duas curvas
terem as mesmas extremidades.

Assim, em geral, o valor de uma integral de linha
depende nao apenas das extremidades da curva,
mas também da trajetoria.

Contudo, nos campos vetoriais conservativos a
integral sera independente do caminho.

As respostas do Exemplo 3 também dependem da
orientacao ou sentido em que a curva é percorrida.

43



» Se — C denota a curva constituida pelos mesmos

pontos que C, mas com orientacao contraria (Figura

8), entao temos: ;

[ fGyyae=—[ fGry)dr / 3
)

—

a4

S



» Se — C denota a curva constituida pelos mesmos
pontos que C, mas com orientacao contraria (Figura

8), entao temos:

| floyyar=—| reey)dx

» Contudo, em relacdo ao
comprimento de arco, o
valor da integral de linha
nao se altera ao
invertermos a orientacao.

L_: flx,y)ds = L £(x,y) ds

45

S



Se fé uma funcio de trés varidveis que € continua em alguma regifio
contendo C, calculamos essa integral utilizando uma férmula analoga

| foy,2ds = | fx(@), y@), 2) \X (j—‘:) + (%) + (%) dt

Prof. Henrique A M Faria @@



Se fé uma funcio de trés varidveis que € continua em alguma regifio
contendo C, calculamos essa integral utilizando uma férmula analoga

| foy,2ds = | fx(@), y@), 2) \X (j—‘:) + (%) + (%) dt

que pode ser escrita de modo mais compacto pela notacio vetorial

| Fr@) | v(0) | e

Prof. Henrique A M Faria a7



Se fé uma funcio de trés varidveis que € continua em alguma regifio
contendo C, calculamos essa integral utilizando uma férmula analoga

| foy,2ds = | fx(@), y@), 2) \X (j—‘:) + (%) + (%) dt

que pode ser escrita de modo mais compacto pela notacio vetorial

| Fr@) | v(0) | e

Para o caso em que f (x, v, ) = 1, temos o comprimento da curva C

|

i‘r ,dj _ ‘.I'.i'

r'(z) |dr = L

Prof. Henrique A M Faria



» Suponha agora que F = Pi + Qj + Rk seja um campo
de forca continuo em R3, gravitacional ou elétrico.

49



» Suponha agora que F = Pi + Qj + Rk seja um campo
de forca continuo em R3, gravitacional ou elétrico.

» Queremos calcular o trabalho exercido por esse
campo de forca ao mover uma particula ao longo de

uma curva suave C.

ot | FIGURA 11
Fixiyiizi)
4 Tieh)
E— l-_..#"":;_ 8.

Prof. Henrique A M Faria
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» Suponha agora que F = Pi + Qj + Rk seja um campo
de forca continuo em R3, gravitacional ou elétrico.

» Queremos calcular o trabalho exercido por esse
campo de forca ao mover uma particula ao longo de

uma curva suave C.
> Dividimos C
IDi-IPi
comprimento As..

em
de

24 FIGURA 11
F(x,yi,2F)
4 T
F.r'-—l .."II""-T_"I._ .

Y - .
L 1
o [ A
e S I p! P
kL oo ———Yn
\ FOUE A -
X . PF-I,_."I_ j'-_"'l.!-‘;l. ' _T
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Suponha agora que F = Pi + Qj + Rk seja um campo
de forca continuo em R3, gravitacional ou elétrico.

Queremos calcular o trabalho exercido por esse
campo de forca ao mover uma particula ao longo de

uma curva suave C.

Dividimos C em
P,P. de

comprimento As..

Se As. é pequeno o

movimento ocorre

aproximadamente na

direcdo de T(t.").

24 FIGURA 11
F(xf.yi.zi)

4 T
F.r'-—l ..’i"-T_"l._ .

g - .
L |
o [ A
e S I p! P
kL oo ———Yn
\ FOUE A -
T . Pﬁl-‘l i YisZji) ¥
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» Entao, o trabalho realizado pela forca F para mover
a particula de P,, para P, é aproximadamente:

F(xi', i, zi') - [As T ] = [FF, v, 20 - T(7)] As;

53



» Entao, o trabalho realizado pela forca F para mover
a particula de P,, para P, é aproximadamente:

F(xi', i, zi') - [As T ] = [FF, v, 20 - T(7)] As;

» E o trabalho total executado para mover a particula
ao longo de C é aproximadamente:

D [FGeF, v, 25) - T(xF, ¥F, zF)] As,

i—1
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» Entao, o trabalho realizado pela forca F para mover
a particula de P,, para P, é aproximadamente:

F(xi', i, zi') - [As T ] = [FF, v, 20 - T(7)] As;

» E o trabalho total executado para mover a particula
ao longo de C é aproximadamente:

D [FGeF, v, 25) - T(xF, ¥F, zF)] As,

i—1

» Portanto, definimos o trabalho W realizado por um
campo de forca F como o limite da soma, ou seja:

W = L F(xy,z2) - T(x, y,2) ds = L F-Tds

55



» Se a curva C é dada pela equacdao vetorial r(t),
entao, como T(t) =r'(t)/| r'(t)| podemos reescrever:

—

W — j [ F () Ifgl v di = [ Fa() - ) dr
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» Se a curva C é dada pela equacdao vetorial r(t),
entao, como T(t) =r'(t)/| r'(t)| podemos reescrever:

—

W — j [ F () Ifgl v di = [ Fa() - ) dr

Definicao
Seja F um campo vetorial continuo definido sobre uma

curva suave C dada pela funcao vetorial r(t), a <t < b.
Entao, a integral de linha de F ao longo de C é:

L F - dr = j"’ F(e() - r'(f) dt = LF . T ds

57
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Intezrais de linkha

o

G

Exemplo 4

Determine o trabalho feito pelo campo de for¢a F(x, y) = x*1 — xy j
ao se mover uma particula ao longo de um quarto de

circulor(r) =costi +sentj0=r=7.

V4

r

FIGURA 12

| A ™,
1 e 1_1 %,
o — b :El .'__'
-,
L S

o
\S: A
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|

ntegrais de linha Exemplo 4
Determine o trabalho feito pelo campo de for¢a F(x, y) = x*1 — xy j
ao se mover uma particula ao longo de um quarto de

circulor(r) =costi +sentj0=r=7. FIGURA 12

V4
| A ™,
I & b “

Solugao: - -
) \& RH“‘.{;.
Uma vez que x = cos t e y = sen f, temos
F(r(t)) = cos’ti — costsentj
r'(f) = —senti+ costj

r

59
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tegrals de linha Exemplo 4

Determine o trabalho feito pelo campo de for¢a F(x, y) = x*1 — xy j
ao se mover uma particula ao longo de um quarto de

circulor(r) =costi +sentj0=r=7. VA FIGURA 12
~ 1 — —-—*—-__q__ \ -Hog \x .
Soluc3o: : ) \“

Uma vez que x = cos t e y = sen f, temos
F(r(t)) = cos’ti — costsentj
r'(f) = —senti+ costj

Portanto. o trabalho realizado €

L F-dr= L’”’g F(r(?) - r'(7) dr

60
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tegrais ¢ de linha Exemplo 4

Determine o trabalho feito pelo campo de for¢a F(x, y) = x*1 — xy j
ao se mover uma particula ao longo de um quarto de

circulor(r) =costi +sentj0=r=7. VA FIGURA 12
~ 1 — —-—*—-__q__ \ -Hog \x .
Soluc3o: : ) \“

Uma vez que x = cos t e y = sen f, temos
F(r(t)) = cos’ti — costsentj
r'(f) = —senti+ costj

Portanto. o trabalho realizado €

L F-dr= L’”’g F(r(®) - r'(¢) dr

— Lﬂﬂ (—2 cos’t sent)dt =2

61



» Estudar secdo 16.2 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Teorema fundamental das integrais de linha.
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ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart
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