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» A Parte 2 do Teorema Fundamental do Calculo pode
ser escrita como:

b

j F'(x) dx = F(b) — F(a)

» Onde F' é continua em [a, b]. A Equacdo 1 é
também chamada Teorema da Variagao Total: a
integral de uma taxa de variacao é a variacao total.



» A Parte 2 do Teorema Fundamental do Calculo pode
ser escrita como:
b
j F'(x) dx = F(b) — F(a)
» Onde F' é continua em [a, b]. A Equacdo 1 é
também chamada Teorema da Variagao Total: a
integral de uma taxa de variacao é a variacao total.

» Se consideramos o vetor gradiente Vf de uma
funcao f como uma derivada de f, entao o teorema
seguinte pode ser visto como uma versao do
Teorema Fundamental do Calculo para as integrais

de linha.
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Teorema 2

Seja C' uma curva suave dada pela funcio vetorial r(t), a <t < b.
Sejaf uma funcio diferenciavel de duas ou trés variaveis cujo

vetor gradiente Vf € continuo em C. Entao

[ Vfe ar = fev) - flr(a)
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Teorema 2

Seja C' uma curva suave dada pela funcio vetorial r(t), a <t < b.
Sejaf uma funcio diferenciavel de duas ou trés variaveis cujo

vetor gradiente Vf € continuo em C. Entao

[ Vfe ar = fev) - flr(a)

podemos avaliar a integral de linha de um campo vetorial conservativo
simplesmente sabendo o valor de f nos pontos finais de C.
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» Se f é uma funcdo de
duas variaveis e C € uma
curva plana, entao o
Teorema 2 torna-se:

[ Vf-dr = fxa ) = flxi )
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» Se f é uma funcdo de Al v -+ Blxy, yo)
duas variaveis e C é uma
~ "*.
curva plana, entdo o o Yo >
Teorema 2 torna-se: '-\ )
L: Vf-dr = flx2, y2) — flxi, y1) o

1 > Se f é uma funcio de trés
c, variaveis e C é uma curva
% )
A{.T V. Z ] In'r L . ~ .
"  Beyn e espacial, entao temos:
|:I [} . II"-II .
\ __"“‘l]-———-____________h JC Vf - dr =f(~172,}’z, Z2) —f(xr,yu 1)
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Teorema fundamental Exemplo 1

Determine o trabalho realizado F(x) mMG
L X) = ————
pelo campo gravitacional [x|?

ao mover uma particula de massa m do ponto (3. 4, 12) para
0 ponto (2, 2, 0) ao longo da curva suave por partes C.
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Teorema fundamental Exemplo 1

Determine o trabalho realizado F(x) mMG
L X) = ———X
pelo campo gravitacional [x|?

ao mover uma particula de massa m do ponto (3. 4, 12) para
0 ponto (2, 2, 0) ao longo da curva suave por partes C.

Solucao:
Da Secio 16.1, sabemos que F € um campo vetorial
conservador e, de fato, F = VY, onde T
f( ) mMG RN A
X, ¥V, Z2) — - = |l -7 -
T 2 4 24 2 T =~
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Teorema fundamental Exemplo 1 - solucdo

Portanto, pelo Teorema, o trabalho realizado é

WzLF-drzL?f-dr
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Teorema fundamental Exemplo 1 - solucio
Portanto, pelo Teorema, o trabalho realizado €

szCF-drsz'fm-

=f(2.2,0) — 3.4, 12)
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Teorema fundamental Exemplo 1 - soluc3o
Portanto, pelo Teorema, o trabalho realizado €

WzLF-drzLVﬁdr

=f(2.2,0) — 3.4, 12)

 mMG B mMG
V22 + 22 V32 + 42+ 122
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Teorema fundamental Exemplo 1 - solucdo

Portanto, pelo Teorema, o trabalho realizado €

WzLF-erLVf-dr

=f(2.2,0) — 3.4, 12)

 mMG B mMG
V22 + 22 V32 + 42 4+ 122
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» Suponha que C, e C, sejam curvas suaves por partes
denominadas caminhos, que tém o mesmo ponto
inicial A e o mesmo ponto final B.

» Em geral a integral F-dr é diferente para cada
caminho.
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» Suponha que C, e C, sejam curvas suaves por partes
denominadas caminhos, que tém o mesmo ponto
inicial A e o mesmo ponto final B.

» Em geral a integral F-dr é diferente para cada
caminho.

» Contudo, em decorréncia do Teorema das integrais
de linha, sempre que Vf for continua:

_Vfedr=| Vf-dr
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Suponha que C, e C, sejam curvas suaves por partes
denominadas caminhos, que tém o mesmo ponto
inicial A e o mesmo ponto final B.

Em geral a integral F-dr é diferente para cada
caminho.

Contudo, em decorréncia do Teorema das integrais
de linha, sempre que Vf for continua:

_Vfedr=| Vf-dr

Em outras palavras, a integral de linha de um campo
vetorial conservativo depende somente das

extremidades da curva.
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Independéncia de caminho
Teorema 3

J'C F « dr ¢ independente do caminho em [ se e somente se

[.F+dr =0 paratodo caminho fechado C em D.
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Teorema 3

- F + dr é independente do caminho em D se e somente se

[.F+dr =0 paratodo caminho fechado C em D.

A interpretacio fisica é que o trabalho realizado por
qualquer campo de for¢a conservativo para mover
um objeto ao redor de um caminho fechado € 0.
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Independéncia a
Teorema 4

D conexo por caminhos: quaisquer dois
pontos em [ podem ser licados por um

caminho que se encontra em D.
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Teorema 4

Suponha que F seja um campo vetorial continuo em uma
regiao aberta conexa por caminhos D. Se I‘C F - dr for

independente do caminho em D, entao F € um
campo vetorial conservativo em ), ou seja,

existe uma funcao ftal que Vf = F.

V4

D conexo por caminhos: quaisquer dois
pontos em [ podem ser licados por um

caminho que se encontra em D.
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Independénci:

Teorema 5

Se Flx,y) = P(x,y)1+ Q(x, y) j € um campo vetorial conservativo,
onde Pe Q tém derivadas parciais de primeira ordem continuas em
um dominio D, entio em todos os pontos de D temos

OP 90

ay X

21



Teorema 5

Se Flx,y) = P(x,y)1+ Q(x, y) j € um campo vetorial conservativo,
onde Pe Q tém derivadas parciais de primeira ordem continuas em
um dominio D, entio em todos os pontos de D temos

P 90

dy dx

Teorema 6
SejaF = P1 + @ j um campo vetorial em uma regiio aberta
simplesmente conexa D). Suponha que P e  tenham derivadas
continuas de primeira ordem e que

oP _ 9Q
ay 0x

em todo o D

Entiao F é conservativo. 29



FIGURA 6 Tipos de curva

simples, nio simples,
ndo fechada ndo fechada
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simples, ndo simples,
fechada fechada

™

A reciproca do teorema
5 € verdadeira se a curva
é fechada simples

FIGURA 7

regiio simplesmente conexa

regides que nio sdo simplesmente conexas

O teorema 6 ¢ valido
em uma regiao
simplesmente conexa.



Independéncia de caminie Exemplo 2 - solucdo

(a) Se F(x,y) = (3 + 2xy) i + (x*— 3y%) j, encontre uma
funcio de ftal que F = V¥.

(b) Calcule a integral de linha fc F - dr, onde C € a curva

dada por r(f) = e'senti +e'costj, 0=r=< .
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Independéncia ce caminhe Exemplo 2 - solucdo

(a) Se F(x,y) = (3 + 2xy) i + (x*— 3y%) j, encontre uma
funcio de ftal que F = V¥.

(b) Calcule a integral de linha fc F - dr, onde C € a curva
dada por r(f) = e'senti +e'costj, 0=r=< .

Solucao:

Determine se o campo vetorial € ou niio conservativo.

Plx,y) =3+ 2xy e Q(x,y) = x*>— 3y Entio
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Independéncia de caminho Exemplo 2 - solucao
(a) Se F(x,y) = (3 + 2xy) i + (x*— 3y%) j, encontre uma

funcio de ftal que F = V¥.
(b) Calcule a integral de linha fc F - dr, onde C € a curva

dada por r(f) = e'senti +e'costj, 0=r=< .
Solucao:
Determine se o campo vetorial € ou nfo conservativo.

Px,y) =3+ 2xy e Q(x,y)=x*— 3y% Entio
oF 9Q

— Yy =
dy ox
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Independéncia ce caminhe Exemplo 2 - solucdo
(a) Se F(x,y) = (3 + 2xy) i + (x*— 3y%) j, encontre uma
funcio de ftal que F = V¥.
(b) Calcule a integral de linha fc F - dr, onde C € a curva
dada por r(f) = e'senti +e'costj, 0=r=< .
Solucao:
Determine se o campo vetorial € ou niio conservativo.
Plx,y) =3+ 2xy e Q(x,y) = x*>— 3y Entio
dP 00
R — ZI — =
dy 0x

Portanto, do Teorema 6 e concluir que F é conservativo.
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Independéncia ce caminhe Exemplo 2 - solucdo

(a) F € conservativo e, assim, existe uma fungiio f com Vf = F, ou seja,

T] file,y) =3 + 2uy 8| filx.y) =x2— 3y’
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Incependéncia de caminie Exemplo 2 - solucdo
(a) F € conservativo e, assim, existe uma fun¢fio fcom Vf = F, ou seja,
I filx,y) =3 + 2xy 8 j}(x?}r) — x2— 3},1

Integrando [ /| com relaciio a x, obtemos

9| flx.y)=3x+x%y +g(y)
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Incependéncia de caminie Exemplo 2 - solucdo
(a) F € conservativo e, assim, existe uma fun¢fio fcom Vf = F, ou seja,
1] file,y) =3+ 2xy 8] fix,y) =x2— 3y’

Integrando | 7 | com relagio a x, obtemos

9| flx.y) =3x+xy +g(y)

Em seguida, derivamos ambos os lados de |9 | em relacio a y
0] filxy)=x>+g'()
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Indepencéncia e caminhe Exemplo 2 - solucdo
(a) F € conservativo e, assim, existe uma fun¢fio fcom Vf = F, ou seja,
| filx,y)=3+ 2xy 8| filx,y)=x2—3y?

Integrando | 7 | com relagdo a x, obtemos

9] flx.y) =3x+xy +gQ)
Em seguida, derivamos ambos os lados de |9 | em relacio a y

0] filx.y) =x*+4'(y)

Comparando |8 e |10}, vemos que

g'(y)=—
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Indepencéncia e caminhe Exemplo 2 - solucdo
(a) F € conservativo e, assim, existe uma fun¢fio fcom Vf = F, ou seja,
7| filx,y) =3+ 2xy B flx.y)=x>—3y’

Integrando | /| com relacdo a x, obtemos

9| flx,y)=3x+xy +g(y)

Em seguida, derivamos ambos os lados de |9 | em relacao a y
0] flxy) =x>+4g'()

Comparando | 8] e [10], vemos que

g'(y)=—
Integrando com relacao a y, obtemos
gy =—y+K
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Indepena

éncla ce caminie Exemplo 2 - solucdo

(a) F € conservativo e, assim, existe uma fungiio f com Vf = F, ou seja,

7| filx,y) =3+ 2y 8| fix.y) =ax2— 3y

Integrando | /| com relacdo a x, obtemos

9| flx,y)=3x+xy +g(y)

Em seguida, derivamos ambos os lados de |9 | em relacao a y

Comparando

g'(y)=—

0] filx.y) =x*+4'(y)

8

c

10, vemos que

Integrando com relacao a y, obtemos
gy =—y+K

onde K € uma constante. Substituindo em | 9|, temos

fx,y)=3x +x*y — y*+ K | como a fungdo potencial desejada.




Independéncia ce caminhe Exemplo 2 - solucdo
(b) Calcule a integral de linha jc F - dr, onde C € a curva

dada por r(f) = e'senti + ecostj, 0=t= .
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Independéncia e caminhe Exemplo 2 - solucdo
(b) Calcule a integral de linha jc F - dr, onde C € a curva

dada por r(f) = e'senti + ecostj, 0=t= .

(b) Para aplicarmos o Teorema 2, devemos conhecer os pontos inicial e
final de C, 1sto &, r(0) = (0, 1D e r(a) = (0, —e™).
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Incependéncia de caminie Exemplo 2 - solucdo
(b) Calcule a integral de linha jc F - dr, onde C € a curva

dada por r(f) = e'senti + ecostj, 0=t= .

(b) Para aplicarmos o Teorema 2, devemos conhecer os pontos inicial e
final de C, 1sto &, r(0) = (0, 1D e r(m) = (0, —e™).

Na expressao para f (x, y) da parte (a), tomemos K = 0.

. . f,y)=3x+xly —y'+K
| Frdr=| Vf-ar
C E‘

= f(0, —e™) = f(0,1) =&’ = (=1) = &’ + |
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Independéncia ce caminhe Exemplo 2 - solucdo

(b) Calcule a integral de linha jc F - dr, onde C € a curva
dada por r(f) = e'senti +e'costj, O0=r=

(b) Para aplicarmos o Teorema 2, devemos conhecer os pontos inicial e
final de C, 1sto &, r(0) = (0, 1D e r(m) = (0, —e™).

Na expressao para f (x, y) da parte (a), tomemos K = 0.

. . f,y)=3x+xly —y'+K
| Frdr=| Vf-ar
C E‘

—f0, —e™) — fO, 1) =™ — (=) = ™ + |
Esse método € mais curto que o método direto de calculo para as

integrais de linha que aprendemos na Secio 16.2.
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» Estudar secdo 16.3 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

> Teorema de Green.

e



1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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