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» O teorema de Green fornece a relacao entre uma
integral de linha ao redor de uma curva fechada
simples C e uma integral dupla sobre a regiao do
plano D delimitada por C.
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horario de C, percorrido uma so vez.



» O teorema de Green fornece a relacao entre uma
integral de linha ao redor de uma curva fechada
simples C e uma integral dupla sobre a regiao do
plano D delimitada por C.

» Convencionamos que a orientacdo positiva de uma
curva fechada simples C refere-se ao sentido anti-
horario de C, percorrido uma so vez.

» Assim, se C é dada pela funcdo vetorial r(t),
a <t < b, entdao a regiao D esta sempre do lado
esquerdo quando r(t) percorre C. (Veja a Figura 2.)



Teorema de Green

( D D
ﬁ C C
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0 C,/
(a) Orientacio positiva (b) Orientacao negativa
FIGURA 2
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Enunciado do teorema

Seja C uma curva plana simples, fechada, continua por partes,
orientada positivamente, e seja I a regiao delimitada por C.

Se P e 0 t€m derivadas parciais de primeira ordem continuas
sobre uma regiao aberta que contenha ), entdo
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Enunciado do teorema

Seja C uma curva plana simples, fechada, continua por partes,
orientada positivamente, e seja I a regiao delimitada por C.

Se P e 0 t€m derivadas parciais de primeira ordem continuas
sobre uma regiao aberta que contenha ), entdo

_ ([ (o2 _ 9P
Lpd.wrgdy—ﬂ ( = a}})dﬂ

D
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Enunciado do teorema

Seja C uma curva plana simples, fechada, continua por partes,
orientada positivamente, e seja I a regiao delimitada por C.

Se P e 0 t€m derivadas parciais de primeira ordem continuas
sobre uma regiao aberta que contenha ), entdo

_ ([ (o2 _ 9P
LPir+Q@—¢](ﬂ @)mq

D

Outras

° Pdc+ Ody ou §Pﬁ+ dy
nOtagOes (ﬁ: Q ) ¢ Q )
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[eorema de Green Exemplo 1
Calcule 1:: xtdx + xy dy, onde C € a curva triangular VA FIGURA 4

g

constituida pelos segmentos de reta de (0, 0) a (1, 0), (0,1 y=1—x

de (1,0)a (0, 1), e de (0, 1) a (0, 0). )

=Y

(0, 0) (1, 0)




~ 0 ) L™

Exemplo 1

Calcule [, x*dx + xy dy, onde C é a curva triangular ¥4

FIGURA 4
constituida pelos segmentos de reta de (0, 0) a (1, 0), (0,1 /}'= | —x
de(1,0)a (0, 1),ede (0, 1)a (0, 0). -
Solucao: D
Se tomarmos P(x, y) = x’ (0, 0) Lo *

e (x,y) = xy, entdo teremos
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Calcule 1:: x*dx + xy dy, onde C € a curva triangular

constituida pelos segmentos de reta de (0, 0) a (1, 0),
de(1,0)a (0, 1),ede (0, 1)a (0, 0).

Solucao:
Se tomarmos P(x, y) = x’

e (x,y) = xy, entdo teremos

P
ded.:t: +xydy=jj 00 9 dA
C dx ay
D

Exemplo 1

YA FIGURA 4
Onf _y=lex
C
D
>
{ﬂ, 0j [1. 0) X
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lTeorenma ce Green Exemp lo1l
Calcule 1(: x*dx + xy dy, onde C € a curva triangular ¥4 FIGURA 4

g

constituida pelos segmentos de reta de (0, 0) a (1, 0), (0,1 y=1—x

de (1,0)a (0, 1),ede (0, 1)a (0, 0). -

Solucao: D
X

Se tomarmos P(x, y) = x* 0,0) 10

e (x,y) = xy, entdo teremos

a0 aP | fl—x

4 m— —_— —_— R

L.ﬁ: dx + xydy ﬂ(ﬂ.ﬂ: ﬂ}?)dA LL (y — 0)dydx
D
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Teorema ae Green Exemplo 1

Calcule [, x*dx + xy dy, onde C é a curva triangular ¥4 FIGURA 4
constituida pelos segmentos de reta de (0, 0) a (1, 0), (0,1 /}'= | —x

de (1,0)a(0, 1).ede (0, 1) a (0, 0). -
Solucao: D

Se tomarmos P(x, y) = x* (0, 0) Lo *

e (x,y) = xy, entdo teremos

a0 aP | fl—x

4 m— —_— —_— R

L.ﬁ: dx + xydy ﬂ ( " ﬂ}?) dA L Jﬂ (y — 0)dy dx
D

) R (e
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Calcule 1(: x*dx + xy dy, onde C € a curva triangular

constituida pelos segmentos de reta de (0, 0) a (1, 0),
de(1,0)a (0, 1),ede (0, 1)a (0, 0).

Solucao:
Se tomarmos P(x, y)

e (x,y) = xy, entdo teremos

j' 4dx+xydy—ﬂ( )a‘A J

Exemplo 1

YA FIGURA 4
Onf _y=i-x
C
D
>
(0, 0) (1, 0] X
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» Outra aplicacao do teorema de Green é o calculo de
areas.

» Como a drea de uma regido é: J‘If_, I dA
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» Outra aplicacao do teorema de Green é o calculo de
areas.

» Como a drea de uma regido é: J‘If_, I dA

» Existem vdrias possibilidades:
P(x,y) =0 P(,y)=—y  Py)=—73y
Q(x,y) = x Q(x,y) =0 Q(x,y) = 3
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» Outra aplicacao do teorema de Green é o calculo de
areas.

» Como a drea de uma regido é: J‘If_, I dA

» Existem vdrias possibilidades:
P(x,y) =0 P(,y)=—y  Py)=—73y
Q(x,y) = x Q(x,y) =0 Q(x,y) = 3

» Assim, o Teorema fornece as seguintes expressoes:

Azﬂﬁ., f;=—§ - =é§§# v — v d-
ET:“:"} C}:“:T 3 CT:“:"} J:‘:"{'
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Determine a area delimitada pela elipse
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e Green Exemplo 2

x* e

a*  b°

— 1.

Solucao:
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|éorénma ae Greén Exemplo 2

1{.2 }’E

a’ h?

:l*

Solucao:

A——f xdy — ydx

= % ;ﬂ (acost)(bcost)dt — (bsent)(—asent) dt
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leoréemnma e¢e Green Exemplo 2

2 2
X
_I_y_:l*

Determine a area delimitada pela elipse > 2
a

Solucao:

A Z%Lxdy — ydx

= % j;ﬂ (acost)(bcost)dt — (bsent)(—asent)dt

b rom
9 7t = mab

0

—
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» Podemos estender o teorema de Green para o caso
em que D é a uniao finita de regides simples.
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» Podemos estender o teorema de Green para o caso
em que D é a uniao finita de regides simples.

» Por exemplo, a regidao D

da Figura 6, pode ser \ TN
escrita como a uniao de .gl:; ‘\’ .-|
duas regides D, e D,, P b ¢,
ambas simples. N Cs] J‘Cﬂ Y
S -
FIGURA 6
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» Podemos estender o teorema de Green para o caso
em que D é a uniao finita de regides simples.

>

Por exemplo, a regiao D
da Figura 6, pode ser
escrita como a uniao de
duas regides D, e D,,
ambas simples.

Aplicando o Teorema
de Green em D; e D,
separadamente,
obtemos:

FIGURA 6
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Versoes estendidas do Teorema de Green
9P i
.[C]uczipdx tQdy= .U( dx ) dA Coy Dl\'

dP
[ pactoa- jj(———) a
Cql{—C3) E}I a}: FIGURA 6
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J«CIUCE Pds + 0dy = J J ( 510, B ﬁ ) JA CT ..\\\”h /\|

Ly 3.:': H}’ ~ D, D, / G,
™ » aQ aP \\\‘m C3 ] } _C3 ///'

» Se somarmos essas duas equacoes, as integrais de
linha sobre C; e -C; se cancelam e obtemos:

Joue s 0ar= [[(22 -5 ) as
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. - P S -
J Pdx+ Qdy= JJ T N7
C]UC3 D a‘_‘j: H‘}J 1Y —

Pdx + Qdy = Ja]‘ (ﬂ _ E) JA A i

FIGURA 6
D, ox dy

Y

J C,U(-C;3)

» Se somarmos essas duas equacoes, as integrais de
linha sobre C; e -C; se cancelam e obtemos:

Jopepact 0= [J(%2 - 2)

» Que é o Teorema de Green paraD = D; U D, uma
vez que sua fronteirae C = C, U C, .
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Teorema de Green Exemplo 3
Calcule fiic v2dx + 3xy dy, onde C € o limite da regido
semianular £ contida no semiplano superior entre os circulos

2+yi=1 e x2+yr=4 (veja a Figura 8).
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Green Exemplo 3
Calcule 43,: v2dx + 3xy dy, onde C € o limite da regido
semianular £ contida no semiplano superior entre os circulos

2+y2=1 e x*+y*=4. (vejaaFigura3).

Solugao. FIGURA 8
YA
Observe que, apesar de D nio ser simples, e yi=d
0 eixo y divide em duas regides simples -
D
f
.l'lIllI =
o 7/, X
x t+y- =1
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leorema ae Green Exemplo 3
Calcule ‘13,: v2dx + 3xy dy, onde C € o limite da regido
semianular £ contida no semiplano superior entre os circulos

2+yi=1 e x2+yr=4 (veja a Figura 8).

Solugao. FIGURA 8
YA
Observe que, apesar de D nio ser simples, e yi=d
0 eixo y divide em duas regides simples -
D
Em coordenadas polares, podemos escrever /
o 1, . X
D={rH]l=r=20=<0=1m) X tyi=1
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P oo a dla @reaa i@
Teorema ee Green Exemplo 3 - solucao

Portanto, o Teorema de Green fornece

ox

K 9
§yidx + 3xydy = ” S0 - (_f)] dA
y
D
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Portanto, o Teorema de Green fornece

d d
“dx + 3xyd ij — (Bxy) — — (¥*
ﬁ:y y dy J _ﬂx( ) =5, 00

—

leorema de Green Exemplo 3 - solucio

dA

— g y dA = Lﬁ f (rsen®) rdrdb

Prof. Henrique A M Faria
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Portanto, o Teorema de Green fornece

d d
“dx + 3xyd ij — (Bxy) — —(v°
ﬁ:y y dy o ) = o 07)

= Lﬂ sen @ 6 f ridr
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Exemplo 3 - solucao

dA

D
_ g y dA = Lﬁ f (rsen @) rdrd6
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Exemplo 3 - solucao

Portanto, o Teorema de Green fornece

5 B 0
i: yidx + 3xydy = jf ™

= Lﬂ sen

B )

—

(Bxy) — - ()

dy

D
_ g y dA = Lﬁ f (rsen @) rdr d6

6 f rldr

14
3
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» 0O Teorema de Green pode ser aplicado para regioes
com furos, ou seja, regides que nao Sao
simplesmente conexas, como na Figura 9.

FIGURA 9
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» 0O Teorema de Green pode ser aplicado para regioes
com furos, ou seja, regides que nao Sao
simplesmente conexas, como na Figura 9.

» A regido D é constituida
por duas curvas fechadas
simples C, e C..

FIGURA 9
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» 0O Teorema de Green pode ser aplicado para regioes
com furos, ou seja, regides que nao Sao
simplesmente conexas, como na Figura 9.

» A regido D é constituida

FIGURA 9
por duas curvas fechadas
simples C, e C..
C; > O sentido anti-horario é
D positivo para a curva
¢ exterior C;,, mas no

sentido horario para o
interior da curva C,.

87



» Se dividirmos D em duas
regiopes D’ e D", pela
introducao das retas (Figura
10) e aplicarmos o Teorema
de Green a cada uma dessas
regioes temos:

Dn’

FIGURA 10

e



» Se dividirmos D em duas FIGURA 10
regidbes D' e D" pela
introducdo das retas (Figura D
10) e aplicarmos o Teorema —— e
de Green a cada uma dessas
regioes temos:

(5[ (325 Jan e (1525 )

Pdx + Qdy +J;DHPa'x + QO dy

J )’
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» Como as integrais de linha sobre a fronteira comum
sao em sentidos opostos, elas se cancelam e
obtemos:

ﬂ 0 9P 4 | Pdx+Qdy+ | Pdx+0Qd
- - — X X

ox ay Jo Yl J
i



» Como as integrais de linha sobre a fronteira comum
sao em sentidos opostos, elas se cancelam e
obtemos:

o EI

jj (E—E)dﬂ= l Pdx + Qdy+ l Pdx + Qdy
s dx (:}‘}’ SO

— I;de—l— 0 dy

L 5

» Que é o Teorema de Green para a regido D.
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leorema ae Green Exemplo 4

Se F(x,y) = (—yi + x j)/(x* + y*), mostre que J‘,:F ~dr = 27
para todo caminho fechado simples que circunde a origem.

Prof. Henrique A M Faria a2



Teorema de Green Exemplo 4

Se F(x,y) = (—yi + x j)/(x* + y*), mostre que J‘,:F ~dr = 2T
para todo caminho fechado simples que circunde a origem.

Solucao:

| FIGURA 11
Como C é um caminho fechado Y4
arbitrdrio contendo a origem em C
seu Interior, € dificil calcular a C'
integral dada diretamente. 5 X

Prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 4

Se F(x,y) = (—yi + x j)/(x* + y*), mostre que J‘,:F ~dr = 2T
para todo caminho fechado simples que circunde a origem.

Solucao:

| FIGURA 11
Como C € um caminho fechado Y4
arbitrdrio contendo a origem em C
seu Intertor, € dificil calcular a C'

integral dada diretamente.

E R

Entiao, vamos considerar um circulo

anti-horario orientado C' com origem
no centro e raio a,

Prof. Henrique A M Faria AA,



Exemplo 4

Se F(x,y) = (—yi + x j)/(x* + y*), mostre que J‘,:F cdr = 27
para todo caminho fechado simples que circunde a origem.

Solucao:

| FIGURA 11
Como C € um caminho fechado Y4
arbitrdrio contendo a origem em C
seu Interior, € dificil calcular a C'

integral dada diretamente.

E R

Entio, vamos considerar um circulo

anti-hordrio orientado C’ com origem
no centro € raio &,

Seja D a regido limitada por C e C'. Entio a orientaciio positiva do

limite € C U (—C") e, aplicando o Teorema de Green, temos as



@ Green Exemplo 4 - solucao

[rasom s [ rinsom - [[ (22 -2)

Prof. Henrique A M Faria
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g 1=\

leorema ae Green Exemplo 4 - solucao

j-cPd.:-:+Qdy—l—j._E’PdJ:—l—Qdyzjqj(i ap)dA

dy
ﬂ yox Ly x|
(x* + y?) (x* + y?)*

Prof. Henrique A M Faria
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leorema ce Green Exemplo 4 - solugao

Lde+Qd}:+j_c_Pd.x+Qdyzﬂ(i aP)a'A

dy
ﬂ il S St S PP
(.x —]—_}? (.1:2+_}11)1

Logo, Lde + Qdy = LIde + Qdy
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Teorema de Green Exemplo 4 - solugao

LP{I’I + Qdy + .f_C.PdI + OQdy = J] (i_f — E) dA

dy
2 2 2 2
y —x y —x
— dA =0
[(IE—]—_}?E)E (Iz+yz)z]

Logo, Lde+ Qdy=LIde+ 0dy e LF-@:LF-&
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Mna ae Green Exemp|o 4 - SO|U§250

LP{I'.I—I— 0 dy +j_C.PdI+ Qdy=jj (Z_f—ﬁ) dA

dy
2 2 2 2
y —x y —x
— dA =0
[(IE—]—_}?E)E (.IE—I—_}FE]E]

Logo, Lde+ Qdy=Lde+ 0dy e LF-@:LIF-dr

Agora podemos calcular essa ultima integral usando a parametrizacio

r({) =acosti +asentj, 0=t=2w Logo,
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Teorema de Green Exemplo 4 - solugao

LP{I’I + Qdy + .f_C.PdI + OQdy = J] (i_f — E) dA

dy
2 2 2 2
y —x y —x
— dA =0
[(IE—]—_}?E)E (Iz+yz)z]

Logo, Lde+ Qdy=Lde+ 0dy e LF-@:LF-&

Agora podemos calcular essa ultima integral usando a parametrizacio

r({) =acosti +asentj, 0=t=2w Logo,

| Fedr=| F-dr=|"F@@) - ) d
JC N .

o
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o ) o T —
2) ) 7@ /A &= ((~
E:r/,\f’ﬁ‘j‘qu @

- 'Y/ {
_— e & N

Exemplo 4 - solucao

)J(—asent) + (acos t)(a cos t) 0

|, Fe@) - rod =" {Zasen

a’cos’t + a’sen’t
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Exemplo 4 - solucao

J(—asent) + (acos t)(a cos t) 0

|, Fe@) - rod =" {Zasen

29
= dt = 2
0

a’cos’t + a’sen’t
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» Estudar secdo 16.4 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Rotacional e divergente
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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Contatos

profhenriguefaria.com

@g henrigue.faria@unesp.br
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