Calculo II

Bacharelado e Engenharias

Seimana#lid =rAullae
DivekgentelelioFaciomnall

Prof. Henrigue Antonio Mendonc¢a Faria

henrique.faria@unesp.br



U Nestaaula,definiremosduasoperacoesjue podem
serrealizadasomcamposvetoriais

U EstasoperacOessao essenciaisnas aplicacoesde
calculo vetorial em mecanicados fluidos e em

eletromagnetismo



Nestaaula,definiremosduasoperacoesjue podem
serrealizadasomcamposvetoriais

Estasoperacoessao essenciaisnas aplicacoesde
calculo vetorial em mecanicados fluidos e em
eletromagnetismo

Cadaoperacao lembra uma derivacao, mas uma
delasproduz um campovetorial enquanto a outra
geraum campoescalar

Iniclaremoscoma definicaode rotacional
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_______ um campo vetorial em R
em gue asderivadasarciaisde P,Q e Rexistem

U Vamosreescreverasderivadasusandoa notacaode
operadores

U Introduziremos o operador diferencial vetorial
) OKS fcamo
d d d

V=1i—+4] + k
0x dy 0z
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_______ um campo vetorial em R
em gue asderivadasarciaisde P,Q e Rexistem

Vamosreescreverasderivadasusandoa notacaode
operadores

Introduziremos o operador diferencial vetorial
) OKS fcamo

d d d
V=i—+j—+k—
dx dy dz
Quando operaemumafuncaoescalamproduz
iﬁ—wﬂ£+1”f+kj£=£ii+ JTLJJrEik
dax dy 0z dx ay 0z



U Sepensarmos como um vetor de componentes

K kK KKExZhe & Kk KpbdEmostambém consideraro
produto vetorial:

i j k

d d d
VXF=

ox dy 0z
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U Sepensarmos como um vetor de componentes
K K KKExZle & K KpbdEmostambéem consideraro
produto vetorial:

i j k
d d d
VXF=
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U Sepensarmos como um vetor de componentes
K K KKExZle & K KpbdEmostambéem consideraro
produto vetorial:

i j k
d d d
VXF=
ox dy dz
P QO R
[0R @ 0P OR 00  oP
— _ 92, LN P k
\ dy 0z 0z dx ox dy
=rot F

U Oresultadoé chamadode rotacional(rot P.



Definicao
SeF=Pi+ Qj+ RKkéumcampo vetorial em R’ e as

derivadas parciais de P, O e R existem, entao o rotacional de F
é o campo vetorial em R° definido por

R P R P
rot F = ok _ 90 i+ 0 —a—j+ 90 9 k
oy 0z dz 0x ox dy
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Definicao
SeF=Pi+ Qj+ RKkéumcampo vetorial em R’ e as

derivadas parciais de P, O e R existem, entao o rotacional de F
é o campo vetorial em R° definido por

R P R P
orr = (R _90);, (o0 k), (90 op),
dy 0z 0z ax dx ay

Outro modo
de exprimir

rotF=V XF
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Rotacional Exemplo 1

Se F(x,y,z) = xzi+ xvzj — y*k, determine rot F.
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Rotacional Exemplo 1

Se F(x,y,z) = xzi+ xvzj — y*k, determine rot F.

Solucao: Pk
d d d
rotF =V X F= ox dy 0z
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Rotacional Exemplo 1
Se F(x,y,z) = xzi+ xvzj — y*k, determine rot F.
Solucao: Pk
d d d
rot ¥ ox dy 0z
Xz xyz —y°

— [% (—y?) — % (xyz)] i— [% (—y*) — % (A‘z‘l] J
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Se F(x,v,z)=xzi+ xvzj — v*k, determine rot F.

Solucao: ;
a a4 0
rotk =V xXF= ox dy 0z

xz  xyz —y°

_ [% (—y?) — % (.x‘yz)] - [i (—y?) — ai (xz)]j

d d
+ | —(xvz) ——(xz) | k
[ax(y) P )]
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Rotacional Exemplo 1

Se F(x,v,z)=xzi+ xvzj — v*k, determine rot F.

Solucao: ;
a a4 0
rotk =V xXF= ox dy 0z

X2 Xyz —Y¥ 2

_ [% (=y?) — é (Iyz)] i — [i (—y?) - ai (.rz]]j

+ [i (xyz) — % (.rz)] k

=(—2y—x)i—-0—xj+(z—-0)k

16



Rotacional Exemplo 1

Se F(x,v,z)=xzi+ xvzj — v*k, determine rot F.

Solucao: ;
a a4 0
rotk =V xXF= ox dy 0z

X2 Xyz —Y¥ 2

_ [i (—y?) — é (.x‘yz)] - [i (—y?) — ai (xz)]j

+ [i (xyz) — % (xz)] k
=(—2y —xy)i—(0—x)j+(z—-0)k

= —y2+x)i+xj+yzk




U Sabemogjue o gradientede uma funcaof de trés
variaveise um campovetorial sobreR.

U Entdo, podemos calcular seu rotacional cujo
teorema diz que o rotacional do gradiente de um
campovetorial € nulo.
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U Sabemogjue o gradientede uma funcaof de trés
variaveise um campovetorial sobreR.

U Entdo, podemos calcular seu rotacional cujo
teorema diz que o rotacional do gradiente de um

campovetorial € nulo.

Se f é uma funcio de trés varidveis que tem derivadas
parciais de segunda ordem continuas, entdo

rot (V) =10
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Rotacional

Demonstracao do teorema do rot do gradiente

i j k
d d d
rot(VF) =V X (Vf)=| oax ady az
df of of
dx dy oz
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Demonstracao do teorema do rot do gradiente

rot(Vf) =V X (Vf) =| ax

|

f

dy 0z

i i k

d d d

dy 0z

of adf df

dx dy o0z
aif)H( if  f
dz dy dz dx dx dz

i+

’f &S
dx dy dy dx
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Demonstracao do teorema do rot do gradiente

i i k
i) d d
rot(VF) =V X (Vf)=| ax dy oz
af of of
dx dy oz

2 2 2 2 2 2
_( of of - of  af - O’f ¥ .
dy 0z 0z dy dz dx dx dz dx dy dy dx

=0i+0j+0k=10 pelo Teorema de Clairaut.
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Demonstracao do teorema do rot do gradiente

i i k

d d 4

rot(VF) =V X (Vf)=| ax dy oz
df of of

dx dy 0z

2 2 2 2 2 2
_( of of - of  af - O’f ¥ .
dy 0z 0z dy dz dx dx dz dx dy dy dx

=0i+0j+0k=10 pelo Teorema de Clairaut.
Como um campo vetorial conservativo € da forma F = V¥,

o Teorema pode ser reescrito como segue:

Se F é conservativo, entao rot F = ().
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Rotacional Exemp lo 2

Mostre que o campo vetorial F(x, y, z) = xzi + xyzj — y*k
nao € conservativo.
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itacional Exemplo 2

Mostre que o campo vetorial F(x, y, z) = xzi + xyzj — y*k
nao € conservativo.

Solucao:

No Exemplo 1, mostramos que

rotF=—y2+x)1+x] +yzKk
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Exemplo 2

Mostre que o campo vetorial F(x, y, z) = xzi + xyzj — y*k
nao € conservativo.

Solucao:

No Exemplo 1, mostramos que

rotF=—vy2 +x)i+x)+yywzk

Isso mostra que rot I 7 0 e portanto, F nio € conservativo.
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Exemplo 2

Mostre que o campo vetorial F(x, y, z) = xzi + xyzj — y*k
nao € conservativo.

Solucao:

No Exemplo 1, mostramos que

rotF=—vy2 +x)i+x)+yywzk
Isso mostra que rot I 7 0 e portanto, F nio € conservativo.

Em geral, a reciproca do Teorema 3 nido € verdadeira, mas o
proximo teorema afirma que, se F for definido em todo o
espaco, a reciproca vale.
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Se F for um campo vetorial definido sobre todo R* cujas funcgoes
componentes tenham derivadas parciais de segunda ordem

continuas e rot F = 0, I serda um campo vetorial conservativo.
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Se F for um campo vetorial definido sobre todo R* cujas funcgoes
componentes tenham derivadas parciais de segunda ordem

continuas e rot F = 0, I serda um campo vetorial conservativo.

O teorema 4 vale se o dominio € simplesmente conexo,
ou seja, ‘nao apresenta furos”.
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emgue asderivadas

harciaisde P,Qe Rexistem

"Y. um campo vetorial em R
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0 Sejag 0. 0. Y2 um campo vetorial em R

emque asderivadaarciaisde P,Qe Rexistem

U Entdoo divergentede F é a funcaode trés variaveis
definidapor:
dP d
divF = | Q + —
0x dy 0z
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0 Sejag 0. 0. Y2 um campo vetorial em R

emque asderivadaarciaisde P,Qe Rexistem

U Entdoo divergentede F é a funcaode trés variaveis
definidapor:
dP d
divF = | Q + —
0x dy 0z

U O divergente (div F) pode ser escrito como um
produto escalar
divF=V-F
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0 Sejag 0. 0. Y2 um campo vetorial em R

emque asderivadaarciaisde P,Qe Rexistem

U Entdoo divergentede F é a funcaode trés variaveis
definidapor:

dP d dR
divF = | Q =
0x dy 0z

U O divergente (div F) pode ser escrito como um
produto escalar
divF=V-F

0 OdivFéumcampoescalarenquantoo rot Fé um

campovetorial.
22
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Se F(x,y,z) = xz1i + xyzj — y*k, determine div F.
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Divergente Exemplo 3
Se F(x,y,z) = xz1i + xyzj — y*k, determine div F.

Solucao:
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