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» Nesta aula, definiremos duas operacdes que podem
ser realizadas com campos vetoriais.

» Estas operacOoes s3o essenciais nas aplicacoes de
calculo vetorial em mecanica dos fluidos e em

eletromagnetismo.



Nesta aula, definiremos duas operacoes que podem
ser realizadas com campos vetoriais.

Estas operacdOes sao essenciais nhas aplicacoes de
calculo vetorial em mecanica dos fluidos e em
eletromagnetismo.

Cada operacao lembra uma derivacao, mas uma
delas produz um campo vetorial enquanto a outra
gera um campo escalar.

Iniciaremos com a definicao de rotacional.



» Seja F = Pi+ Qj + Rk um campo vetorial em R3
em que as derivadas parciais de P, Q e R existem.

» Vamos reescrever as derivadas usando a notacdo de
operadores.



Seja F = Pi+ Qj + Rk um campo vetorial em R3
em que as derivadas parciais de P, Q e R existem.

Vamos reescrever as derivadas usando a notacao de
operadores.

Introduziremos o operador diferencial vetorial
V (“del”) como:
d i, d

V=i—+] + k —
dx dy dz




Seja F = Pi+ Qj + Rk um campo vetorial em R3
em que as derivadas parciais de P, Q e R existem.

Vamos reescrever as derivadas usando a notacao de
operadores.

Introduziremos o operador diferencial vetorial
V (“del”) como:

d d d
V=i—+] + Kk
dx dy dz
Quando V opera em uma funcao escalar produz:
?f—la—f—FJf—Fka—f:a—fi—F fL]Jrﬁk
ax dy 9z  ax 3y 3z



» Se pensarmos IV como um vetor de componentes

0/0x, 0/0y e 0/0z, podemos também considerar o
produto vetorial:

i j k

d d d
VXF=

ox dy 0z

P @ R



» Se pensarmos IV como um vetor de componentes

0/0x, 0/0y e 0/0z, podemos também considerar o
produto vetorial:

i j k
d d d
VXF=
dx dy 0z
P O R
_ (R a0 P R\, (00 P\
\ dy 0z 0z dx ox dy



» Se pensarmos IV como um vetor de componentes

0/0x, 0/0y e 0/0z, podemos também considerar o
produto vetorial:

i j k
d d
VXF= I
ox dy dz
P QO R
[0R @ 0P OR 00  oP
— _ 92, LN P k
\ dy 0z 0z dx ox dy
=rot F

» O resultado é chamado de rotacional (rot F).



Definicao
SeF=Pi+ Qj+ RKkéumcampo vetorial em R’ e as

derivadas parciais de P, O e R existem, entao o rotacional de F

é o campo vetorial em R° definido por

R P R P
rot F = ok _ 90 i+ 0 —a—j+ 90 9 k
oy 0z dz 0x ox dy
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Definicao
SeF=Pi+ Qj+ RKkéumcampo vetorial em R’ e as

derivadas parciais de P, O e R existem, entao o rotacional de F

é o campo vetorial em R° definido por
R P R P
oup = (R 30, (3p _oR); (90 op),
dy 0z 0z ax dx ay

Outro modo
de exprimir

rotF=V XF
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Rotacional Exemplo 1

Se F(x,y,z) = xzi+ xvzj — y*k, determine rot F.
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Rotacional Exemplo 1

Se F(x,y,z) = xzi+ xvzj — y*k, determine rot F.

Solucao: Pk
9 9 o
rot K dx dy oz
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Exemplo 1

Se F(x,v,z)=xzi+ xvzj — v*k, determine rot F.

Solucao:

rotF =V X F =

J
d d d
ox dy 0z
Xz xyz —y°

= [— (=) = = (xy2)

dy

dz

] - [é(—yﬂ) - %(ﬂ)]j
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onal Exemplo 1

N\ v ’;’ -~
i B = B
g N\ @/ WD |} N
& LN W N !

Se F(x,v,z)=xzi+ xvzj — v*k, determine rot F.

Solucao: i
3 a4 9
=V XF=
rot K ox dy dz

X2 Xyz —Y¥ 2

_ [% (—y?) — % (.x‘yz)] - [i (—y?) — ai (xz)]j

d d
+ | —(xvz) ——(x2) | k
[ax(y) P )]
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KOtaclional Exemplo 1

Se F(x,v,z)=xzi+ xvzj — v*k, determine rot F.

Solucao: ;
3 9 0
rot ¥ ox dy 0z

X2 Xyz —Y¥ 2

_ [% (=y?) — é (Iyz)] i — [i (—y?) - ai (.rz]]j

+ [i (xyz) — % (.rz)] k

=(—2y—x)i—-0—xj+(z—-0)k
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Rotacional Exemplo 1

Se F(x,v,z)=xzi+ xvzj — v*k, determine rot F.

Solucao: ;
3 9 0
rot ¥ ox dy 0z

X2 Xyz —Y¥ 2

_ [i (—y?) — é (.x‘yz)] - [i (—y?) — ai (xz)]j

+ [i (xyz) — % (xz)] k
=(—2y —xy)i—(0—x)j+(z—-0)k

= —y2+x)i+xj+yzk




» Sabemos que o gradiente de uma funcdo f de trés
varidveis € um campo vetorial sobre R3.

» Entdo, podemos calcular seu rotacional cujo
teorema diz que o rotacional do gradiente de um
campo vetorial € nulo.
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» Sabemos que o gradiente de uma funcdo f de trés
varidveis € um campo vetorial sobre R3.

» Entdo, podemos calcular seu rotacional cujo
teorema diz que o rotacional do gradiente de um
campo vetorial € nulo.

Se f é uma funcio de trés varidveis que tem derivadas
parciais de segunda ordem continuas, entdo

rot (V) =10
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/*".:;\\ — AL — Y 9 = Do
Rotacional

Demonstracao do teorema do rot do gradiente

i j k
d d d
rot(VF) =V X (Vf)=| ax dy oz
dof  af of
dx dy oz
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Demonstracao do teorema do rot do gradiente
i j Kk
3 a8
rot(VF) =V X (Vf)=| ax dy az

df af of
dx dy o0z

2 2 2 2 2 2
_ d°f B df P a f B af i+ df B df K
dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx
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Demonstracao do teorema do rot do gradiente
i j Kk
3 a8
rot(VF) =V X (Vf)=| ax dy oz

af af df
dx dy oz

2 2 2 2 2 2
_( of of - of  af - O’f ¥ .
dy 0z 0z dy dz dx dx dz dx dy dy dx

=0i+0j+0k=10 pelo Teorema de Clairaut.
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Demonstracao do teorema do rot do gradiente

i K
i) d d
rot(VF) =V X (Vf)=| ax dy oz
af of of
dx dy 0z

2 2 2 2 2 2
_( of of - of  af - O’f ¥ .
dy 0z 0z dy dz dx dx dz dx dy dy dx

=0i+0j+0k=10 pelo Teorema de Clairaut.
Como um campo vetorial conservativo € da forma F = V¥,

o Teorema pode ser reescrito como segue:

Se F é conservativo, entao rot F = ().
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Rotacional Exemplo 2

Mostre que o campo vetorial F(x, y, z) = xzi + xyzj — y*k
nao € conservativo.
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itacional Exemplo 2

Mostre que o campo vetorial F(x, y, z) = xzi + xyzj — y*k
nao € conservativo.

Solucao:

No Exemplo 1, mostramos que

rotF=—y2+x)1+x] +yzKk

Prof. Henrique A M Faria 25



Exemplo 2

Mostre que o campo vetorial F(x, y, z) = xzi + xyzj — y*k
nao € conservativo.

Solucao:

No Exemplo 1, mostramos que

rotF=—vy2 +x)i+x)+yywzk

Isso mostra que rot I 7 0 e portanto, F nio € conservativo.
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Exemplo 2

Mostre que o campo vetorial F(x, y, z) = xzi + xyzj — y*k
nao € conservativo.

Solucao:

No Exemplo 1, mostramos que

rotF=—vy2 +x)i+x)+yywzk
Isso mostra que rot I 7 0 e portanto, F nio € conservativo.

Em geral, a reciproca do Teorema 3 nido € verdadeira, mas o
proximo teorema afirma que, se F for definido em todo o
espaco, a reciproca vale.

Prof. Henrique A M Faria 27



Se F for um campo vetorial definido sobre todo R* cujas funcgoes
componentes tenham derivadas parciais de segunda ordem

continuas e rot F = 0, I serda um campo vetorial conservativo.

Prof. Henrique A M Faria 28



Se F for um campo vetorial definido sobre todo R* cujas funcgoes
componentes tenham derivadas parciais de segunda ordem

continuas e rot F = 0, I serda um campo vetorial conservativo.

O teorema 4 vale se o dominio € simplesmente conexo,
ou seja, ‘nao apresenta furos”.

Prof. Henrique A M Faria 2@



» Seja F = Pi+ Qj + Rk um campo vetorial em R3
em que as derivadas parciais de P, Q e R existem.
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» Seja F = Pi+ Qj + Rk um campo vetorial em R3
em que as derivadas parciais de P, Q e R existem.

» Entdo o divergente de F é a funcao de trés varidveis

definida por:
oP d oR
divF = | O 4+ —
0x dy 0z

a1



» Seja F = Pi+ Qj + Rk um campo vetorial em R3
em que as derivadas parciais de P, Q e R existem.

» Entdo o divergente de F é a funcao de trés varidveis
definida por:
oP d oR
divF = | O 4+ —
0x dy 0z

» O divergente (div F) pode ser escrito como um
produto escalar:

divF =V -F
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» Seja F = Pi+ Qj + Rk um campo vetorial em R3
em que as derivadas parciais de P, Q e R existem.

» Entdo o divergente de F é a funcao de trés varidveis

definida por:
oP d oR
divF = | O 4+ —
0x dy 0z

» O divergente (div F) pode ser escrito como um
produto escalar:
divF=V-F

» O div F € um campo escalar, enquanto o rot F é um

campo vetorial.
88



R &=

DivVergente
Uivergente xemplo
(=

Se F(x,y,z) = xz1i + xyzj — y*k, determine div F.
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Divergente Exemplo 3

Se F(x,y,z) = xz1i + xyzj — y*k, determine div F.

Solucao:

Pela defini¢io de divergente temos

divF =V F

Prof. Henrique A M Faria 25



Divergente Exemplo 3
Se F(x,y,z) = xz1i + xyzj — y*k, determine div F.
Solugao:
Pela defini¢io de divergente temos
divF=V-F
0 d d

=—(xz) + — (xvz) + — (—v*
P z) ay(y) az{ y°)

Prof. Henrique A M Faria 26



Divergente Exemplo 3
Se F(x,y,z) = xz1i + xyzj — y*k, determine div F.
Solucao:
Pela defini¢io de divergente temos
divF=V-F
0 d 0

=—(x2) + — (xvz) + — (—?
P z) ay(:f) EL?:( y°)

= 7 + XZ
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SeF=Pi+ Qj+ Rkéumcampo vetorial sobre R’ e
P, 0 e R tém derivadas parciais de segunda ordem continuas, entio

divrotF =0
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SeF=Pi+ Qj+ Rkéumcampo vetorial sobre R’ e
P, O e R tém derivadas parciais de segunda ordem continuas, entiao

divrotF =0
Demonstracao

Usando as defini¢cdes de divergente e rotacional, temos

divrotF =V -« (V X F)
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SeF=Pi+ Qj+ Rkéumcampo vetorial sobre R’ e
P, 0 e R tém derivadas parciais de segunda ordem continuas, entio

divrotF =0
Demonstracao

Usando as defini¢des de divergente e rotacional, temos

diviotF=V - (V X F)

9 (R 90 + Jd (dP  OR +B aQ  aP
dx \ dy dz dy \ 0z dx dz \ odx dy
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SeF=Pi+ Qj+ Rkéumcampo vetorial sobre R’ e
P, 0 e R tém derivadas parciais de segunda ordem continuas, entio
divrotF =0
Demonstracao

Usando as defini¢cdes de divergente e rotacional, temos

divrotF =V« (V X F)

. (aﬁ_ag)+ i (aP_aR)+ i (aQ_aP)
dx \ dy dz dy \ 0z dx dz \ dx dy
_ @R 0 N P IR N ’’Q P
ox gy ox dz dy 0z dy ox 0z dx dz dy
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SeF=Pi+ Qj+ Rkéumcampo vetorial sobre R’ e
P, 0 e R tém derivadas parciais de segunda ordem continuas, entio
divrotF =0
Demonstracao
Usando as defini¢cdes de divergente e rotacional, temos

divrotF =V - (V X F)

K. (aRaQ)+ i (aPaR)Jr i (aQap)
dx \ dy dz dy \ 0z dx dz \ dx dy

_ PR 90 N P IR N ’Q P

ox dy ox 0z dy oz dy ox 0z dx dz dy

= (0  pois 0s termos se cancelam
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» Outro operador diferencial aparece ao se calcular o
divergente do gradiente de um campo vetorial. Se f
é uma funcao de trés variaveis, temos:
a?__ - a-’l - a-z -
bt
ox dy 0z

div(Vf) =V - (Vf) =

43



» Outro operador diferencial aparece ao se calcular o
divergente do gradiente de um campo vetorial. Se f
é uma funcao de trés variaveis, temos:
o N_ 9 8
div(Vf) =V - (Vf) = + +
l"'-"( f) ( f) aj_g a}}g agg

» Esta expressao é chamada de operador de Laplace e
abreviada por: 5
A



» Outro operador diferencial aparece ao se calcular o
divergente do gradiente de um campo vetorial. Se f
é uma funcao de trés variaveis, temos:
o N_ 9 8
div(Vf) =V - (Vf) = + +
l"'-"( f) ( f) aj_g a}}g agg

» Esta expressao é chamada de operador de Laplace e
abreviada por: 5
A

» Sendo:
V=V -V laplaciano

45



» Os operadores divergente e rotacional permitem
escrever o Teorema de Green na forma vetorial.
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» Os operadores divergente e rotacional permitem
escrever o Teorema de Green na forma vetorial.

» Seja o campo vetorial F = Pi 4+ Qj. A sua integral
de linha é:

fﬁ:F . dr = Eﬁ:P dx + Q dy

a7



» Os operadores divergente e rotacional permitem
escrever o Teorema de Green na forma vetorial.

» Seja o campo vetorial F = Pi 4+ Qj. A sua integral
de linha é:

fﬁ:F . dr = Eﬁ:P dx + Q dy

» Considerando F(x, y) um campo vetorial de R3 com a
terceira componente nula temos:

i ] Kk

rot F = 9 0 9
ox dy 0z

P(x,y) Qlx,y) 0



Os operadores divergente e rotacional permitem
escrever o Teorema de Green na forma vetorial.

Seja o campo vetorial F = Pt + Qj. A sua integral
de linha é:

fﬁ:F . dr = Eﬁ:P dx + Q dy

Considerando F(x, y) um campo vetorial de R3 com a
terceira componente nula temos:

i ] Kk
P
rot F = 9 0 9l (9L _ 9 k
ox dy 0z ox dy
P(x,y) Q(x,y) O
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Forma vetorial do Teorera de Green

> Portanto:

(th)-kz(

aQ  dP 90 P
ox dy

Prof. Henrique A M Faria
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> Portanto:

(th)-kz(

aQ  dP o oQ)
ax dy

» Entao podemos escrever:

3€ F-dr= ﬂ (rot F) - k dA
.
D

Teorema de Green
na forma vetorial

Prof. Henrique A M Faria
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» A deducdo da segunda forma pode ser feita
considerando uma equacao vetorial r(t) que
descreve uma curva C.
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» A deducdo da segunda forma pode ser feita

considerando uma equacao vetorial r(t) que
descreve uma curva C.

» Calculando o vetor tangente e normal chega-se em:

§ Fonds=|"(F-n)0)|r'0)]d
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» A deducdo da segunda forma pode ser feita

considerando uma equacao vetorial r(t) que
descreve uma curva C.

» Calculando o vetor tangente e normal chega-se em:
§ Fonds=|"(F-n)0)|r'0)]d

» Desenvolvendo a integral encontramos:
§ F - nds = H div F(x, y) dA
C
D

Segunda forma vetorial do Teorema de Green
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» Estudar secdo 16.5 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.

» Superficies parametrizadas e suas areas.
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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