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» Podemos descrever uma superficie S por uma
funcao vetorial r(u, v) de dois parametros u e v.

» Seja uma funcdo a valores vetoriais definida sobre
uma regiao D do plano uv:

r(u, v) =x(u, v)1+ yu,v)] +z(u, v)K



» Podemos descrever uma superficie S por uma
funcao vetorial r(u, v) de dois parametros u e v.

» Seja uma funcdo a valores vetoriais definida sobre
uma regiao D do plano uv:

r(u, v) =x(u, v)1+ yu,v)] +z(u, v)K
» A equagOes parametrizadas de S cujas varidveis
u e v variam do dominio D sao:

x = x(u, v) y = y(u, 0) z = z(u, v)



Superiicies parametrizadas

» A superficie é tracada pela ponta do vetor posicao
r(u, v) enquanto (u, v) se move na regiao D.

FIGURA 1
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Superficies parametrizadas Exemplo 1

Identifique e esboce a superficie com equacio vetorial

r(u, v) =2cosui+vj+2senuk
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Identifique e esboce a superficie com equacio vetorial

r(u, v) =2cosui+vj+2senuk

Solucao:
As equacdes paramétricas para essa superficie sdo

x=2cosu y=1v z=12senu
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pervicies parametrizagdas Exemplo 1

Identifique e esboce a superficie com equacio vetorial

r(u, v) =2cosui+vj+2senuk

Solucao:
As equacOes paramétricas para essa superficie sdo
x=2cosu y=U z=2senu
entfo, para qualquer ponto (x, y, z) da superficie, temos
x>+ Z2=4cos’u + 4sen’u =4

Isso significa que todas as sec¢des transversais paralelas ao plano xz
sdo circunferéncias de raio 2.
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Superficies parametrizadas Ex. 1 - solucdo

Como y = v e niao existe restricio ao valor de v, a superficie
¢ um cilindro circular de raio 2 cujo eixo € o eixo y (veja a Figura 2).

©0,02) FIGURA 2
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das Ex. 1 - solucdo

Como y = v e niao existe restricio ao valor de v, a superficie
¢ um cilindro circular de raio 2 cujo eixo € o eixo y (veja a Figura 2).

0,0,2) FIGURA 2

Se restringissemos u e v,
escrevendo o dominio dos
parimetros como

O=u=7a7/2 0=v=3

obteriamos o quarto do cilindro
de comprimento 3 da Figura 3.
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pPerricies parametrizacas Exemplo 2

Determine a func¢do vetorial que representa o plano que passa pelo
ponto Py com vetor posicgio ry e que contenha dois vetores nfio
paralelos a e b.
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Exemplo 2

Determine a func¢do vetorial que representa o plano que passa pelo
ponto Py com vetor posicgio ry e que contenha dois vetores nfio

paralelos ae b. Solucao:

Existem escalares u e ¢ tais que FIGURA 6
PoP =ua + vb. 1 -
Se r € o vetor posi¢io de P, entdo

— —
r=0Py+PP=ro+ua+ vb

Prof. Henrique A M Faria 11



1@s paramercrizadas Exemplo 2

Determine a func¢do vetorial que representa o plano que passa pelo
ponto Py com vetor posicgio ry e que contenha dois vetores nfio

paralelos ae b. Solucao:

Existem escalares u e ¢ tais que FIGURA 6
PoP =ua + vb. 4 P
Se r € o vetor posi¢io de P, entdo
% %‘
r = 0Py +PoP =19+ ua + b

Assim, a equacio vetorial do plano

pode ser escrita como
r{u,v) =rp+ua+ b
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Exemplo 2

Determine a func¢do vetorial que representa o plano que passa pelo
ponto Py com vetor posicgio ry e que contenha dois vetores nfio
paralelos ae b. Solucao:

Existem escalares u e ¢ tais que FIGURA &
PP =ua + vb. 4 P
Se r € o vetor posic¢iio de P, entdo

r=0Py+PP =19+ ua+ tvb
Assim, a equacdo vetorial do plano L
. e
pode ser escrita como p, -

[a

r{u,v) =rg+ua + vbh
SE’ CSCICVEIMOS I = <*I." y: E}:- 1'1} = (‘IU'J y[]." ED}'.' d = <Hh as, Hﬂ-) =
b = (b, by, b3), podemos escrever as equactes paramétricas:

_IIZ.I.'[]‘FHH]‘F'EJEH }J‘:}fﬂ—]‘ﬂﬂg—]‘ﬂbg Z:Z[]—]‘HH3‘|—EJE?3
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Determine uma representacdo parametrizada da esfera

.IZE_]‘}T1‘|_ZEZ.{IE
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SUPEITICIES parametrizaaas Exemplo 3
Determine uma representacdo parametrizada da esfera

.IZE_]‘}J'E‘FEE:{IE

Solucao:
Tomando p = a nas equacdes para conversio de coordenadas esféricas

x=asengpcos y=asengdsentl z=acoso
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Jerricies parametrizaaas Exemplo 3
Determine uma representacdo parametrizada da esfera

.IZE_]‘}J'E‘FEE:HE

Solucao:
Tomando p = a nas equagdes para conversdo de coordenadas esféricas
x=asen¢pcosf y=asen¢dsentd z=acoso

A equacdo vetorial correspondente ¢
r(¢,08) =asendcosbitasengdsenfj+acosdk

Temos 0 =¢d =7we 0= 0= 2w, de modo que o dominio dos
parametros € o retangulo D = [0, «r] X [0, 27].
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Determine uma representacio parametrizada para a superficie

z = 24/x% + y2, ou seja, a metade superior do cone z2 = 4x* + 4y2.
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pPerricies parametrizacas Exemplo 4

Determine uma representacio parametrizada para a superficie

z = 24/x% + y2, ou seja, a metade superior do cone z2 = 4x* + 4y2.

Solucao 1:

Uma representaciio € obtida escolhendo-se x e y como parimetros:

x=x y=y z=2/x7+)?
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pervicies parametrizadas Exemplo 4

Determine uma representacio parametrizada para a superficie

z = 24/x% + y2, ou seja, a metade superior do cone z2 = 4x* + 4y2.

Solucao 1:

Uma representaciio € obtida escolhendo-se x e y como parimetros:

x=x y=y z=2/x7+)?

Assim, a equacio vetorial €
r(x.y) =xi+yj+2/x2+y2k
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pervicies parametrizacas Exemplo 4

Determine uma representacio parametrizada para a superficie

z = 24/x% + y2, ou seja, a metade superior do cone z2 = 4x* + 4y2.

Solucao 2:
Outra representacio resulta das coordenadas polares r e 6.

.:t::rt:t:msﬂ,y=rsenﬂez=2\f;;1+y’3 = 2r.
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Jerricies parametrizadas Exemplo 4

Determine uma representacio parametrizada para a superficie

z = 24/x% + y2, ou seja, a metade superior do cone z2 = 4x* + 4y2.

Solucao 2:

Outra representacio resulta das coordenadas polares r e 6.
x=rcos8,y=rsenfez= 2“&14—}:’3 = 2r.

Assim, uma equacdo vetorial para o cone €
r(r,8) =rcosfi+rsenfj+ 2rk

onder=0e =8 = 2.
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» As superficies de revolucdo podem ser
representadas na forma parametrizada.

» Seja a superficie S obtida pela rotacdo da curva
= f(x), a<x< b, sobre o eixo x, onde

Z A

f(x)=0 FIGURA 10

28



>

As superficies de revolucao podem ser
representadas na forma parametrizada.

Seja a superficie S obtida pela rotacao da curva
= f(x), a<x< b, sobre o eixo x, onde

f(x)=0 "1 FIGURA 10

Para angulo de rotagao ol
0 e (x, y, z) um ponto |
em S a parametrizagao —y=f)

sera: / ~(x, y,2)

x=x y=f(x)cosO
= f(x)send

‘»<

24






» Seja uma superficie parametrizada determinada
pela funcao vetorial:

r(u, v) =x(u, )1+ v(u,v))] + zie, 0) K

26



» Seja uma superficie parametrizada determinada
pela funcao vetorial:

r(u, v) =x(u, )1+ v(u,v))] + zie, 0) K

» Se mantivermos u constante, o vetor tangente a
curva C,; (Figura 12) em P, é obtido tomando-se a
derivada parcial de r em relacao a v:

o (”D: ﬂu)i T %Y (Hm if’u).]' + E (Hu, ?-’n)k
av dv

r, =
dv
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Planos tangentes

» Se mantivermos v constante, o vetor tangente a
curva C, em P, sera:
_dx ay z

w - . . '—I_— * '—I_
r o (Hu.iM)l Py (Hﬂ ﬂb)J

L'k

___,_,-'-'_— T

<

[ (1, Ug)

V=1,
\ D u=u, |
\

\
\

TN

FIGURA 12

» 0O vetor normal ao plano sera o vetor 1, X 1,. .



Fladines tangentes Exem P o5
Determine o plano tangente a superficie com equacgdes paramétricas

x=u, y=1¢, z=uwu-+2v noponto(l,1,3).
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nNgentes Exemplo 5

Determine o plano tangente a superficie com equacgdes paramétricas

x=u, y=1¢, z=uwu-+2v noponto(l,1,3).

Solucao:
Primeiro, vamos calcular os vetores tangentes:
1‘,,=Ei +£‘] +El{=ﬂui+k
au G1 au
ax dy 0z
r, = —1Ii +—}J +—k=2vj+ 2Kk
dv v dv
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tangentes Exemplo 5

Determine o plano tangente a superficie com equacgdes paramétricas

x=u, y=1¢, z=uwu-+2v noponto(l,1,3).

Solucao:
Primeiro, vamos calcular os vetores tangentes:
1‘,,=Ei +£‘] +El{=ﬂui+k
di ai g
ax ay dz
r, = —1Ii +—}J +—k=2vj+ 2Kk
dv dv dv
Assim, o vetor normal ao plano tangente &
i i k
r, Xr,=|2u 0 1|=-—-2v1i—4duj+ durk
o 2o 2 a4




Planos tangences Exemplo 5 - solucao

O ponto (1, 1, 3) corresponde aos valores dos parimetros
w = 1¢e v =1, de forma que o vetor normal ali €

—2i—4j+4k
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Planos tangentes Exemplo 5 - solucao

O ponto (1, 1, 3) corresponde aos valores dos parimetros
w=1ev =1, de forma que o vetor normal ali &

—2i—4j+4k
Portanto, uma equacio do plano tancente em (1, 1, 3) €
—2x—1)—4y—1D+4z—3)=0
x+2y—22+3=0
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» Vamos considerar inicialmente uma superficie cujo
dominio dos parametros D € um retangulo.

» Dividiremos o retangulo em sub-retangulos R;;.

'

rAD

& E
(7, Uf)

FIGURA 14
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» Vamos considerar inicialmente uma superficie cujo
dominio dos parametros D € um retangulo.

» Dividiremos o retangulo em sub-retangulos R;;.

L' A& Z

-

tAD

FIGURA 14 A imagem do sub-retangulo R € o retalho §;;
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» A parte S;; da superficie S que corresponde a R;; €
chamada de retalho e tem um ponto P;; com vetor
posicao r(u; ", v;").

87



» A parte S;; da superficie S que corresponde a R;; €
chamada de retalho e tem um ponto P;; com vetor
posicao r(u; ", v;").

» Sejam os vetores tangentes em P,; calculados pelas
equacoes definidas para o plano tangente:

r;f = r,(uF, vF) o i = ry(uf, vF)

e



» A parte S;; da superficie S que corresponde a R;; €
chamada de retalho e tem um ponto P;; com vetor
posicao r(u; ", v;").

» Sejam os vetores tangentes em P,; calculados pelas
equacoes definidas para o plano tangente:

r;f = r,(uF, vF) o i = ry(uf, vF)

» Aproximamos 5;; pelo paralelogramo determinado
pelos vetores Aur,” e Avr,”. Portanto, a area
deste paralelogramo é:

[(Aur) X (Avrd)| = [rF X ¥ Aulv

29



Area de superficies

» Entdo, uma aproximacdo da drea de S é:

>0 e X | Au Av

i=1 j=1

(b)

FIGURA 15 Aproximando um retalho
&,@ Prof. Henrique A M Faria por um paralelngramn



» Entdo, uma aproximacdo da drea de S é:

a1

Mt

22|1 X | Au Av
i=1 j=1

> A
melhor a medida que
aumentamos o numero
de sub-retangulos.

aproximacao fica

Reconhecemos a soma

dup
impli
dup

a de Riemann que
ica na integral
a.

f Sr}'
Fr'_,r' —
(a)
)
ﬁl’.' I.: |II
[ Auri
(b)

FIGURA 15 Aproximando um retalho
por um paralelogramo



Area de superficies Defini¢ao

Se uma superficie parametrizada suave § é dada pela equacio
r(u,v) =x(u, )i+ y(u,v)j+zu,v)k (H,v) e D

e § € coberta uma Unica vez quando (i, v) abrange todo o

dominio D, entiio a area da superficie de § ¢

AS) = || |r. X r,| da
D

Prof. Henrique A M Faria a2



\rea de superficies Definicao

Se uma superficie parametrizada suave § é dada pela equacio
r(u,v) =x(u, )i+ y(u,v)j+zu,v)k (H,v) e D

e § € coberta uma Unica vez quando (i, v) abrange todo o

dominio D, entiio a area da superficie de § ¢

AS) = || |r. X r,| da
D

ox d az
onde ru=Ei+a—yj+Ek 1'ﬂ=—i+—yj+—l{
dit i did dv du v
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Area de superficies Exemplo 6

Determine a firea da esfera de raio a.



Area ae superricies Exemplo 6

Determine a area da esfera de raio a.
Solucao:
No Exemplo 3 encontramos a representacio parametrizada

x=asen¢dcosf y=asengsenb z=acos o

onde o dominio dos parametros €
D={(.D0=dp=7m0<0<27)

45



Area de superficies Exemplo 6

Determine a area da esfera de raio a.

Solucao:
No Exemplo 3 encontramos a representacio parametrizada
x=asen¢dcosf@ y=asengsenb z=acos o

onde o dominio dos parametros é
D={(.D0<=¢dp=7m0<0<=<27)

Vamos calcular primeiro o produto dos vetores tangentes:

i j k
ox dy oz i j k
e XIy=|9dp dp 9 |=| acos¢g cos@ acos¢d senf —asend
dx dy 0z —asen¢ senf asend¢d cosb 0
00 00 06

= g’sen’d cos O i+ a’sen’d senBj + a’send cos P k Ag




AlFéa e superricies Exemplo 6 - solugao

ry X ry| = Ja*sen*d cos20 + a*send senf + a’sen’dp cos’p

= Ja*sen’p + a*sen’p cos’p = a?y/sen’p = a’sen ¢

Prof. Henrique A M Faria a7



Area de superricies Exemplo 6 - solugao

ry X ry| = Ja*sen*d cos20 + a*send senf + a’sen’dp cos’p

= Ja*sen’p + a*sen’p cos’p = a?y/sen’p = a’sen ¢

Portanto, uma vez que sen ¢ = 0 para 0 = ¢ = 7.
a drea da esfera é

A= || |rg X 1p]da = |7 |"a*sen¢ dop af
D

Prof. Henrique A M Faria A



Exemplo 6 - solucao

ry X ry| = Ja*sen*d cos20 + a*send senf + a’sen’dp cos’p

= Ja*sen’p + a*sen’p cos’p = a?y/sen’p = a’sen ¢

Portanto, uma vez que sen ¢ = 0 para 0 = ¢ = 7.
a drea da esfera é

A= || |1y X ro|da=|"|"a’senp dp db

0 0
D

™ *2ar

= a- Jﬂ df J.T sen ¢ do

0

= q*(2m)2 = 47a’

Prof. Henrique A M Faria A9



» Seja o caso especial de uma superficie S com
equagao z = f(x,y), onde (x, y) esta em D.

50



» Seja o caso especial de uma superficie S com
equagao z = f(x,y), onde (x, y) esta em D.

» Se f tem derivadas parciais continuas, tomamos x e
y como parametros, assim:

X =x y=y z=f(xy)

51



» Seja o caso especial de uma superficie S com
equagao z = f(x,y), onde (x, y) esta em D.

» Se f tem derivadas parciais continuas, tomamos x e
y como parametros, assim:

X =x y=y z=f(xy)

df df
. =1+ J k 1, = j + f k
ox ‘ dy

» Calculando o produto vetorial temos:

52
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i j k
df af df
reXr,=|1 0 9 =——fi— JLj+l<;
ox dx dy
of
0 1 f
dy

v, X ry| = \/(a_f)3+(af)3+]: \/1 +(E)E+( E)
dx ay ox dy

» A formula de drea da superficie fica definida por:

A(S)z” \/1 + (gr)z + (;’j)zﬁm

D




(v,/' -
7 A Ay = e = AR B e ke A=Y= P~
S0 L™ ) = N 2 ] l ™A AR ™ B 2
=l = @ ‘ BRAIT= S \ N = 50 =) xe m p 0
& B NN (S ] ) Y g = ) & & B TR B N

Determine a drea da parte do paraboloide z = x* + y* que
estd abaixo do plano 7 =9,
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Area de superficies Exemplo 7

Determine a drea da parte do paraboloide z = x* + y* que
esta abaixo do plano 7 = 9,

Solucao:

O plano intercepta o paraboloide
no circulo x> + y*=9,z = 9.

Portanto, a superficie dada fica
acima do disco D com centro
na origem e raio 3.

FIGURA 16
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Area de superficies Exemplo 7 - soluc3o

H\/ ( )2 (:_y)z d‘d‘:g VI+ 207+ (29)% dA

= ﬂ V1 +4(x? + y?) dA
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Area ce supervicies Exemplo 7 - solugao

A :H \/1 + (i)u (g;)z dA zﬂ JT+ (297 + (2y)? dA

= ﬂ JT + 402 + y?) dA

Convertendo para coordenadas polares, obtemos

A= | T\ VT+aZrdrao=|"an | 1T+ 4% dr
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Area de superricies Exemplo 7 - solugao

A :H \/1 + (i)u (g;)z dA zﬂ JT+ (297 + (2y)? dA

= ﬂ JT + 402 + y?) dA

Convertendo para coordenadas polares, obtemos

A= |\ VT+ 4T rdrao=|"an | 1T+ &% dr

= 2a(3)501 + 4] = (3737 — 1)
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» Estudar secdo 16.6 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0

Numeracao dos exercicios
combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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Contatos
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