


 Podemos descrever uma superfície S por uma 
função vetorial  𝒓(𝑢, 𝑣) de dois parâmetros 𝑢 e 𝑣.  

 Seja uma função a valores vetoriais definida sobre 
uma região D do plano 𝑢𝑣: 
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 A equações parametrizadas de S cujas variáveis 
𝑢 e 𝑣 variam do domínio D são: 



 A superfície é traçada pela ponta do vetor posição 
𝒓(𝑢, 𝑣) enquanto (𝑢, 𝑣) se move na região D. 
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 As superfícies de revolução podem ser 
representadas na forma parametrizada. 

 Seja a superfície S obtida pela rotação da curva 
𝑦 =  𝑓 (𝑥) , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤  𝑏 , sobre o eixo x, onde 
𝑓(𝑥) ≥ 0  
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 Para ângulo de rotação 
𝜃 e (x, y, z) um ponto 
em S a parametrização 
será: 

𝑥 = 𝑥      𝑦 = 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜃 

                    𝑧 = 𝑓 𝑥 𝑠𝑒𝑛𝜃 





 Seja uma superfície parametrizada determinada 
pela função vetorial: 
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 Se mantivermos 𝑢 constante, o vetor tangente a 
curva C1 (Figura 12) em 𝑃𝑜 é obtido tomando-se a 
derivada parcial de r em relação a 𝑣: 



 Se mantivermos 𝑣 constante, o vetor tangente a 
curva C2 em 𝑃𝑜 será: 

 O vetor normal ao plano será o vetor 𝑟𝑢 × 𝑟𝑣.  
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 Vamos considerar inicialmente uma superfície cujo 
domínio dos parâmetros D é um retângulo.  

 Dividiremos o retângulo em sub-retângulos 𝑅𝑖𝑗. 
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 A parte 𝑆𝑖𝑗 da superfície S que corresponde a 𝑅𝑖𝑗 é 
chamada de retalho e tem um ponto 𝑃𝑖𝑗 com vetor 
posição 𝑟(𝑢𝑖

∗, 𝑣𝑖
∗). 

Prof. Henrique A M Faria 



 A parte 𝑆𝑖𝑗 da superfície S que corresponde a 𝑅𝑖𝑗 é 
chamada de retalho e tem um ponto 𝑃𝑖𝑗 com vetor 
posição 𝑟(𝑢𝑖

∗, 𝑣𝑖
∗). 
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 Aproximamos 𝑆𝑖𝑗 pelo paralelogramo determinado 
pelos vetores ∆𝑢 𝒓𝑢

∗  e   ∆𝑣 𝒓𝑣
∗. Portanto, a área 

deste paralelogramo é: 



 Então, uma aproximação da área de S é: 
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 A aproximação fica 
melhor à medida que 
aumentamos o número 
de sub-retângulos. 

 Reconhecemos a soma 
dupla de Riemann que 
implica na integral 
dupla. 
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 Seja o caso especial de uma superfície S com 
equação 𝑧 =  𝑓(𝑥, 𝑦), onde (x, y) está em D. 
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 Se f tem derivadas parciais contínuas, tomamos x e 
y como parâmetros, assim: 
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 Calculando o produto vetorial temos: 
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 A fórmula de área da superfície fica definida por: 
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 Estudar seção 16.6 do livro texto (Stewart). 

 Resolver os exemplos dados em aula. 

 Praticar com a lista de exercícios. 



Prof. Henrique A M Faria 

1. STEWART, James. Cálculo - volume 2. 7. 
ed. São Paulo: Cengage, 2013. 

Numeração dos exercícios  

com base na 7ª ed.    ► 

STEWART, James. Cálculo - volume 2. 8. ed. 
São Paulo: Cengage, 2016. 
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