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» A integral de superficie estd relacionada com area
de superficie, de forma semelhante a relacao entre
a integral de linha e o comprimento de arco.



» A integral de superficie estd relacionada com area
de superficie, de forma semelhante a relacao entre
a integral de linha e o comprimento de arco.

» Para defini-la serdao utilizadas as parametrizacoes
estudadas anteriormente.

» O foco principal serd nas superficies definidas por
funcdes de duas variaveis.



» A integral de superficie estd relacionada com area
de superficie, de forma semelhante a relacao entre
a integral de linha e o comprimento de arco.

» Para defini-la serdao utilizadas as parametrizacoes
estudadas anteriormente.

» O foco principal serd nas superficies definidas por
funcdes de duas variaveis.

» Seja a superficie definida pela funcao vetorial:

r(u, ) = x(u, )1+ yu,v)] + z(u, v)K

» O dominio D dos parametros u e v esta no plano.



» A superficie S é subdividida em retalhos AS;;.
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» A superficie S é subdividida em retalhos AS;;.

U A Ri'
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D=7 —
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> Soma-se os retalhos. X

i i F(PF)ASy

i=1 j=1

J fix,v,z)dS = m]jm 3 S A(PF)AS, Integral de

§ R =] j=1 superficie



» Para o calculo da integral de superficie, a area do
retalho AS;; € aproximada pela area de um

paralelogramo aproximador no plano tangente.



» Para o calculo da integral de superficie, a area do
retalho AS;; € aproximada pela area de um

paralelogramo aproximador no plano tangente.

» A area desse plano é definida como no célculo da
area de superficie.

AS; = |r, X ry| AuAv
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» Para o calculo da integral de superficie, a area do
retalho AS;; € aproximada pela area de um

paralelogramo aproximador no plano tangente.

» A area desse plano é definida como no célculo da
area de superficie.

AS; = |r, X ry| AuAv

(b)

r, =—1 + _.] + —k FIGURA 15 Aproximando um retalho
v Jv Jv por um paralelogramo
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» Para o calculo da integral de superficie, a area do
retalho AS;; € aproximada pela area de um

paralelogramo aproximador no plano tangente.

» A area desse plano é definida como no célculo da
area de superficie.

AS; = |r, X ry| AuAv

(b)

r, =—1 + _.] + —k FIGURA 15 Aproximando um retalho
v Jv Jv por um paralelogramo

» T, er, sdo os vetores tangentes em um canto de S;;.
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» Portanto, a integral de superficie é definida por:

ﬂ flx, ¥, 2)dS = ﬂ fr(u,v))|r, X r,|dA

» A integral de superficie tem estrutura semelhante a
integral de linha:

L flx,y,2)ds = Ef(r(r)) (7)) | dt
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» Portanto, a integral de superficie é definida por:

ﬂ flx, ¥, 2)dS = ﬂ fr(u,v))|r, X r,|dA

» A integral de superficie tem estrutura semelhante a
integral de linha:

L flx,y,2)ds = Ef(r(r)) (7)) | dt

» Quando a funcdo no integrando é unitaria a integral
de superficie resulta no

ﬂldSZﬂ\rHXrﬂ\dAzA(S)
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» Uma superficie S definida pela equacao z = g(x, y)
pode ser parametrizada com as variaveis da funcao.

xX=x y=y . g : dg
r.=i+|l— ]k r,=j+|— )k
d=gey) (é?x) ) (8)’)

3z \* 9z \*
[ Xy | = — | + = +1
ox dy

» Aintegral de superficie é entdo redefinida por:

gf(x,y,z)dSgf(x,y,g(x,y))\/(j_i)ng (2_;)2+ »
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Exemplo 1 Calcule ([, y dS, onde S & a superficie
z=x+y,0=x=1,0=y=2 (Figura 2.)

FIGURA 2
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Exemplo 1 Calcule ([, y dS, onde S & a superficie
z=x+y,0=x=1,0=y=2 (Figura 2.)

Solucao:

Uma vez que 9z _ 1 ¢ — =2y
0x ady

FIGURA 2
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Exemplo 1 Calcule ([, y dS, onde S & a superficie
z=x+y,0=x=1,0=y=2 (Figura 2.)

Solucao:
Uma vez que 9z =1 ¢ 9z = 2y
0x ady
FIGURA 2
9z \? Jz \?
ds = l1+—]) +|— | dA
g Y g Y 0x dy

Prof. Henrique A M Faria 18



Exemplo 1 Calcule ([, y dS, onde S & a superficie
z=x+y,0=x=1,0=y=2 (Figura 2.)

Solucao:
Uma vez que 9z _ 1 ¢ 9z _ 2y
0x ady
FIGURA 2
9z \* 9z \*
ﬂyds=ﬂy 1+ (= = aa
; 5 X ay
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Exemplo 1 Calcule ([, y dS, onde S & a superficie
z=x+y,0=x=1,0=y=2 (Figura 2.)

Solucao:

Uma vez que 9z =1
dx

FIGURA 2
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Exemplo 1 Calcule ([, y dS, onde S & a superficie
z=x+y,0=x=1,0=y=2 (Figura 2.)

Solucao:

Uma vez que 9z =1
dx

FIGURA 2

= (P32 + o7,
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Exemplo 1 Calcule ([, y dS, onde S & a superficie
z=x+y,0=x=1,0=y=2 (Figura 2.)

Solucao:

Uma vez que 9z =1 e —
0x dy

gyds=gy\/1 + (%)sz(

— Ll Lzy\/l + 1 +4y?dydx = Ll dx Lzy\/Z + 4y* dy

FIGURA 2

' 2
- (32 + o) = L2+ a2y = 2]
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Exemplo 1 Calcule ([, y dS, onde S & a superficie
z=x+y,0=x=1,0=y=2 (Figura 2.)

Solucao:

Uma vez que 9z _ 1 e el
0x ady

gyd5=gy\/1 + (%)QJF (

— Ll Lzy\/l + 1 +4y?dydx = Ll dx Lzy\/Z + 4y* dy

FIGURA 2

' 2 13./2
= (302 + o= ple+a2)y - 2" - ]
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» Seja S a superficie orientada com vetor normal
unitario n, como na Figura 10.

» Um fluido de densidade p(x,y, z) flui através de S
segundo um campo de velocidades v(x, y, z).

Z&  FIGURA 10
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» Seja S a superficie orientada com vetor normal
unitario n, como na Figura 10.

» Um fluido de densidade p(x,y, z) flui através de S
segundo um campo de velocidades v(x, y, z).

» Considerar pv como a taxa de fluxo (massa por

unidade de tempo).
FIGURA 10
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Seja S a superficie orientada com vetor normal
unitario n, como na Figura 10.

Um fluido de densidade p(x,y, z) flui através de S
segundo um campo de velocidades v(x, y, z).

Considerar pv como a taxa de fluxo (massa por
unidade de tempo).

FIGURA 10
A massa de fluido que P
passa por um retalho Sy — &

Sij na dire¢do normal \S/
por unidade de tempo R
sera: (pv: mA(S;) * y
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» Soma-se a massa de fluido que passa por toda a
superficie nos retalhos infinitesimais.

» O resultado é a integral de superficie da funcao
pV - n sobre S.

ﬂ pv - -ndsS = ﬂ olx,v,z)vix, vy, z) - nix, vy, z) dS
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YV V

Soma-se a massa de fluido que passa por toda a
superficie nos retalhos infinitesimais.

O resultado é a integral de superficie da funcao
pV - n sobre S.

ﬂ pv - -ndsS = ﬂ olx,v,z)vix, vy, z) - nix, vy, z) dS

Esta integral € interpretada como a vazao sobre S.

Se escrevermos F = pv, uma funcao vetorial a
integral fica:

ﬂ F.nags |ntegral de superficie
S ou Integral de fluxo
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Se F for um campo vetorial continuo definido sobre
uma superticie orientada § com vetor normal unitario n,

entio a superficie integral de F sobre S ¢

ﬂF-dS—gF-ndS

hy

Essa mtegral ¢ também chamada fluxo de F através de .
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Se F for um campo vetorial continuo definido sobre
uma superticie orientada § com vetor normal unitario n,

entio a superficie integral de F sobre S ¢

ijﬁszLnﬁ

h hy

Essa mtegral ¢ também chamada fluxo de F através de .

Se § € uma tungdo vetorial dada por r(x, v), entdo
ﬂFwﬁzﬂFwnxmw;

a1



Exemplo 2

Determine o fluxo do campo vetoral F(x, y, z7) = z1 + vj + xk
através da esfera unitariax* + y* + z2 = 1.
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Exemplo 2

Determine o fluxo do campo vetoral F(x, y, z7) = z1 + vj + xk
através da esfera unitariax* + y* + z2 = 1.

Solucao:

r(¢,0) =sendcosfi+sendsenfj+ cosdk

O=¢o=7m O0=¢ =27

r; X rg = sen’d cos 01i + sen’d sen f j + sen ¢ cos ¢ k
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Exemplo 2

Determine o fluxo do campo vetoral F(x, y, z7) = z1 + vj + xk
através da esfera unitariax* + y* + z2 = 1.

Solucao:
r(¢,0) =sendcosfi+sendsenfj+ cosdk
O=d=7m O0=¢ =27
r; X rg = sen’g cos i+ sen’p senf j + sen ¢ cos p k

F(r(¢,0)) =cos¢di+sendsenéf j+ sendcosgk



Exemplo 2

Determine o fluxo do campo vetoral F(x, y, z7) = z1 + vj + xk
através da esfera unitariax* + y* + z2 = 1.

Solucao:
r(¢,0) =sendcosfi+sendsenfj+ cosdk
O=¢o=7m O0=¢ =27
r; X rg = sen’g cos i+ sen’p senf j + sen ¢ cos p k
F(r(¢,0)) =cos¢di+sendsenéf j+ sendcosgk
Portanto,
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Exemplo 2

Determine o fluxo do campo vetoral F(x, y, z7) = z1 + vj + xk
através da esfera unitariax* + y* + z2 = 1.

Solucao:
r(¢,0) =sendcosfi+sendsenfj+ cosdk
O=¢o=m O0=¢ =27
r; X rg = sen’g cos i+ sen’p senf j + sen ¢ cos p k
F(r(¢,0)) =cos¢di+sendsenéf j+ sendcosgk

Portanto,
F(xr(¢p, 0)) - (ry X rg) = cos ¢ sen’d cos 6 + sen’@ sen’f
+ sen’¢ cos ¢ cos 0

3@ Prof. Henrique A M Faria



Exemplo 2

o fluxo é

j F-dS:ﬂF-(er&)dA

5

D

Prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 2

o fluxo é

j F-dS:ﬂF-(er&)dA

5 D

— E’T Lﬂ (2 sen’p cos ¢ cos O + sen’¢ senf) dop df

Prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 2

o fluxo é

j F-dS:ﬂF-(er&)dA

— E’T Lﬂ (2 sen’p cos ¢ cos O + sen’¢ senf) dop df

=0
-y L’”senﬁqb cos & ddb Lhc?{ 6 d+ L”Tsen%b dd szsenzﬂ d6
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Exemplo 2

o fluxo é

j F-dS:ﬂF-(er&)dA

5 D

— E’T Lﬂ (2 sen’p cos ¢ cos O + sen’¢ senf) dop df

=0
-y L’”senﬁqb cos & ddb Lhc?{ 6 d+ L”Tsen%b dd szsenzﬂ d6

=0+ L’” sen’d do E’” sen’f) df — %"T



» Na deducdo da integral de superficie foi utilizada a
analogia com a mecanica dos fluidos.

» Uma aplicacdo relevante desta integral ocorre no
eletromagnetismo.
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» Na deducdo da integral de superficie foi utilizada a
analogia com a mecanica dos fluidos.

» Uma aplicacdo relevante desta integral ocorre no
eletromagnetismo.

» Se FE é o campo elétrico, entdo a integral representa
o fluxo elétrico sobre a superficie S.

jE-dS

5
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Na deducao da integral de superficie foi utilizada a
analogia com a mecanica dos fluidos.

Uma aplicacao relevante desta integral ocorre no
eletromagnetismo.

Se E é o campo elétrico, entao a integral representa
o fluxo elétrico sobre a superficie S.

gE-dS

A Lei de Gauss, a carga total Q englobada por uma
superficie S é proporcional ao fluxo do campo E:

QZSDHE-dS
5 Az






» O Teorema de Stokes pode ser visto como uma
versao do Teorema de Green em trés dimensoes.

» o0 Teorema de Green relaciona uma integral dupla
sobre uma regiao plana D com uma integral de linha
em torno da curva limite dessa regiao D.
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O Teorema de Stokes pode ser visto como uma
versao do Teorema de Green em trés dimensoes.

o Teorema de Green relaciona uma integral dupla
sobre uma regiao plana D com uma integral de linha
em torno da curva limite dessa regiao D.

O Teorema de Stokes Zp
relaciona uma integral de
superficie com uma
integral em torno da curva
da fronteira S (que é uma 0

curva no espaco). B TT——

FIGURA 1

Prof. Henrique A M Faria 4@




Teorerna de Stokes
| 4 '), — J - Sl =8 ] 'R'G /]IS < N\
ISOINElNNe 8 DU IKRED

(. )

Seja S uma superficie orientada, suave por partes, cuja
fronteira é formada por uma curva C fechada, simples,
suave por partes, com orientacao positiva.

R

ZA

v
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Seja S uma superficie orientada, suave por partes, cuja
fronteira é formada por uma curva C fechada, simples,
suave por partes, com orientacao positiva.

Seja F um campo vetorial cujas componentes tém
derivadas parciais continuas em uma regiao aberta de
R3 que contém S.




Seja S uma superficie orientada, suave por partes, cuja
fronteira é formada por uma curva C fechada, simples,
suave por partes, com orientacao positiva.

Seja F um campo vetorial cujas componentes tém
derivadas parciais continuas em uma regiao aberta de
R3 que contém S. Entdo: -

LF-dr:ﬂ rot F - dS

FIGURA1



Seja S uma superficie orientada, suave por partes, cuja
fronteira é formada por uma curva C fechada, simples,
suave por partes, com orientacao positiva.

Seja F um campo vetorial cujas componentes tém
derivadas parciais continuas em uma regiao aberta de
R3 que contém S. Entdo: -

LF-dr:ﬂ rot F - dS

LF-TdS :grotF-ndS x)\

FIGURA1
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Exemplo 3
Use o Teorema de Stokes para calcular a integral

lsrotF - dS, onde F(x,y,2) = xzi+yzj + ke Séa
parte da esfera x* + y* + z> = 4 que esta dentro do cilindro
x* + y* =1 e acima do plano xy. ( Figura 4)

ZA

x*+y*=1

FIGURA 4
53,



Exemplo 3
Use o Teorema de Stokes para calcular a integral

lsrotF - dS, onde F(x,y,2) = xzi+yzj + ke Séa
parte da esfera x* + y* + z> = 4 que esta dentro do cilindro
x* + y* =1 e acima do plano xy. ( Figura 4)

ZA

Solucao:
Subtraindo, as equacdes
¥ry+tz=4e *+y =1

x*+y*=1

FIGURA 4
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Exemplo 3
Use o Teorema de Stokes para calcular a integral

lsrotF - dS, onde F(x,y,2) = xzi+yzj + ke Séa
parte da esfera x* + y* + z> = 4 que esta dentro do cilindro
x* + y* =1 e acima do plano xy. ( Figura 4)

ZA

Solucao:

Subtraindo, as equacdes
¥ry+tz=4e *+y =1

obtemos zZ2 = 3 e, portanto,

z=4+3 (>0

x x*+y*=1

FIGURA 4
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Exemplo 3
Use o Teorema de Stokes para calcular a integral

lsrotF - dS, onde F(x,y,2) = xzi+yzj + ke Séa
parte da esfera x* + y* + z> = 4 que esta dentro do cilindro
x* + y* =1 e acima do plano xy. ( Figura 4)

ZA

Solucao:

Subtraindo, as equacdes
¥ry+tz=4e *+y =1

obtemos zZ2 = 3 e, portanto,

z=4+3 (>0

Entio (' é a circunferéncia dada

x x*+y*=1
pelas equacbes x>+ 2 =1,z = 4/3 FIGURA 4
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Exemplo 3
A equacgao vetorial de C ¢

r(f) =cosfi+ sent] + 3K
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Exemplo 3
A equacgao vetorial de C ¢

r(f) =cosfi+ sent] + 3K

r'(f) = —senti + costj
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Exemplo 3
A equacgao vetorial de C ¢

r(r):cosri+senrj+\f§k O0=t=27
r'(f) = —senti + costj
Assim,

F(r(f)) = /3 costi+ /3 sentj + costsentk
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Exemplo 3
A equacgao vetorial de C ¢

r(r):cosri+senrj+\f§k O0=t=27
r'(f) = —senti + costj
Assim,

F(r(f)) = /3 costi+ /3 sentj + costsentk

Portanto, pelo Teorema de Stokes,

j j rot F + dS = LF . dr = E’” F(r(s) - r'(s) dt
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Exemplo 3
A equacgao vetorial de C ¢

r(r):cosri+senrj+\f§k O0=t=27
r'(f) = —senti + costj
Assim,

F(r(f)) = /3 costi+ /3 sentj + costsentk

Portanto, pelo Teorema de Stokes,

j j rot F + dS = LF . dr = E’” F(r(s) - r'(s) dt

= Er(—\/?cosrsenr + /3 sentcos r) dt
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Exemplo 3
A equacgao vetorial de C ¢

r(r):cosri+senrj+\f§k O0=t=27
r'(f) = —senti + costj
Assim,

F(r(f)) = /3 costi+ /3 sentj + costsentk

Portanto, pelo Teorema de Stokes,

Pl ;
g totF - dS = | F-dr= |7 Frio) - r'(y) de
= Er(—\/?cosrsenr + /3 sentcos r) dt

— ﬂﬁ“ocﬁ: 0
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Seja E uma regiao solida simples e seja S a superficie
fronteira de E, orientada positivamente (para fora).
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Seja E uma regiao solida simples e seja S a superficie
fronteira de E, orientada positivamente (para fora).

Seja F um campo vetorial cujas funcdes componentes
tenham derivadas parciais continuas em uma regiao
aberta que contenha E. Entao
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Seja E uma regiao solida simples e seja S a superficie
fronteira de E, orientada positivamente (para fora).

Seja F um campo vetorial cujas funcdes componentes
tenham derivadas parciais continuas em uma regiao
aberta que contenha E. Entao

ﬂ F - ds :ﬂ div F av

5 E



Seja E uma regiao solida simples e seja S a superficie
fronteira de E, orientada positivamente (para fora).

Seja F um campo vetorial cujas funcdes componentes
tenham derivadas parciais continuas em uma regiao
aberta que contenha E. Entao

ﬂ F - ds :ﬂ div F av

5 E

o Teorema do Divergente afirma que o fluxo de F
pela fronteira de E € igual a integral tripla da
divergéncia de F em E.
65



Exemplo 4
Determine o fluxo do campo vetorial F(x, v, z) = z1+ vy ] + xk

sobre a esfera x*+ y*+ 2= 1.
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Exemplo 4
Determine o fluxo do campo vetorial F(x, v, z) = z1+ vy ] + xk

sobre a esfera x*+ y*+ 2= 1.
Solucao:

Primeiro calcular o divergente de F:

d d d
divF =—(Z)+ —{yp + —(x) =1
ox dy dz
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Exemplo 4
Determine o fluxo do campo vetorial F(x, v, z) = z1+ vy ] + xk

sobre a esfera x*+ y*+ 2= 1.
Solucao:

Primeiro calcular o divergente de F:

d d d
divF =—(Z)+ —{yp + —(x) =1
ox dy dz

A esfera unitaria § € a fronteira de B dada por x> + y* + z2= 1.

Entdo, o Teorema do Divergente d4 o fluxo como

|| F-as = (|| divFav

5 b
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Exemplo 4
Determine o fluxo do campo vetorial F(x, v, z) = z1+ vy ] + xk

sobre a esfera x*+ y*+ 2= 1.
Solucao:

Primeiro calcular o divergente de F:

d d d
divF =—(Z)+ —{yp + —(x) =1
ox dy dz

A esfera unitaria § € a fronteira de B dada por x> + y* + z2= 1.
Entdo, o Teorema do Divergente d4 o fluxo como

|| F-as = (|| divFav

5 b

=W 1V — v — sy 2—”
5 69



» Estudar secdo 16.8 e 16.9 do livro texto.
» Resolver os exemplos dados em aula.

> Praticar com a lista de exercicios.
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1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
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