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Definicao e classificacao de equacdes diferenciais.
Equacoes diferenciais de 12 ordem.
Meétodo da separacao de variaveis.
Meétodo do fator integrante.
Modelos matematicos.

Teorema de existéncia e unicidade.
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» As equacoOes diferenciais sdao estudadas hda trés
séculos pelos maiores matematicos do mundo.

» Elas continuam sendo uma &rea de pesquisa
dinamica nos dias atuais.

» As equacOes diferenciais sao aplicadas em diversas
areas de estudo.

 Exemplos: reacdes quimicas, reatores quimicos,
cinética quimica, entre outras.



Muitos dos principios, ou leis, que regem o mundo
fisico sao relacoes entre taxas de variacao.

As taxas de variacao sao as derivadas.

Equacdes contendo derivadas sao chamadas de
equacoes diferenciais.

Uma equacgao diferencial que descreve algum
processo fisico € chamada, muitas vezes, de um
modelo matematico do processo.



» Equacao diferencial ordinaria: a funcdao incognita
depende de uma unica variavel independente.
d“Q(fJ d’Q(fJ
dt* dt

Q(f) = E(t),

» Equacao diferencial parcial: as derivadas sao

parciais, ou seja, a funcao depende de duas ou mais
variaveis.
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» A ordem da E.D. é definida pela derivada de ordem
mais alta da variavel incognita.

ty' —y =t*  (Primeira orden)

y'—y=0  (Segunda orden)

),.”-'_’_zet)r” — }J}"J — t4 (Terceil‘a Orden)
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» Equacgoes lineares: os termos da E.D., ou seja, as
funcdes incognitas aparecem elevadas a primeira

poténcia.

» A variavel independente n3o é levada em conta
nessa classificacao.
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> Equacdes NAO lineares:

As funcdes incognitas estao elevadas a poténcias
maiores do que a unidade ou,

contém produtos das funcoes incognitas ou,

sao fungdes trancendentes (e, log, seno,
cosseno, etc).

dze ' 2') dz V dy i
0 Bengmo, (14932 Py
dt= L " Cdtt dt

problema do péndulo.
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» Composto de mais de uma equacao.
 As equacoes seguem as classificacoes anteriores.

J.:i = X5,
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Solucao analitica de uma E.D.: qualquer funcao da
variavel independente que satisfaca a equacao.

Solucao de um problema de valor inicial.: qualquer
solucao da E.D. que satisfaca a condicao inicial.

Existéncia de solucao: nem sempre uma E.D. tem
solucao analitica.

Existem teoremas que, em certas condi¢cdes, podem
garantir a solucao analitica da E.D.
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Uma equacao diferencial (eq. dif.) de primeira
ordem tem a forma geral:

2 = f(t)

O objetivo € determinar uma funcao diferenciavel
y = y(t) que satisfaca a equacao.

Caso essa funcao solucao exista, serao desenvolvidos
métodos para encontra-la.

Nao existe meétodo geral, mas meétodos que se
aplicam a alguma subclasse das eq. dif. de 12 ordem.
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» Na aula 1 foi utilizado o processo de integracao para
resolver a eq. dif. de 12 ordem da forma:

ay _
dt—ay+b

» Esse processo pode ser utilizado para uma classe
muito maior de equacoes.

» Utilizando a variavel x para variavel independente, a
eq. dif. geral de 12 ordem fica:

o =fxy)
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» Escrevendo a eq. dif. na forma:

dy
MQx,y) + N(x,y) 7~ =0

» Considerando o caso especialem que M = M(x) e
N = N(y) tem-se:

d

v _

dx

» Esta equacao é separavel, pois os termos podem ser
colocados em lados opostos na forma diferencial:

M(x) + N(y)

Integrando ambos os

M(x)dx = =N(Y)Ay |,q0s tem-se a solucéo.
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Exemplo 1 Encontrar a solugdo da equagdo diferencial.

dx Y
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Algumas equacoes diferenciais lineares de 12 ordem
podem ser escritas na forma padrao:

2 4 p(©)y = g(t)

Em que p e g sao fungdes dadas da variavel
independente t.

O método direto de integracao nao pode ser
aplicado diretamente nessa equacao.

A alternativa é encontrar um fator multiplicativo

que torna possivel a integracao.
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O método do fator integrante € devido a Leibniz.

Consiste em multiplicar cada termo da eq. dif. por
uma funcao u(t).

Essa multiplicacao torna a eq. dif. integravel.
A funcao u(t) é chamada de fator integrante.

Apos a aplicacao desse fator multiplicativo a eq. dif.
é resolvida por integracao.
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» Na eq. dif. de 12 ordem na forma padrao:
% +p(y = g(t)
» Multiplica-se cada termo pelo fator u(t):
() 2+ p(Or®)y = n(®)g(t)

» 0O lado esquerdo da eq. dif. é a derivada do produto
u(t)y, entdo a derivada de u(t) deve ser:

du(t) 1 du(t)

o~ POu® = Tes—g—=p®)

nlu(e)] = f p(Odt+k = u(t) = exp f p(6)dt
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» Entdo, a eq. dif. original pode ser reescrita como:
d
2 [u®)y] = u®Og®)

» Integrando em dt em ambos os lados:

u(©y = | uOg@de +c
» Portanto, a expressao para o calculo de y sera:

1
Y= f WOgDdt+c  u(t) = exp f p(t)dt
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Exemplo 2 Resolver o PV.. (problema de valor inicial)
pelo método do fator integrante.

2y’ + %y =6 y(1) = 2 (condig¢éo inicial)







Etapas de construcao de um modelo

e Construcao do modelo inicial ]

e Analise do modelo }

e Comparacao com a experimentacao
ou observacao
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Traducao do fendbmeno para  expressoes
matematicas.

A equacao diferencial sera o modelo do processo.

Inicialmente, essa equacao dara uma descricao
aproximada do processo real.

Algumas vezes a modelagem envolve substituir
conceitualmente um processo discreto por um
processo continuo.
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Caso seja possivel, resolver a eq. dif. analiticamente.

A segunda alternativa é utilizar métodos numéricos
para resolucao.

Uma terceira via consiste em analisar as
propriedades da solucao, sem resolver a eq. dif.

O conhecimento da area em estudo permite sugerir
aproximacoes razoaveis para tornar a resolucao
viavel.

O jogo entre a compreensao do fendbmeno e o
conhecimento  das limitacobes  técnicas €

caracteristico da Matematica Aplicada. .



Interpretar a solucao no contexto do problema.

Calcular os valores da solucao em pontos especificos,
comparando-os com os valores observados
experimentalmente.

Avaliar o comportamento da solucao para tempos
longos.

O fato da solucao matematica existir e parecer
razoavel nao garante que esteja correta.

Caso as previsoes do modelo estejam inconsistentes

com o fendmeno ele deve ser corrigido ou refeito.
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Foram estudados até o momento os problemas de
valor inicial com equacoes diferenciais de 12 ordem.

Foi visto que nem toda equacao diferencial tem
solucao analitica.

Entao, antes de resolver um PVI analiticamente, nao
seria interessante saber se existe solucao?

Além disso, verificar se a solucao sera unica?

O teorema seguinte responde estas duas perguntas.
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Teorema 2.4.1 (Ref. Boyce 92 ed.)

Se as fun¢des p e g sao continuas em um intervalo
aberto I, contendo o ponto t = ¢,,

Entdo, existe uma Unica fungao y = y(t) que satisfaz
a equacao:

y' +p©)y = g(t)
E a condicao inicial y(t,) = y, para cadat em [.

O teorema diz que:

» O PVI tem solugdo unica se p(t)e g(t) sdo continuas.

» A solucdo existe em qualquer intervalo I, contendo a
condicdo inicial e no qual p(t)e g(t) sdo continuas.

» Poderd haver descontinuidade da solucdo nos pontos
em que p(t)e g(t) forem descontinuas. 34



Exemplo 3 Encontrar o intervalo no qual o PVI tem
solucao unica.

4
2y’ + TV = 6 y(1) = 2 (condigéo inicial)




Exemplo 1: Encontrar o intervalo no qual o PVI tem
solucao unica.

4
2y’+?y=6 y(1) =2
v Colocar a eq. dif. na forma padrio.

2 2
y’+;y=3, p(t)=; e g(t)=3

v A eq. dif. é linear, g é continua em R e p é continua
paratodot # 0 (t <0 out > 0). Y t

O >

v Oiintervalo t > 0 contém a condigdo y(1) = 2

v' Ent3o, o Teorema 2.4.1 garante que o PVI tem uma
unica solugao no intervalo (0, +0) para t.
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Releia os slides e exemplos apresentados na revisao.
Compreenda os conceitos e definicdes.

Refaca pelo menos 2 exercicios da lista de cada
topico.

Entenda o processo de resolucao, sem decorar as
operacoes.

Qualquer pequena mudanca no exercicio pode levar
a um resultado completamente diferente.
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Bons estudos!
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