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Integral aproximada: regra dos Trapézios e Simpson.
Sequéncias de numeros reais e aplicacoes.

Séries introducao e definicao.

Teste da integral e da comparacao.

Séries alternadas.

Séries de poténcia.

Séries de Taylor.

Série e transformada de Fourier.
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Integral definida - processo geométrico

Dada uma fung¢do y = f(x) = 0, a area entre a curva
de f(x), o eixo das abscissase asretas x = a e x =
b, é chamada de integral definida de f, denotada

por: .
" y = f(x)

am )
f f(x)dx = Numero //\\
_ --

) R

\n’te.g“.a\ (Numero real) a . b
definida Area R= fa f(x)dx

-— -
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» Nesse caso, o interesse é o de determinar uma
fungdo primitiva y = F(x), tal que F'(x) = f(x).

» Essa funcdo primitiva (ou antiderivada) é
chamada integral indefinida e denotada por:

g ) Integral
ff(x)dx =F'(x)+C Indefinida
- Y (familia de fungoes)

prof. Henrique A M Faria 5



» Existem duas situacdes em que nao é possivel
determinar o valor exato da integral definida.

1. Algumas funcdes podem nao possuir primitiva
ou ser de dificil determinacao, por exemplo:

1 1
j e dx j Vv1+x3dx
0 —1

2. Quando um conjunto de dados experimentais
representam uma relacao funcional, mas nao é
possivel determina-la explicitamente.
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» Exemplos de funcao como curva e tabela:

_ _ r(s) v (m/s)
a 0,5 4,67

\
4 / 1,0 7.34
1,5 3.86

2 e
| /__ I =T 20 9.73

- ' o
0 > A 6 1 2,5 10,22

> Em ambos 0s casos sera necessario calcular a
integral definida de forma aproximada.

prof. Henrique A M Faria ?



ff(x) dx =T, = %[f(xo) + 2f(x) + 2f(x02) + -+ + 2f(x0m1) + £(xa)]

onde Ax=(0b —a)/n ex;=a + iAx.

~

J

.
A e
ATrap = Ax ( f(xi—l);' f(xi) )
A
,,_ = [f(xi) + £

prof. Henrique A M Faria g
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Exemplo 1 Aproximar a mtegralf —dx pela
1 X

regra dos trapézios comn = 5.

Com n=5a=1eb=2, temos Ax=(2 —1)/5=0,2 resultaem

1 0.2
f—ﬂxﬂ=

. 5 LA +2f(1,2) + 2f(14) + 2f(1,6) + 2f(1.8) + f(2)]

12 2 2 2 1
=0l —+——+"+ -+ =+
112 14 16 1,8 2

~ (0,695635

2 1
Calculo j _dx:mx]%=1n2=0,693147...

1 X

exato b
Er = j Ff(x) dx — T, Ey ~ —0,002488



» A area sombreada em azul é o erro do trapézio AQRD.

C

x> A derivada segunda f''(x) mede
quao rapido a inclinagdao de f(x)

B, muda.
. » Supondo um numero K maior que
A D todos os valores de |f''(x)|:
K(b — a)3 Estimativa de erro
|E7| < o2 para a regra do

trapézio
Deducdo: Franco (2006, p.341)
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Exemplo 2 Estimar o erro na aproximacao pela Regra
dos Trapézios na integral do exemplo 1.

Se f(x) = 1/x, entio f(x) = —1/x% e f"(x) = 2/x>.
Umavezque 1 =< x = 2,temos 1/x=1, logo

. 2 2
| f"() | = 2| =g 2

Portanto, tomando K =2, a=1, b=2 e n=135

22 - 1)° 1 Erro real =
E;| < = ~
| Ex| 12(5)> 150 - 0006667 0,002488

A formula superestima o erro!



Regra de Simjpson

/ b Ax \
L f()C) dx = §, = T[f(xu) 1 4f(x1) + 2]0(-172) -+ 4f(X3) + -

+ 2f(xn-2) + 4f(x-1) + f ()]

onde n € pare Ax = (b — a)/n.

\_ J

Limitante de Erro para a Regra de Simpson Suponha que | f¥(x) | < K para
a < x =< b. Se Es € o erro envolvido no uso da Regra de Simpson, entdo
Kb — a)

180n"

|Es| <

prof. Henrique A M Faria 12



Exemplo 1 Aproximar a integral f01 e dx pela
regra de Simpson com n = 10. Estime o erro.

Sen = 10,entaio Ax = 0,1 e a

Regra de Simpson resulta em

[ﬂ‘ " dx =~ % [£(0) + 4£(0,1) + 2£(0,2) +

-+ 4+ 2£(0,8) + 4£(0,9) + £(1)] X
DT Geog1ebra

[€° + 4e0% + 2600 + 400 + 2016

0,1

+ 4% + 2e%7° + 4% + 2% 4+ 4¢%8! + £!]

~ 1,462681

https://www. geogebra. org/


https://www.geogebra.org/

Exemplo 1 Aproximar a integral fol e dx pela
regra de Simpson com n = 10. Estime o erro.

A quarta derivada de f (x) = e* é
F9(x) = (12 + 48x* + 16)1:"'1)153"“2
e assim, como 0 = x = 1, temos
0=<fWx =< (12 + 48 + 16)e! = 76¢

Portanto, colocando K = 76e,a = 0,b = 1len = 10

O erro € N0 MAaximo

76e(1)° J‘l 4
~ (0,000115 e’ dx = 1,463
180(10)* Jo
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CALCULO

1. ANTON, Howard; BIVENS, Irl C.; DAVIS,
Stephen L. Calculo - volume 1. 8. ed. Sao
Paulo: Bookman, 2007.

2. STEWART, James Calculo - volume 1. 7
ed. Sao Paulo: Cencage, 2013.

cCaLCcuLO

3. FRANCO, Neide Bertold, Calculo QUCNERIED
Numérico. Sao Paulo: Pearson, 2006.

prof. Henrique A M Faria

15



NS Equenciasideinuimeios
reaiisferapliicalcoe st




Sequéncia: lista de numeros em ordem definida.

adi, dy, A3, A4, ..., Ay, ...
» O numero a,, é chamado termo da sequéncia.

» Outras notacdes para sequéncia:

{an} ou {an}:,}:l

» Algumas sequéncias numeéricas sao definidas por
uma formula para o n-ésimo termo.
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Definicdo Uma sequéncia {a,} tem limite L e escrevemos

lima, =L ou a, — L quando n —

Fl—>00

se, para cada e > O existir um inteiro correspondente N tal que

se n>N entio la, — L| < e
O O O O \ > . el )' O O O . O -
0 L —¢ L L +e¢

YA
y=L+e

L
yv=L—¢

Ol 1234 N n 18




Definicde lim,— . a, = ° significa que para cada numero positivo M
existe um teiro N tal que

se n >N entio a, > M

> Se lim,_...a, = <, entdo a sequéncia {«a,} € divergente,

Dizemos que {«,} diverge para <.

> As Propriedades do Limite também valem para os
limites de sequéncias
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Definicéo
Uma sequéncia {a,} é limitada superiormente se existir um niimero M

talque g, =M paratodon =1

Ela ¢ limitada inferiormente se existir um numero

tal que m = a, para todo n = 1

Se ela for limitada superior e inferiormente,
entdo {a,} ¢ uma sequéncia limitada.

Teorema da Sequéncia Monotona

Toda sequéncia monétona limitada é convergente.

20




(PA)

» Sequéncias de niumeros.

Cada termo, a partir do segundo, € a soma do termo
anterior com uma constante r.

A constante r é chamada razao da PA.

A, = Qun_1 +7

Caso a razao e o primeiro termo sejam conhecidos
pode-se construir o termo geral da PA.

21



(PG)
» Sequéncias de niumeros reais.

» Cada termo, a partir do segundo, é o produto do
termo anterior com uma constante real g.

» A constante g é chamada razao da PG.
Ap+1 = Ap(q
» Férmula para o termo geral da PG:

a, = a.q; as= a,q = a,1qq; .. a, = alq"‘l

22



» O numero de Euler (e) pode ser escrito como uma

sequéncia numeérica.
APROXIMACOES DE ¢ POR (1 + 1/x)"

1 n COM VALORES CRESCENTES DE x
a, =(1+-— -
1 1\*
Tl X 1-1-} (1-[-;)
1 7 ~42.000000
> Calculo do limite dessa 10 1,1 2,593742
N 100 1,01 2 704814
sequéncia:
1000 1,001 2716924
N\" 10.000  1,0001 2718146
im[1+=) =e¢ 100.000  1.00001 2718268
N— 00 n 1.000.000 1000001  2.718280

23
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Dada uma sére 2,-1a, — a1 + a» + as + + -+, denote
por s, sua n-ésima soma parcial:

n
Sn:zlﬂlg:a1+ﬂ2—|— S R
i=1
Se a sequéncia {s, } for convergente e lim ... §, = § eXistir,
entdo a série X a, ¢ chamada convergente, e escrevemos

L

2ap=s ou ar+art - ta,t =

n=1
O numero s ¢ chamado a soma da série.

Se a sequéncia {s,} € divergente, entdo a série € chamada

divergente.
25



» Cada termo é obtido do anterior, multiplicando-se

pela razao .

00
z ar®™! para a#0
n=1

Converge: selr|<1 = -1<r<1

Diverge: se|r| =1 = (—o,—1] e [1,+)

» A soma dos termos tem uma expressao fechada.

00
z ar™ 1 = % para |r| <1
n=1

26



Exemplo 2 Fragdo geratriz de uma dizima periddica.

Escrever o numero 0,77 = 0,777 ... como razao de
Inteiros.

0,7777 = 0,7 + 0,07 + 0,007 + -+

07777—7+7+7+ +7
’ 10 102 103 10n

v’ E uma série geométricacom a = 7/10 e raz3o:
a; 7/10° 1
" T4, T 7/102 10
5,=0777.=—2+ -7/ _710_7
o (1—-r) 1-(1/10) 9/10 9

27




(Convergente)

0.0)

Z n(n1+ 1)

n=1

» 0O termo geral pode ser escrito em fracoes parciais.

S"=Zi(i-1|—1)=z <%_ii1)

/‘ N G
n n+1
on =1 _n+1 = lm S, = lim (1 71)

28



(Divergente)

00)

21—1+1+1+1+
n 2 3 4

n=1
» Embora nao seja evidente que divirja, a somas
parciais demonstram que sim.

S =1 .S'—1+1 5—1+1+1
11— 4 2 — 2; 3 — 2 3,

S, < Sy < Sg< <S8y

» Nao hd um numero superior para as somas parciais.
Portanto, pelo Teorema da sequéncia monotona, a
sequéncia das somas diverge, assim como a seérie.

prof. Henrique A M Faria 2@



Teorema 6 (Ref. Stewart 7 ed.)

Se a série 2 a, for convergente, entdo lim q,

n=1 =

A reciproca do Teorema 6 néo é verdadeira.
Se o limite é nulo, nGo podemos concluir que a
série é convergente.

Teorema 7 (Teste da divergéncia)

Se lim ¢, ndo existir ou se lim g, = 0,

n—sco n—so
L

entiio a série ), a, ¢ divergente.

n=1
prof. Henrique A M Faria
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Teorema 8

Se 2 a, e X b, forem séries convergentes, entdo também o
serao as séries

(i) > ca,=c D, a, onde ¢ é uma constante
n=1

n=l1

(i) X (an+ b)) = 2 a, + 2 b,
n=1 n=1 n=1

(i) 2 (an — bn) = 2 an — 2 by
n=1 n=1 n=1

31
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Suponha que f seja uma tuncio continua, positiva e
decrescente em [1, «) e seja a, = f(n).

Entdo a série 2,1 a, € convergente se, ¢ somente se,
a integral imprépria (" f(x) dx for convergente.

(1) Se Lm f{x) dx for convergente, entio D a,é convergente.

n=l1

(11) Se Lm f(x) dx for divergente, entiio ), a, & divergente.
n=1

A fungdo f(n) deve ser decrescente a
partir do ponto de inicio da série.



0.0)

Exemplo1l A série 2

n=1

1
n? +1

converge?

v A funcdo em x de a,, é continua, positiva e decrescente
em |1, ). Entdo, é possivel o teste da integral.

o 1 ) t 1 A _ 4
L 2 T m ) o dx = mtg gl

. _1 eri W ’ri e
= I i S

Como a integral é convergente, pelo teste da
integral a série tambéem é convergente!

34



S | *
A série p D, — ¢ convergente se p > 1 e divergente se p = 1.

n=1
~ o 1
Demonstracio j — dx
1 x¥
Se p < 0, entdo lim,_.. {1/n”) = c e a série diverge
Se p =0, entdo lim,—. (1/n") =1 e a série diverge

Se p > 0, entdo a funcio f(x) = 1/x7 € continua, positiva e
decrescente em [1, o).

Portanto, a série p converge parap > 1.



Suponha que X a, e X b, sejam séries com termos positivos.

(1) Se 2 b, for convergente e a, = b, paratodo #,

entdo > a, também sera convergente.

(11) Se X b, for divergente e a,, = b, para todo n,

entdo 2 a, também sera divergente.

36



Exemplo 2 A série converge?

i 1 sejam: a, = ! b—1
- o T meD Ty
n=

» A série b,, é a série harmonica divergente.

1 1 = a,=b,

>
n—1) n

» Como a série b, é divergente e menor do que a,,,
pelo critério (ii) a série a,, dada também diverge.

prof. Henrique A M Faria 37



Exemplo 3 A série converge?

-1 1 1
Zzn—l sejam: a"_zn—l’ bnzz—n
n=1

» A série b,, é a série geométrica convergente.

1 1
on 1~ on

» O teste da comparacao ndo é util neste caso, pois
a, > b, e b, é convergente. Nao atende nenhum
dos dois critérios da comparacao.

> E necessario utilizar outro teste de convergéncia.

38



Suponha que X g, e X b, sejam séries com termos
POSsItIvos.

Se llm — = ¢ ¢ & um numero finitoe ¢ = (

entdo ambas as séries convergem ou ambas as sé-

ries divergem.

39



Exemplo 4 A série converge? Aplicar teste do limite.

-1 1 1
Z ] sejam: a"_zn—l’ bnzz—n
n=1

lim 2 = fim ——— = | —1>0
ot by mo 20— 1 moew 1—1j20

» Como b,, é uma série geométrica convergente, em
1

também é
2n_q

consequéncia, a série )4

convergente.
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Se a série alternada

D (1Yo, =by — by + bs — by + -
n=1

satistaz (1) bp+1 = b, para todo »
(11) lim 5, = 0

y—so0

entdo a série € convergente.

b, = 0

A2



O ()
Exemplo 1l A série 2 m converge?
n=1

= (=1t 1 1 1
— 1 ———|————_|— PN
El Fl 2 3 4
1
(1) b1 < b, uma vez que < —
n—+ 1 n

1
(1) lim b, = lm — = 0

n—eoo n—ea Ff

v As duas condicbes do teorema sdo satisfeitas.

v’ Entdo esta série, chamada harmdnica alternada, é
convergente.

a3



= (=1)"3n

Exemplo 2 A série yr— converge?
n=1 n
v" Calculo do limite do termo b,,.
3n 3 3

igb”zigaln—l:;}ﬂél 1 4

v’ Como o limite é diferente de zero, a condicdo de
convergéncia (ii) das séries alternadas nao é

satisfeita.

v Portanto esta série diverge!



» O teste da razdo é muito util para determinar se
uma série € absolutamente convergente.

» Este teste nem sempre é conclusivo.

» Ele é conclusivo quando o n-ésimo termo da série
contém um exponencial ou fatorial.

» Por ser um teste mais simples, frequentemente é
usado como primeira alternativa.

» Caso nao seja conclusivo, aplicam-se outros testes.

a5



(1) Se lim

Ji—s oo

nt1

Uy

= I < 1, entdio a série >, a, &

n=1

absolutamente convergente (e, portanto, convergente).

(11) Se lim

Un+l

tn

= L > 1 ou lim

L

2 dn § divergente.

n=1

(111) Se lim

n—s

Unt+1

tn

Un+l

tn

= oo, entdo a série

— 1, o Teste da Razao ¢ mconclusivo.

46
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Exemplo 6 Testar a convergéncia da série: -

n!
n=1
v Gp1 (1N nl
U (n+ 1) rn"
nt+ Dn+ 1" nl
(n + in! n"
+ 1\ n  quando
7 n
= ¢ > 1

v Portanto, a série é divergente.

a7



1) Se lim ¥/|a.| = L <1, entdo a série 2, a, &

—_— O
5 n=1

absolutamente convergente (e, portanto, convergente).

n—3 G0 n—sw

(i1) Se lim V/|a,| =L > 1oulim /| a,| = o, entdo a série

> a, & divergente.

n=1

(ii1) Se lim /| a,| = 1, o Teste da Raiz néo é conclusivo.

n—> 0



Exemplo 7 Testar a convergéncia da série >, (

2+ 3\
v oa,=
¢ (3n+2)

2n+3)n
3In+2

24 2
m:2n+3: n
i 3n + 2 2
3+ —
)
2
= — << 1 quando
3 JI —> o0

v’ Pelo teste da raiz, a série é absolutamente
convergente e, portanto, convergente.

49



Série da forma ), 1/nP é uma série p que sé converge
parap > 1.

Série da forma ) ar™ é geométrica e s6 converge se
Ir| < 1.

Séries similares com a série p e a série geomeétrica
podem ser comparadas com essas.

Seolim,_,. a,, # 0 usar o teste da divergéncia.
Na série da forma ),(—1)"a,,, usar o teste da alternada.

Em séries com fatorial ou n-ésima poténcia utilizar o
teste da razao.

Para séries da forma ),(b,,)"™ usar o teste da raiz.

Se a, =f(n) e a integral de f(x) for facilmente
calculada usar o teste da integral, caso seja possivel. 50
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» Uma série de poténcia centrada em um ponto a, ou
em torno de a, assume a forma:

Zﬁn(x_ﬂ)”=f?o+c1(x—a) +cg(x—a)2+
n=0

> Asérieiniciaemn = 0 e é infinita.

» Quanto n =0 adota-se a convencao de que
(x — a)’= 1. Isto ocorre mesmo quando x = a .

> Quando x = a os outros termos sao nulos. Portanto
a Série ira convergirem x = a.

52



Exemplo 2 Para que valores de x a série converge?

E (x — 3) Seja a, = (x — 3)"/n

v’ Pelo teste da razdo tem-se a relac3o:
o1 | | (x — 3" n
, n+1 (x — 3)"
1
- x— 3] = |x— 3]
] + — quando
n n—

v' A série é convergente se:

x —3| <1 & —1<x—3<1] & 2<x<4
53



Exemplo 2 Para que valores de x a série converge?

x—3)

v' O teste da razdo n3o fornece i
resultado quando [x — 3| = 1. n=1

v' Entdo, é necessario testar os extremos x =2 e x =
4 diretamente na série.

v’ Se x = 4 na série, ela se tornara

> 1/n, série harmonica divergente.

v Sex=2,asériec é=(—1)/n,
converge pelo Teste da Série Alternada.

v Portanto, a série converge se 2 < x < 4.

54



Principal uso: representacao de funcoes importantes.

» Representar uma funcdo em séries permite o
calculo de derivadas e integrais complicadas.

» As equacdes diferenciais também podem ser
resolvidas expandindo em séries de poténcia.

» 0O conjunto de valores de x para o qual a série
converge sera um intervalo.

» Ha trés possibilidades para esse intervalo de
convergéncia, definidos pelo teorema seguinte.

55



(]

Para dada série de poténcias 2, c,(x — a)”,
n=0
existem apenas tres possibilidades:

(1) A série converge apenas quando x = a.

(1) A série converge para todo x.
(1) Existe um numero positivo R tal que a série

converge se |[x —a| < Re

diverge se |x — a| > R.

R: raio de convergéncia da série.

56



Exemplo 3 Encontrar o raio de convergéncia da série.

i n(x + 2)" a, = n(x + 2)n/3n+1

v’ Pelo teste da razdo tem-se a relac3o:

(n + D(x + 2! 3+l
3n+? n(x + 2)
1Y |x+ 2] |x + 2|

3 quando 3

n—> o0

u+1

Uy

=1+

n

|x + 2|

<1 Raio de
convergéncia

—3<x+2<3 =2 -5hx<l = R=3
57

v A série é convergente se:



Exemplo 3 Encontrar o raio de convergéncia da série.

Teste nos extremos: x = -5 e x =1 i n(x + 2)
- 3n+1
n=0

v' Quando x = —5 a série é:

- a3y = ( Limite do
> 3 ;(—1)% Divergente ] termo geral

n=0
lima, =00 %0
\’n—)OO

v' Quando x = 1 asérie é:
e LI ( Teste da
2 il 3 2 n  Divergente ! divergéncia

n=>0 n=>0 .
lim a, =0 #0
\n—>00
v Assim, a série é convergente no intervalo (—5,1) e
raio de convergéncia R = 3. ottt
-5 =1

R
58



x-’/
=" = >
/_‘1 () | X
1 “
f(x):—l =2 x x| <1
— X n=0

v' Se n aumenta, S,,(x) se aproxima de f em (—1,1).

prof. Henrique A M Faria 5@



» As equacoes (i) e (ii) podem ser reescritas por:

(1i1) Q%Li culx — a)”] = gﬂ{% lex — a)"]

(1v) J |:§0 CalX — a)”]dx = gﬂj cilx — aY'dx

» As propriedades da derivada da soma e da integral
da soma sao validas para séries de poténcia.

» O intervalo de convergéncia pode mudar apods a
diferenciacao ou a integracao.

60



Exemplo 6 Encontrar uma representagao em série de
poténcia para a funcao f = In(1 + x) .

v’ Diferenciando a funcio dada:

dln(1+x) L _ L
dx 1 + x 1 — (—=x)
1
—1—-x+x—-xX+... |x|<1
1 +x

v’ Integrando em ambos os lados da ultima fungdo

Jlixdxzj(l—x+x2+m)dx

JCQ

In (1 +x)=x— > -

fooot C

X
4
+ C

In (1 +x) = 2( 1y~! x| <1

61
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» Substituindo-se o coeficiente correspondente na
expressao da fungao f tem-se a série de Taylor:

flx) =cotelx —a)+ealx —a)f +e(x —ay +

0 =ra@+ L e L e ap e L 0
e 0 srie d |
o= S LT e PG sl <R

> Quando a = 0 tem-se a série de Maclaurin.

o fP0)  Série de Maclaurin
o= 2 al da fungdo f

n=0
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Exemplo 1 Obter a série de Taylor f(x) = e* ema = 0.
Encontrar o raio de convergéncia.

v Se f(x) = e*, entdo f™(x) = ¥, portanto f™(0) = ¢° = 1

v’ Portanto, a série de Maclaurin para fem O €

i x™H n! | x|
B T
A (n )ox & quando
n—> o

v’ pelo Teste da Razdo, a série converge para todo x e R = oo
64



Exemplo 2 Obter a série de Taylor de f(x) = e’ e
. 1 .
expressar a integral fo e*” dx por uma série.

v Partindo da série da exponencial e*:

0.0)

x% x3 x™

Fe=ldxt ot = ) —

n=0

v Trocando x na série de e* por x?:

232 312 *
ex2=1+x2+(x) (X) z_
n!

2

v A primitiva da fungdo f(x) = e*” é entio:

, x*  x®
fexdx=f 1+x4~5+§rk dx
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1 .
Exemplo 2 f(x) = e*” expressar fo e*” dx em série.

3 2n+1

X N x5 i
3 5.2' 73' — (2n + 1)n!

jexzdx=x+

v' Portanto, a integral definida sera:

1 e 2n+1 0
fo dx = Z (2n + 1)n' Z (2n + Dn!

** Este processo pode ser aplicado para funcdes nas
guais nao se conhece a primitiva.

O resultado da integral definida serd uma
aproximacao para o valor real.

prof. Henrique A M Faria @@



1. STEWART, James. Calculo - volume 2. 7. ~ I I
ed. S3o Paulo: Cengage, 2013. cacu 0
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combasena72ed. P

Jarnas Stewart

STEWART, James. Calculo - volume 2. 8. ed.
Sao Paulo: Cengage, 2016.
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SIS eliileXertiramstormadaNde
FoOUrlEr



a
f(x)=?0+2(ancosnx+bnsennx) %:lfnf(X)dx
n=1 ) _g

» Para um intervalo mais geral L.

Ao g
fx) = 7+ z(an cos nx + b,, sen nx) a :% f(x) dx
~L

n=1

_1fL ) nmx b—lfL ) nmx
a"_L _focos T n =7 _fosen 7
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Exemplo 2: Determinar a série de Fourier da func3o.
fx)=x X € [—m, m]

v" Calculo dos coeficientes a, e a,,.

1 (L 1 (T 1[x2] ™
a,=-| f)dx = a0=—f xdxz—l—] = a,=0
VIA

L), T)_ ml 2] _
NITX 1" NmITX
a, = ff(x)cos—dx = an=%j xcos—n dx
=0

T V8 Y
a, =—| xcosnx a, =—|—sénnx —— | sennx

T)_. —0 T gy ntl_g

__ 1 i/ " = =0
a, = — 0S nx - a, =
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Exemplo2: f(x)=x xe€[-nn]
v" Calculo dos coeficientes b,,.

1t nmwx 1 (™ nmwx
by =—J f(x)sen—dx = by =—J
L), L

xsen—
T
1" 1rx
bn=_J xsennxdx = p, = ——[ COS X J —cy/nxdx
mT)_, Tln
1 T
b, = —— |mcosnt — (—m)cosn(—m)] = ——2cosnmt p, = —— (_1)n
n n

v' Série de fourier de f(x) = x.

oo

fx) =x= z —%(—1)"sennx

n=1
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Exemplo2: f(x)=x xe€[-nn]

v' Gréfico da série de Fourier de f(x) = x com 5 termos.

3 1 — Initial function /

Fourier series + Y /
flx) =x V4

T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

https://mathforyou.net/en/online/calculus/series/fourier/ 72
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1. BOYCE, W.E.; DIPRIMA, R.C. Equacoes
Diferenciais Elementares e Problemas de Valores
de Contorno. 9. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2010.
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com basena92ed. P

BOYCE, W.E.; DIPRIMA, R.C. Equacoes Diferenciais

Elementares e Problemas de Valores de Contorno.
11. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2020.
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» Para um intervalo L mais geral tem-se:

TLTL’t 1 L nrt

f() = Cpe L Cn=77 _Lf(t)e“ L dt

Nn=—oo

» Substituindo L =T /2 onde T é o periodo:

= ;2mnt 1 T/2 _;2mnt
f(t) = z Che T C,== f(He " T dt

n=-—oo r —T/2

~T/2<t<T/2

74



» Seja a série de Fourier na forma exponencial.

> ;2mnt 1 T/2 2nnt
fQ) = 2 Che T C, == f(He T dt
n=-—oo r —T/2

» Sabendo que a frequéncia angular w = 2m/T:

T/2

o 1 .
FO= ) Cetmt  Go=z|  ferientdr
r ~T/2

n=—o0o



» A expressao da Transformada de Fourier é entdo:

Fw) = F{F(0) = j F(et di

» A transformada inversa converte uma funcao no
dominio da frequéncia para o dominio do tempo:

1 .
F(t) =F YF(w)} =5Tf F(w)e't dw



Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

1 T/2<t<T/2 F,
(1 se — <t< 1
f) = {O se It| > T/2 ¢ ° ¢
—_— f—
12" T2

e (Calculo da Transformada de Fourier:

Flw) = joof(t)e‘i“”t dt

—T/2 ;= 0. T/2 =1 w s 0_
F(w) =f /t)e“‘”t dt+f /{t g twt dt+f/é)e“‘”t dt
—oo —T/ T
/2

— iwT lwT

. T
/2 g twt 1({—e 2 +4e 2
O S e ( Ca s
~T/2 /2




Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

Tz 1{—e iZwT +einT (X E)
F(w) =f e Ot gt = : 2
~T/2 w i o
iwT —iwT\\ — Sen(?)
B 2 (e 2 —e 2 )
W 21
N _[lse —T/2<t<T/2 F(w)zgsen(w_T)
F® =10 se lt] > T/2 w 2
F(w) ¢
f(t), ‘
1
o o
—T/2 T /2 OV E\VARS




Exercicios: encontrar a Transformada de Fourier.

(a) Considere a fungao f(t) = e~ sendoa > 0 constante.
Calcular a Transformada de Fourier e tracar o grafico das
duas funcdes em um software (Usar a = 1 nos graficos).

Resp.: F(w) = e @"/4a

(b) Considere a funcdo f(t) = cos(t?). Calcular a
Transformada de Fourier e tracar o grafico das duas funcoes

em um software.
Resp.: F(w) = \/715671 + cos( )]

Sugestdo para graficos: https://pt.symbolab.com/graphing-calculator



https://pt.symbolab.com/graphing-calculator
https://pt.symbolab.com/graphing-calculator
https://pt.symbolab.com/graphing-calculator

1. SAUTER, Esequia; AZEVEDO, Fabio S. (Org.). Analise de
Fourier: um livro colaborativo. Porto Alegre: UFRGS, 2018. 103
p. Disponivel em:
https://www.ufrgs.br/reamat/Transformadasintegrais/livro-
af/livro.pdf. Acesso em: 10 mai 2025.
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Releia os slides e exemplos apresentados na revisao.

Refaca pelo menos 2 exercicios da lista de cada
topico.

Utilize os softwares para graficos das séries e
transformada de Fourier nos exemplos.

Entenda o processo de resolucao, sem decorar as
operacoes.

Qualquer pequena mudanca no exercicio pode levar
a um resultado completamente diferente.
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Bons estudos!

prof. Henrique A M Faria
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