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Yazar Hakkinda

1957 yihnda Cambridge Universitesinde doktorasin tamam-
layan Roger Penrose, bir siire Ingiltere ve ABIYdeki iniversite-
lerde cesitli gorevler aldi. 1964-1973 yillan arasinda Londra'da-
ki Birkbeck College’de Uygulamal Matematik Profesérii olarak
caligt. 1969’da Stephen Hawking ile beraber kamtladiklari bir
teoremle, yeterince agir bir yildizi olusturan kiitlenin kendi
merkezine dogru ¢ikmesi sonucu ortaya cikan karadeligin, sifir
hacimli sonsuz madde yogunluklu bir noktasal uzay-zaman te-
killigine ulagmasmin klasik fizikte kacimlmaz oldugunu goster-
di. 1973'te Oxford Universitesi'nde Rouse Ball Matematik Kiir-
sitsii profesorligiine getirilen Penrose, 1966’da Adams Odii-
li'nit, 1971’de Dannie Heineman Fizik Odilirna aldr. 1972'de
Royal Society lyeligine secildi. 1975te de Kraliyet Astronomi
Dernegi'nin Eddington Madalyasi’'m Hawking ile paylasta.



Sunus

Ik basim 1990 yilinda yapilmig olmasina kargin gimdiden
bilim klasikleri arasinda sayilan elinizdeki kitabin yazar Ro-
ger Penrose, cagrmmzin énde gelen bilim adam ve diigtiniirlerin-
dendir.

Roger Penrose, 1931 yilinda Ingiltere’'nin Colchester kasaba-
sinda dogdu. Doktor olan annesi, genetik uzman: olan babasi,
birisi iinli matematikei, digeri taninmig satrang sampiyonu
olan kardesleriyle birlikte tiim aile bireylerinin matematige il-
gisi ve yetenegi vard:. Bu ortamda yetigen Roger Penrose, lini-
versiteye baslarken ilgi duydugu iki alan olan tip ve matematik
arasinda tercih yapmak zorunda kalinca matematigi segti.
1957’de Cambridge Universitesinde doktorasimi tamamladi.
Teorik fizik problemlerine ilgi duymaktayd:. Bir siire Ingiltere
ve ABD'deki iiniversitelerde gezdikten sonra 1964-1973 yillan
arasinda Londra’daki Birkbeck College’de Uygulamah Matema-
tik Profesorii olarak gorev yapti. Burada bulundugu sirada,
1969’da, Stephen Hawking ile beraber kanitladiklar: bir te-
oremle, yeterince agr bir yildizt olugturan kitlenin kendi mer-
kezine dogru ¢6kmesi sonucu ortaya gikan karadeligin, sifir ha-
cimli sonsuz madde yogunluklu bir noktasal uzay-zaman tekil-
ligine ulagmasimin klasik fizikte kagimlmaz oldugunu gosterdi-
ler. Biylece Penrose’a gohret énemli oranda genel gorelilik te-
orisiyle gelmis bulunsa da soyut matematikte de biiylik bagan-
lar1 vardir. Daha geng yaslarinda babasiyla beraber ilgilenmig
olduklari, Penrose’un eglencelik matematik dedigi bir konudalki
bulugu, sonradan cebirsel geometride dnemli problemlerden bi-
risi olmustur. Kendini tekrarlayan hangi dizlemsel gekillerle
bir yiizey tam olarak kaplanabilir? Biliyoruz ki egkenar iicgen-
lerle, dortgenlerle, diizgiin altigenlerle periyodik kaplama
yapilabilir. Penrose, periyodik olmayan (yani kendini tekrarla-
mayan) diizlem kaplamas: veren binlerce farkl: gekil tizerinde
yillarca calistiktan sonra, bunlardan bagimsiz olanlarn sayisi-




n1 o6nce altiya sonra ikiye indirmeyi basardi. Penrose sekilleri,
inlii Hollandali grafik sanat¢isi Escher’e de esin kaynag ol-
mugtir. Penrose, salt matematiksel merak nedeniyle buldugu
bu gekillerin sonradan kristalimsi (quasicrystal) denen kimya-
sal maddelerin niteliklerini agiklamakta kullanilmis olmasini,
temel bilim aragtirmalarinin toplumsal yararim kanitlayan
¢arpia1 bir 6rnek olarak gostermektedir. Roger Penrose 1972'de,
Royal Society Uyesi secildikten sonra, 1978de Oxford Universi-
tesi'nde Rouse Ball Matematik Kiirsiist Profesorliigiine getiril-
di. Cok sayida 6diille onurlandirilan Penrose’a son olarak
1996’da Sir {invani verilmigtir.

Kitabin adimin Hans Christian Andersen’in {inlti masalin-
dan geldigi dikkatinizi ¢ekmis olmahdir: Krahn Yeni Giysile-
ri. Masalin ana fikri, etkili ve yetkili bilgelerin dile getirmek-
ten kacindiklar1 yalin gergegi, bir cocugun safhigiyla dile geti-
rilebilmis olmasidir. Diinyanin énde gelen matematik dehala-
r arasinda sayilan, teorik fizige katkilarimin énemi sorgulan- .
mayan Roger Penrose igin cocuk saflifina sahiptir denemeye-
cefine gire acaba ¢ok tnemli kltabma nicin béyle bir baghk
secmistir?

Bunun nedenlerini 20. yiizyilda gelisen teknik olanaklarin
bilimsel gériig ve yontem anlayisinuzda yol actigr veni yone-
limlerde aramaliyiz. Ozellikle her konuda kavramlarin sorgu-
lanmasi, daha énce hi¢ s6z konusu edilmemis yeni kavramla-
rin ortaya ¢ikmasi giindemdedir. Gozlem ve deney, varsayim
ve kuram tstiine kurgulanms bilimsel yéntem konusunda ye-
niden diigiinmenin zamam gelmistir. Bilimsel yaklasimin te-
melinde yer alan doga gizlemlerinde bugiine dek hep insan al-
gilan esas almmgt. Mikroskop gibi, teleskop gibi, va da giin-
cel bir 6rnek olmas: bakimindan, Mars’a indirilen uzay araci
gibi detektérlerin yapiminda giidiilen amag, insan algilarinin
erimini dogal sinirlarinin dtesine ulagtirmaktir. Sonucta doga
gozlemi denen sey, insanin dokunarak, duyarak, gérerek olgu-
lar: biling alanmina (yani zihnine) aktarmasindan ibarettir.
Sonrasy bu verileri akilla igleyerek mantiksal cikarimlarla so-
nuca ulagmaktir. Ote yandan, cagdas algilayieilar giderek da-
ha artan oranlarda bilgisayar teknolojisinden yararlanmakta-
lar. Boylece artik verileri, érnegin bir fotograf olarak kagit



iizerinde gozle goriilecek bicimde kayda gecirmek yerine digi-
tal bilgi bankalarina doldurmaktayiz. Bunun ¢ok énemli iki
sonucu var. Bunlarin birincisine veri analizi yoluyla verilerin
temizlenerek dogrudan gézlenemeyecek olgularin fark edilme-
sidir dersek ikinei énemli sonug, bilgisayar iletisim aglaryla
veri tabaninin aminda tim aragtirmacilara agilmis bulunmasi-
dir. Artaik yeni olgular, kiitlecekimi yasasi, termodinamik ku-
rallar:, kuantum mekanigi vb. yillar boyunca stzilerek bizle-
re kadar gelmis olan bilgi birikiminin yardimiyla hemen 6ni-
miizde, masamuzin iistiindeki bilgisayar ekraninda, belirle-
mekteler. Giniimiiziin siiper bilgisayarlanmn sagladigh hizh
hesap kapasitesi yardimiyla, uzayda dolanan gezegenler, pat-
layan ynildizlar, ¢arpisan karadelikler, atmosferde olusacak
firtina bulutlary, ckyanuslardaki dalgalar ve daha bunlara
benzer nice olgu, temel fizik yasalarindan baglanarak mate-
matik hesaplarla ekranda olusturulup incelenebilmekte. Ma-
gamizin tstiinde, elimizin altinda istersek bir diinya olustura-
biliyoruz. Artik, bir fizik modelini sinamak i¢in dogada gbzlem
yapmak veya laboratuvarda deney yapmak kadar bilgisayar-
da benzetigim (simulasyon) yapmak da gecerli kabul edilir bir
yontem olmustur. Yildizlan gercekte patlatamayiz, veya var-
hklarnmn kanmitlar dolayh olarak gelen karadeliklerden iki
tane bulup, iistelik bir de bunlan carpigtiramayiz. Ancak tim
bu olaylar bilgisayar benzetigimiyle incelenebilir. Daha pratik
diizeyde, drnegin radyasyon korkusu duymadan, bir reaktér
tasarim benzetisim yintemiyle yapilabilir. Yeni malzemele-
rin atom yapist tasarlamp, bunlarn laboratuvarda tiretimine
gecilmeden once istenen fiziksel ve kimyasal nitelikleri tas-
yip tagiyamayacaklan bilgisayar benzetisimiyle irdelenebilir.
Bilgisayar ekranindaki gériintiler gercek diinyadaki olgula-
rin bire bir temsili midirler yoksa sanal bir dinyada hayal mi
gérmekteyiz? Sakin Evren dedigimiz, muazzam bir bilgisayar
ekranmdan ibaret olmasm? Bilgisayarlar bilin¢lendirilebilirler
mi? Yani akillanip kendi baslarina diiginebilirler mi? Bu ve bu-
na benzer sorulabilecek nice sorunun yakin gelecekieki felsefe
tartigmalanna ne kadar uygun bir zemin olusturduklar: agik-
tir. Daha simdiden bilgisayar bilimcileri tarafindan Yapay Zeka
(AT=Artificial Intelligence) kavrami ortaya konmug bulunmak-



tadir. Eger, sikca dendigi gibi, bilgisayarlar yakinda yapay ze-
k4 edinebileceklerse neden yapay akil sahibi de clamasiniar?...
Takma kol, takma bacak, suni bébrek gibi yapay organlarin
kullanamim yadirgamyoruz. Insan beynini organik bir bilgisa-
yar sistemi olarak yorumlamaya egilimli bilgisayar bilimeileri-
ne gore yapay beyin fikri de yadirganmayacaktir. Boyle gelisti-
rilmig bir bilgisayarn akh neresinde olacaktir? Ama bu tiir so-
rulara dalmadan &nce derin felsefe konulari tistiinde durup bir
daha digiinmek gerek. Akil nedir? Zeka nedir? Biling nerede-
dir? Diigiince beyinde hangi eylemlerin sonunda olusur? Belki,
zihin dedigimizin bir fiziksel varlif: bile yok. Karmasik bir ma-
tematik hesabi bir anda hatasiz yapabilmek, diigiinmekle es tu-
tulabilir mi? Yoksa insan beyninin iglevleri arasinda hesap ya-
pabilmenin dtesine gecen bir seyler mi var?

Roger Penrose, bu yamt: pek zor konularda kendi gériigleri-
ni, daha dnce felsefenin derin tartismalarindan uzak durmus
bir matematikei ve temel bilimcinin pratik yaklagimiyla savun-
musg. Kitabi, daha yayinladifhi giinden baglayarak biiytik yank-
lar nyandirdi. Felsefe ve mantikcilarn, bilgisayar bilimeileri-
nin Penrose’a yonelik elegtirileri dinecek gibi goriinmiiyor. An-
lagilan o ki bu kitap bilim felsefesinin en cok tartigilan, iizerin-
de kitaplar yazilacak $nemli eserlerinden birisi olmaya aday-
dar, Her bir béliimiinde son derece zor matematik, fizik ve felse-
fe konularmin birbiri pegine ele alindigr bu uzun ve kapsamh
kitabin Tiirkge gevirisi, biraz daha kolay izlenebilir yapabilmek
digiincesiyle iic kitap halinde yayinlanmakta. Toplam on bo-
limden olugan kitabi, bélimlerinde ele alinan konular itibariy-
le ti¢ kusima ayirirken zorlanmadik. Ik dért boliimi igeren bi-
rinci kisimda matematik ve fiziksel gerceklik, akil yiritmenin
sinirlan, algoritmalar ve hesaplanabilirlik kavrami, matema-
tikte kamt, dogruluk ve sezginin tnemi ele alinmaktadir. Tkinei
kisimda yer alan beginci ve altiner béliimlerde sirasiyla klasik
fizik teorileriyle kuantum fiziginin, énder konumdaki bir teorik
fizikei tarafindan degerlendirilmesi, temel kavramlarm sorgu-
lanmasina yer verilmektedir. Penrose, baska yazilarinda da
sikea degindigi gibi, bilimsel teorileri ti¢ kategoride ele alwr: (i)
Mazxwell teorisi veya Einstein teorisi gibi yetkin teoriler. (ii)
Kuantum elektrodinamigi, Salam-Weinberg elektrozayif etki-



legmeler teorisi gibi yararli teoriler. (iii) Kuantum kezmolojisi,
Penrose’un kendisinin tvistor teorisi veya slpercisim teorileri
gibi gecici teoriler. Ucilinci kategoriye koydugu teorilerin tartis-
masi ve Penrose’'un bunlar iizerine inga edilmig spekiilasyona
dayah fikirleri, tgiincti kismm bélitmlerini olusturmaktadirlar.
Evrenin ve tersinemez zaman akisimn sinirlanmin ele alindigh
yvedinel bolimi izleyen bélimde bir kuantumlu kiitlecekimi te-
orisinin gerekeeleri ve beklenen nitelikleri tartisilmaktadir. Do-
kuzuncu béliim beyin, beyin islevleri ve bilgisayarlarnn tartigil-
masma ayrilmistir. Uzerinde ¢ok konugulan kuantum bilgisa-
yar fikri burada ele alinmaktadir. Sonuncu hélimde fiziksel
aklin nerede bulundugu konusu ¢evresinde dne siirtilen pek cok
yeni fikir biraraya toparlanmigtir.

Samrnm, tamamim okumak icin verilecek uzun ve zahmeth
bir ugrastan sonra kitabin akilda kalacak 6z{, Penrose’un,
genel bir tammlamayla, bir tiir bilgisayarin karmagilk hesap ey-
lemlerinden yararlanilarak insan didgincesinin model-
lenebilecegi gorigini benimseyen Yapay Zekécilar’a kars ol-
dugudur.

Tekin Dereli

Prof. Dr., ODTU Fizik Boliimii
22 Temmuz 1997,

Ankara




Bu kitabi, basimint gérecek kadar yasamayan
sevgili annemin aziz antsina ithaf ediyorum...
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Matematik Denklemleri ile Ilgili Aciklama

Bu kitabin birgok yerinde, yazilan her formiliin kitabin ge-
nel okuyucu sayis1m1 yar1 yamya azaltacagl konusunda yapilan
uyarlan umursamadan sikca matematik formiilleri kullanmak
zorunda kaldim. Formillerin sikica oldugunu digiinen okurlar-
dan biriyseniz (ki pek ¢ok okuyucu biyle diigiiniir), size bu du-
rumlarda bizzat uyguladigim bir yintemi uygulamamz dneri-
rim. Yéntem agag yukan goyle: Formiilin yer aldif satin atla-
yin ve metnin bir sonraki satirina geciverin! Pekala, biyle yap-
mayin, belki yontem tam anlamiyla hi¢ de boyle degil, ama o
kotiz formiilii dikkatle incelemek yerine soyle bir gz atar ve he-
men gonra metni ockumayl siirdiiriirseniz kisa bir siire sonra,
veniden yiireklenir, ihmal ettiginiz formiile geri déner, ténem
tasivan noktalarn farkina varabilirsiniz. Neyin énem tagidigh
konusunda metinde yer alan agiklamalar size yardime: olabilir.
Eger yardime: olmuyorlarsa, zaten atladiginiz formiilii tiimiiyle
aklimzdan gikarmamzda highir sakinea yoktur.
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Tesekkiir

Bu kitabin hazirlanmasinda, su veya bu sekilde, yardimer
olan ve tegekkiir bor¢lu oldugum bircok kisi bulunuyor. Qzellik-
e, Al (Yapay Zeka) taraftarlan (éncelikle bir zamanlar izledi-
gim bir BBC TV programna katilanlar bagta olmak tizere), yil-
lar once, gliclii AT ile ilgili gérigleri, agklama tarzlarnyla beni
bu kitab1 yazma konusunda ézendirdiler (Yine de, girisimimin
ileride beni ne tirld zahmetlere sokacagini bilseydim korkarm
bu ige hig kalkismazdim).

Taslak halindeki gahgmami kisim kisim inceleyerek, degisiklik
yapmam i¢in yararh onerilerde bulunanlar oldu. Onlara da tesek-
kiir ederim: Toby Bailen, David Deutsch (Turing makinemin
kurallarmin diizeltilmesinde biiyitk yardimlar: olmustur), Stuart
Hampshire, Jim Hartle, Lane Hughston, Angus Mclntyre, Mary
Jane Mowat, Tristan Needham, Ted Newman, Eric Penrose,
Toby Penrose, Wolfgang Rindler, Engelbert Schiicking, ve Dennis
Sciama. Mandelbrot kiimesiyle ilgili olarak verdigi ayrmtili bilgi-
ler i¢in Christopher Penrose’a, satrane oynayan bilgisayarlarla ile
ilgili olarak verdigi ayrmntili bilgiler icin aym sekilde Jonathan
Penrose’a tesekkiir ederim. Uzman: olmadighm bir konuyu iceren
IX. Bolum'ti okuyarak kontrol eden Colin Blakemore'a, Erich
Harth’a ve David Hubel’e 6zel tegekkir borgluyum. Tegekkiir et-
tigim kigiler, gézden kacabilecek yanhslardan highir gekilde so-
rumlu degildirler. Bu kitabin bir kismina temel olusturan bazi
derslerin verildigi Houston Rice Universitesime gitmemi sagla-
yan DMS 84-05644, DMS 86-06488 sozlesmeleri kapsaminda
destekleri icin NSF: (National Science Foundation/a Kuantum
mekanigi ile ilgili degerli fikir ahg-veriginin yapildigh Syracuse
Universitesi'ne gidebilmemi saglayan PHY 86-12424% tegekkiir
ederim. Bu kitaba 6nsoz hazirlamakla gosterdigi comertlik ve ba-
71 yorumlart i¢in Martin Gardner'a minnettarbigim ifade etmek
isterim. Cesithi béltimler haklanda dikkatli ve ayrintali elestirisi,
kaynak ldtaplarla ilgili son derece degerli yardimlar: ve en énem-
lisi en ¢ekilmez oldugum zamanlarda bana gistermis oldugu an-
layis ve en ihtiyac duyulan anda verdigi derin sevgi ve destek icin
sevgili esim Vanessa'yva tegekkiir ederim.



Sekillerle Ilgili Tesekkiir

Bu kitabin yayincilan, sekillerin gogaltilmasina izin verdik-
leri icin agagidaki yaymncilara tegekkiir eder

Sekil 4.6 ve 4.9, D.A. Klarner (ed), The mathematical

Gardner’den ahnti (Wadsworth International, 1981).

Sekil 4.7, B. Griunbaum & G.C. Shephard, Tilings and pat-
terns’den alinti (W.H. Freeman, 1987) Copyright © 1987 W.H.
Freeman and Company izniyle kullamtmistir,

Sekil 4.10, K. Chandrasekharan, Hermann Weyl 1885-1985
(Springer, 1986).

Sekil 4.11 ve 10.3, “Pentaplexity: a class of non-periodic
tilings of the plane”den alinti. The Mathematical Intelligencer,
2,32-7 (Springer, 1979).

Sekil 4.12, H.S.M. Coxeter, M. Emmer, R. Penrose ve M.L.
Teuber (ed), M.C. Escher: Art and Science (North Holland,
1986).

Jekil 5.2, © 1989 M.C. Escher Heirs/Cordon Art-Baarn-
Holland.

Sekil 10.4, Journal of Materials Research, 2, 1-4 (Materials
Research Society, 1987).

Diger tiim sekiller (4.10 ve 4.12 dahil) yazarin kendisi
tarafindan hazirlanmisgtir.



Vi

Onsdz

Bityiik matematikeilerin ve fizikcilerin cogu, mesleklerinden
olmayanlann anlayabilecekleri bir kitap yazmamn, olanaksiz
olmasa bile, cok zor oldugunu diigiintrler. Bu yila kadar, din-
yanin en bilgili ve yaratici matematik fizikcilerinden Roger
Penrose’un, bu diisiincede olanlar arasinda yer aldifa sanilabi-
lirdi. Teknik olmayan makalelerini ve konferans metinlerini
okumusg olan bizler ise bunun byle olmadigin biliyorduk. Yine
de Penrose’un, yogun caligsmalarindan zaman ayirarak, ayni
meslekten olmayanlar icin harika bir kitap yazdigini gérmek
hos bir stirpriz oldu. Bu kitap, klasikler arasinda yerini alacag-
na inandifim bir eser.

Penrose’un kitabinin béliimleri, gorelilik teorisinden, kuan-
tum mekanigine ve kozmolojiye kadar degisik kenular kapsa-
maktaysa da ana diigiinceyi, felsefecilerin “us-beden problemi”
olarak adlandirdiklan teori olugturmaktadir. “Giicla AT” (Ya-
. pay Zek4) savunucular, elektronik bilgisayarlarnn insan akh-
nin yapabilecegi her geyi yapabilmelerinin yalmz bir veya iki
yizyllik (bazilan bu siireyi elli yila kadar kisaltiyor!) bir sorun
olduguna bizi yillardir tkna etmeye ugragmaktalar. Genglikle-
- rinde okuduklan bilimkurgu kitaplarindan etkilenen ve beyin-
lerimizin yalnizea (Marvin Minsky'in dedigi gibi) ‘etten yapil-
mis bilgisayarlar’ olduguna kendilerini inandiran bu insanlar,
haz ve ac, giizellik ve mizah begenisi, bilinglilik, hiir irade gibi
yetilerin, elektronik robotlarda, algoritmik davramglan yete-
rince karmagik duruma geldigi zaman dogal olarak ortaya cika-
cagimdan kugku duymamaktadiriar.

Baz1 bilim felsefecileri (iinlii Cin odas: diigince deneyimini
Penrose’un derinlemesine ele aldig John Searle gibi felsefeciler)
bu ditgiinceye siddetle karg: cikmaktadirlar. Onlara gére bir bil-
gisayar, ¢arklarla, kollarla veya sinyal ileten herhangi bir meka-
pizmayla calisan mekanik hesap makinelerinden temelde farkh
degildir (Bir bilgisayar, yuvarlanan bilyalarin veya borulamn
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iginde alap giden suyun lizerine dayandigh fizik yasalarina uy-
gun yapilabilirdi). Elektrik, tellerin icerisinde, (1sik haric) diger
enerji tiirlerine gore daha hizh iletilebildigi icin simgelerle hesap
makinelerinde oldugundan daha siiratle oynayabilir ve bu ne-
denle son derece karmasik iglemlerin iistesinden gelebilir. Fa-
kat, elektrikli bir bilgisayar gerceklestirdigi islemi, bir abakiisiin
‘anladigindan’ fazla ‘anlar’ mu? Bilgisayarlar simdilerde satranc:
ustaca oynuyorlar. Acaba satranctan, bir zamanlar bir grup bil-
gisayar meraklisimin derme ¢atma aletleriyle yaptiklar: bir basit
oyun makinesinden daha fazla ‘anlarlar’ m?

Penrose’un kital, simdiyve kadar yazilmis giicki Al karsity
olan en etkin saldindir. Gegen ytizyillarda akhn, bilinen fizik
yasalariyla ¢alisan bir makine olduguna dair indirgemeci sava
karg itirazlar yapilmisti, fakat Penrose’'un karg: saldirisi, ken-
disinden 6nceki yazarlarin sahip olmadiklan bilgilere dayanila-
rak yapildig i¢in, daha inandinci. Kitap, Penrose’un bir mate-
matiksel fizik¢iden ote, birinci simif bir felsefeci oldugunu, cag-
dag felsefecilerin anlamsiz bularak géz arda ettikleri sorunlar:
irdelemekten ¢ekinmedigini acikea gostermektedir.

Penrose, aym zamanda, kii¢iik bir grup fizikcinin giderek ar-
tan itirazlarina kargsin, gigli bir gercekeiligin savunuculugunu
tistlenmek cesaretini de géstermistir. Yalmz “orada bir yerdeki”
evren degil matematiksel gercek de kendine 6zgii gizemli ba-
gimsizhfa ve zamansizhifa sahiptir. Newton ve Einstein gibi
Penrose da, gerek fiziksel diinyaya gerekse saf matematigin
Platonik diinyasina son derece algakgéniilliikle ve derin saygy-
la yaklagiyor. Say1 teoricileri arasinda seckin bir yeri bulunan
Paul Erdis, en iyi kanitlarin yer aldigy ‘Tanrinm Kitaby hak-
kanda konugmaktan hosglanir. Matematikcilerin, bu kitabin bir
sayfasina ara sira goz atmalarina izin verilir. Bir fizikei veya
bir matematikgi birdenbire bir sezgiye kapildig zaman Penrose
bu sezginin ‘karmagik hesaplamayla uyandiriloms’ bir duygu-
nun dtesinde bir sey clduguna inamr. Bu, bir an icin nesnel
gercekle iligkiye gecen us'tur. Acaba, diye diigiiniir, Platon’un
diinyas: ile fiziksel diinya (fizik¢ilerin matematigin potasinda
erittikleri diinya) gergekte bir ve aym midir? Penrose’un kitabi-
nin bir¢ok sayfasi, adin:i Benoit Mandelbrot’tan alan
Mandelbrot kiimelerine ayrnimstir. Béyle bir kitmenin parcalar:
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buyitildigiinde istatistiksel anlamda birbirine benzer yap1
ghstermesine kargin, sonsuz helig bicimi 6nceden tahmin edile-
meyecek sekilde siirekli degigim gostermektedir. Penrose, bu
egzotik yapinn, tropik bir ormammn kegfi kadar olasi, ‘iste ora-
da’ durup duran Everest Dag kadar somut eldugunun disii-
niilmeginin anlagilmaz oldugu kanisindadir (Ben de dyle).

Penrose, kiiglik parmagimin’ kendisine, kuantum mekanik bi-
liminin heniiz tamamlanmanug oldugunu styledigi zaman Eins-
tein’in hic de dik kafali veya bulanik zihinli olmadigina inanan
ve sayilar: giderek artan bir grup fizikciden birisidir. Géritgind
desteklemek amaciyla Penrose sizi, ginimtizdeki spekiilasyon-
larin edagim olusturan, karmask sayilar, Turing makineleri,
karmasiklik teorisi, kuantum mekanifinin saswriic: paradoksla-
r1, formel sistemler, Godel karar verilemezligi, faz uzaylarn, Hil-
bert uzaylari, karadelikler, akdelikler, Hawking 1s1masi, entro-
pi, beynin yapism gibi konular: kapsayan géz kamasgtiric: bir yol-
culuga pikanyor. Kopekler ve kediler, kendilerinin ‘bilincinde’
midirler? Televizyonun Uzay Yolu dizisindeki gibi astronotlarin
bir madde-aktarim sistemi yoluyla oraya buraya yollanabilmele-
ri teoride miimkiin miidir? Evrim bilinclenmeyi yaratirken
kendi siirekliligini saglamak i¢in onda ne bulmustur? Kuantum
mekanifinin dtesinde, zamanin yiniiniin ve sag/sol ayiriminin
kesin olarak belirlenmig cldugu bir diizey var mudir? Kuantum
mekanigi yasalar:, bundan da belki daha derin yasalar, usun is-
levlerini yerine getirmesi icin mutlaka gerekli midir?

Son iki soruya Penrose’un yamtr evet olmustur. Onun tinli
‘tvistor’ teorisi —uzay zaman igeren daha yitksek boyutlu komp-
leks bir uzayda etkin olan soyut geometrik nesneler teorisi~ bu
kitalnn kapsamina alinmayacak kadar tekniktir. Penrose’un
virmi yillik ugrasmmn Urinid olan ‘tvistorlar’, kuantum meka-
niksel alanlardan ve taneciklerden daha derin bir bdlgede gecer-
i olmak icin gelistivilmis bir teoridir. Penrose, yetkin, yararh,
gegici ve yanhg-yonlendirilmig olarak dirt gruba ayirdigi teori-
ler igerisinde tvistor teorisini, bugiin hararetle tartisilmakta
olan siper-sicim ve diger biyik birlegtirme modellerinin yan1
sira, alcakgontlliilikle, gecici gruba dahil etmektedir.

1973’ten bu yana Penrose, Oxford Universitesi'nde Rouse
Ball Matematik Profesorii olarak girev yapmaktadir. Bu tinvan
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hakhl olarak tagimaktadir glinkd W.W. Rouse Ball yalniz cok
tamnmig bir matematikei olmayip, Matematiksel Eglencelikler
ve Inceleme Yazilar: adli bir Ingiliz klasigi niteliginde eseriyle,
eglencelik matematik alaninda amatér bir sihirbazdar,

Penrose, Ball'un eglence hevesini paylagmaktadir. Gencligin-
de “Ucla gubuk’ (tribar) denilen ‘imkéansiz bir nesne’ kesfetmigti
(Imkansiz nesne, icten-geligkili elemanlardan olustugu igin va-
rolamayan ¢ok-boyutlu bir seklin ¢izimidir). Penrose ve bir ge-
netik uzmani olan babas1 Lionel, bu tribar’t bir Penrose Merdi-
venine déntgtirdiler. Basamakl: bu yapiyi, Maurits Escher
Ascending and Descending (Cikig ve Inig) ve Waterfall (Cagla-
yan) adl iki inli graviirtinde kulland:. Bir gin Penrose, ‘deli-
lik nobeti’ olarak adlandirdigs bir nedenle yatakta yatarken,
dért-boyutlu bir uzayda var olan bir imkansiz nesneyl hayalin-
de canlandirdi. Bu 6yle bir sey ki, dedi, dért-boyutlu bir yaratik
ona rastlasa, “Aman Tanrm, bu da ne bivle?” diye haykirirda,

1960’larda Penrose, arkadag: Stephen Hawking ile birlikte
evren bilimi konusunda ¢alisirken, belki de en ¢ok taninan bu-
lusunu gergeklegtirdi. Gorelilik teorisinin ‘sonuna dek gecerli’
oldugu savina gire, her karadelik, icinde fizik yasalarinin ge-
cerli olmadig bir tekil bilgeye sahip olmahydi. Bu bagan bile,
son yillarda Penrose’un, Escher mozayigine benzer fakat diizle-
mi perivodik olmayan tarzda kaplayan iki gekil inga etmesiyle
golgelendi (Bu sagirticr gekiller hakkinda bilgivi Penrose Tiles
to Trapdoor Ciphers adh kitabinda bulabilirsiniz). Bu sekilleri,
Penrose hichir yaram olabilecegini diigiinmeden icat etti, daha
dogrusu kesfetti. Penrose’un kaplama taglarinin ti¢-boyutlu
genellemelerinin, aligildik olmayan yeni bir madde tériniin bu-
lunabilecegi sonucuna ulagmas: herkesi sagirtti. Bugiinlerde
sbz konusu “kristalimsi” maddenin incelenmesi kristalografi
alaninda en yogun aragtirma konularindan birisini olugtur-
maktadir, Aym zamanda, matematigin hi¢ beklenmeyen uygu-
lamalara yol agabilecegini gbstermesi agisindan, modern za-
manlarin en dramatik érnegidir.

Penrose’un matematik ve fizik alanlanndaki bagarnlarn —yal-
miz bir kismina deginebildigim bagarilari— onun bir yagam bo-
vu, varolagun gizemine ve giizellifine duydugu meraktan kay-
naklanmaktadir. Kiciik parmag ona, insan beyninin sadece
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minik teller ve anahtarlar topluugundan olugmadigim séylii-
yor. Kitabinin baglangi¢c ve sonséz boliimlerindeki Adam,
kismen duygulu yagamin yavas evriminde bilincin baslangici-
nin bir semboliidiir. Benim igin Penrose, giiclii Al hitkiimdarla-
rimn ¢iplak olduklarm, iizerlerinde giysilerinin bulunmadifim
stylemek yiirekliligini gbsteren —Al énciilerinin biraz uzaginda,
arkada, iigiincit sirada oturan— gocuktur. Penrose’un fikirlerin-
den ¢oguna mizah karigtirilmigtir ama bu kitapta savundugu
fikir asla giilldiirié malzemesi degildir.

Martin Gardner
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Baslangic

Biiyik Konferans Salonunda, yeni ‘Ultronic’ bilgisayarin agi-
lig i¢in toplamilmugt:. Bagkan Pollo, acilig konugmasini hentiz
bitirmisti. Bitirdigi i¢in mutluydu: Bu gibi toplantilardan pek
hoglanmazdi ve agihsim yvaptigi bilgisayarin kendisine bir hayli
zaman kazandiracagl ger¢eginin disinda bilgisayarlardan hig
anlamazd:. Imaliter firma, bilgisayarin diger bircok gérevinin
arasinda, Devletle ilgili olarak Baskarin gok sikic: buldugu ka-
rarlar: almak bulunduguna dair Bagkana giivence vermigti.
Bilgisayara harcadigi hazine altimimin miktar: diigiiniiliirse, bil-
gisayarmn bu gorevi iistlenmesi elbette yerinde olacakti. Sahane
6zel golf sahasinda saatler boyu golf oynayarak hogea vakit ge-
cirmek icin sabrrsizlamyordu. Golf sahasi, kiicik {ilkesinde ge-
riye kalabilen birkag biiyiik yesil alandan bir tanesiydi.

Adam, acilig térenine katilanlarin arasinda bulunmakla ken-
dini aymeabkl: hissediyordu. Uegtincii siraya oturdu. Ultronic’in
tasariminda girev alan teknokratlardan birisi olan annesi iki
sira éninde oturuyordu. Babasi da rastlant: sonucu salondaydy;
davetli degildi ve su anda arkada bir yerlerde cevresi giivenlik
gorevlileri tarafindan tamamen kusatilmig olarak duruyordu.
Son dakikada Adam’in babasi, bilgisayar havaya ugurmaya
kalkigmigt:. Kiicitk bir eylemei grup olan ‘Psigik Bilinclenme
Yitksek Kurulu'nun ‘Liderligi’ invamm kendine uygun gérmis
ve bilgisayar havaya ucurma gorevini tstlenmigti. Kugkusuz o
ve tiim patlayicilar, sayisiz elektronik ve kimyasal-duyarh ¢i-
hazlar sayesinde hemen yakalanmigti. Cezastnn kiicik bir kis-
mini1 gimdiden ¢ekiyordu; bilgisayarin agihg térenine tantk ol-
mas1 igin salonda alikonulmusgtu.

Adam, ebeveynlerine pek aldirmazdi. Onlar i¢in herhangi bir
duygu beslemesi gerekmemigti. Oniic yillik 6mrii boyunca mad-
di bir zenginlik ortaminda, hemen hemen tamamen bilgisayar-
lar tarafindan yetigtirilmisti. Bir dugmeye basarak, istedigi her
geye sahip olmustu: yiyecek, igecek, arkadas, eglence ve hatta
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efitim —gereksinim duydugu anda diledigi bilgi, ilginc ve renkli
grafikler halinde ekranda bheliriyordu, Annesinin mesleki konu-'
mu ona biitiin bu olanaklan saglamist:.

Su anda, Tasarim $efi, konusmasini bitirmek iizereydi:
“..10" mant:ik tinitesinden fazlasina sahiptir. Bu rakam, tim
iilkede yasayan insanlarin tiimiiniin beyinlerindeki néronlann
toplam sayisindan fazladir. Zekési, hayal bile edilemez. Neyse
ki hayal etmek zorunda da degiliz. Biraz sonra zekésim izle-
mek onuruna sahip olacagiz: Biiyiik iilkemizin saygideger First
Lady’si Madam Isabella Pollo’yu, olaganiisti Ultronic Bilgisa-
yarmmizi ¢calighirmasi igin huzurunuza davet ediyorum!”

Bagkanin esi 6ne ¢giktr. Biraz heyecanh gériiniiyordu; agzinda
birkac sozciitk geveliverek salter kolunu indirdi. Salonda derin
bir sessizlik ve 10" mantik {initesinin aktive edilmesiyle 1s1k-
larda hemen hemen fark edilemeyen bir kararma yagandi. Ne
olup bitecegini bilemeden herkes bekliyordu. “Yeni Ultronic Bil-
gisayar Sistemimize ilk sorusunu sorarak sistemi baglatmak is-
teyen var m aramzda?” diye sordu Tasarnm Sefi.

Herkesin sniinde ve Yeni Bilgisayarin huzurunda kendilerini
aptal yerine koymaktan ¢ekinen insanlar susuyordu. Salonda
suskunluk egemendi. “Aramizda soru soracak birisi mutlaka
vardir ama,” diye yineledi Tasarim Sefi. Fakat, yeni ve ¢cok giig-
14 bir bilinglenme duygusuyla herkes susuyordu. Adam boyle
bir duyguya kapilmadi. Dogdugundan beri bilgisayarlarla
bitytimistii. Bir bilgisayarin neye benzedigini hemen hemen
biliyordu. En azindan bildigini samiyordu. Her neyse, merak-
lanmigti. Adam elini kaldirdi. “Tamam,” dedi Tasarnm Sefi,
“igtineil siradaki kiigiik cocuk. Yeni dostumuz i¢in bir sorunuz
var, dyle mi?”



I. B6liim
Bir Bilgisayar Us Sahibi Olabilir mi?

Giris
Son yirmi-otuz yilda elektronik bilgisayar teknolojisi dev adim-

larla gelisti. Oniimiizdeki yirmi-otuz yil icerisinde de, iz, kapasi-
te ve mantik tasarmmmnda bityiik ilerlemeler kaydedilecegi konu-

sunda pek az kusku var. Gegen yihin hesap makineleri bu yil go--

ziimiize nasil ilkel ve hantal gériiniiyorsa bugtntin bilgisayarlan
da ileride goziimiize aym sekilde goriinebilir. Gelisim hizinda ne-
redeyse iirkatiici bir seyler var. Eskiden yalmz insanmn diistince
sisteminin alaninda gerceklestirilebilen says1z iglemler bugiin bir
insanin asla erisemiyecegi hiz ve dogruluk oramnda, bilgisayarlar
tarafindan gerceklestirilebiliyor. Fiziksel yonden performansimmzi
kolayca agan makinelere uzun zamandir ahgkimz. Onlardan her-
hangi bir rahatsizlik duymuyoruz. Aksine, en hizh atletten en az
bes kat hizh ilerleyebilen araglarla yoleuluk etmekten, veya diizi-
nelerle isciden olusan ekiplerle ancak gerceklegtirilebilecek kaz
ve yikim caligmalarimi makinelerin bagartyla istlenmesinden
hosnutuz. Onceleri asla yapamadigimiz seyleri fiziksel olarak
yapmamza olanak saglayan makinelere sahip olmakla daha da
mutluyuz; gokyiiziinde siiziilerek birkag saat gibi kusa bir siirede
okyanusun kars: sahiline inebiliyoruz. Makinelerin bu gibi basa-
rilar gururumuza dokunmuyor. Ama, diginme yetenegine sahip
olmak —iste bu ¢ok insanca bir zellik. Ne de olsa digtinme yete-
negimiz sayesinde fiziksel yetersizligimizi asabildik ve diger can-
hilara kars iistiinlitk saglayabildik.

Ustiinlugiimiizi kanitlayan bu énemli 6zelligimizi bir gin
makinelere kaptirirsak, onlara boyun efmek zorunda kalmaya-
cak may1z?

Mekanik bir cihazin diisiinebilmesi, hatta duygulara veya bir
usa sahip olmas1 konusu ashnda yeni degildir.' Fakat modern
bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle yeni bir ivme, hatta bir
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ivedilik kazanmigtir. Sorun, felsefenin derin konularina gétiiri-
yor bizi. Diigiinmek veya hissetmek nedir? Us nedir? Us gercek-
ten var midir? Varsa, iligkili oldugu fiziksel yapilara fonksiyo-
nel olarak ne slgiide bagimlidir? Bu gibi yapilardan tamamen
bagimsiz olarak var olabilir mi? Veya yalnizea fiziksel yapilarn
(uygun tiirde yapalarin) bir fonksivonu mudur? Ne olursa olsun,
igili yapilarm 6zellik itibariyle biyolojik (beyin) olmas: m ge-
rekli, yoksa elektronik ekipman parcalar: da pekald aym iglevi
itstlenebilir mi? Us, fizik yasalarina bagimli mu? Gereekte, fizik
yvasalari nelerdir?

Bu kitapta, bu gibi sorulara yanit arayacagim. Boylesine ge-
nig kapsamh sorulara kesin yamitlar beklemek kugkusuz hak-
sizlik olur. Kesin yanit veremem, bagkalar: da veremez. Ne var
ki bazilar: tahminleriyle bizi etkilemeye caligabilir. Benim ken-
di tahminlerim, ele aldigim konularda énemli rol oynayacak
tahminler olacaktir. Fakat, spekiilasyonu kata bilimsel gercek-
ten agikca ayirt etmeye ¢ahisacagim, ve spekiilasyonlarimin te-
melinde yatan nedenler hakkinda acik olmaya &zen gosterece-
gim. Ancak, burada benim baglhca amaeaim yamtlarla ilgili ¢cok
fazla spekiilasyona kalkigmak degildir. Daha ¢ok, fiziksel yasa-
mn yapisi, matematigin ve bilingli diigiinme isleminin 6zellizi
arasindaki iligkiyle ilgili yeni yasalar ortaya koymak ve daha
dnce agiklandigima tamk olmadigim bir bakig acist getirmek ug-
rag: icerisinde olacagim. Bu bakis agisim hirkag sozciikle yete-
rince tanimlayamam; igte bu nedenle, béylesine hacimli bir ki-
tap yazmayl amagladim. Ancak, yine de kisaca ifade etmem ge-
rekirse, bana gére, fiziksel ve mantiksal agidan ‘us’ kavramim
tam anlamyla agiklayamamamuz, fizigin temel yagalarnm tam
anlamiyla kavrayamamg olmamizdan kaynaklanmaktadir. Bu-
nunla, séz konusu yasalar: hichir zaman tam anlamiyla anlaya-
mayacagiz demek istemiyorum. Aksine, gelecekteki aragtirma-
lar1 bu konuda timit verici goriinen yénlere cekmek, ‘us’un bil-
difimiz fizigin gelisim kapsamindaki yeri hakkinda oldukca
tzel ve goriniste yeni énerilerde bulunmak bu kitabim amaci-
mn bir kismam olugturmaktadir.

Savundugum goriigiin fizikeiler arasinda benimsenmeyen ve
sonugta bilgisayar bilimeileri veya fizyologlar tarafindan bugiin
i¢in benimsenmesi olasilifi bulunmayan bir goris oldugunu



acikea belirtmeliyim. Fizikgilerin pek cogu, insan beyni ile ilgili
olarak uygulanabilir temel yasalarn timiiniin gercekten mii-
kemmelen bilindigini iddia edeceklerdir. Genelde fizik bilgimiz-
de hala bircok boslugun bulundugu kuskusuz tartiglamaz. Or-
negin, doganm atom-alt: pargaciklarinin kiitle-degerlerine ve
bunlarm etkilegmelerinin biiyiikliklerine hilkmeden temel ya-
salar: bilmiyoruz. Kuantum teorisini Einstein’in genel gérelilik
teorisiyle uyumiu hale getirecek kuantum gravitasyon’ teorisi-
nin nasil geligtirilecegini bir tarafa hirakin, kuzantum teorisini
daha Einsteinin ézel gorelilik teorisi ile nasil uyumlu hale geti-
receffimizi tam bilmiyoruz. Kuantum gravitasyon teorisini gelig-
tirememig olmamizin sonucu, bilinen temel parcaciklarn boyu-
tunun 1/1000000600000000000000%1 gibi minik bir tleekte uzayin
ozelligini anlayamiyoruz, fakat stz konusu boyuttan daha bi-
yiik boyutlar icin bilgimizin yeterli oldugu farzediliyor... Bu gibi
belirsizliklerin fizik tizerindeki etkileri insan beyni acisindan
dnemsiz gibi gorinse de, evrenin kapsaminin —uzayda veya za-
manda~- bir biitiin olarak sonlu veya sonsuz oldugunu bilmiyo-
ruz. Karadeliklerin merkezlerinde veya evrenin kendisinin bii-
yiik patlama ile baslangic aninda etkin olmas: gereken fizik bili-
mini anlamiyoruz. Bitiin bu yasalar, insan beyninin islevleriyle
ilgili ‘giinltik’ 6lgege (veya biraz daha kiiciigiine) dayanarak ha-
yal edebilecegi kadar uzak goriinebilir. Ve gercekten de uzaktar!
Ancak, tam burnumuzun dibinde (veya daha dogrusu ardinda)
durmakta olan bir konu var ki fizikcilerin pek cogu, insan di-
glincesinin ve bilincinin islemesi ile yakindan ilgili olup fizik an-
layigimizda bir biiyiik bilinmeyeni olusturan bu yasasimn far-
kinda bile degiller. Bu konuyu agiklamaya cahsacagim. Karade-
liklerin ve biiyiik patlamanin bilinmeyen vasalar tzerinde kegin
etkilere sahip gortigler oldugunu yine bu kitapta savunacagim.
Ileriye siirmeye caligtigim gorisiin temelinde yatan kanitin
glicii hakkmda okuru ikna etmek ¢abas iginde olacagim. Fakat
bu goriigii anlamak igin yapacak ¢ok igimiz olacak. Bize yabanc
gelecek diyarlardan —bir kasm gériiniiste konumuzla ilgili olma-
yabilir— ve birbirinden farkh engellerden gececek zahmetli bir
yoleuluga gikacagiz. Newton mekaniginin temel ilkelerinin yam
sira, kuantum teorisinin yapisini, esaslanm ve bilinmeyen yon-
temlerini, 6zel ve genel gireliligin, karadeliklerin, biiyiik patla-
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manin, termodinamigin ikinci yasasimn, Maxwell'in elektroman-
yetizma teorisinin temel 6zelliklerini incelemek durumunda ka-
lacagiz. Bilincin dogasim ve fonksiyonunu anlamak cabamiz ige-
risinde felsefe ve psikolojinin sorunlari devreye girecek. Kugku-
suz, énerilen bilgisayar modellerinin yam sira, beynin gercek nd-
rofizyolojisine gbz gezdirmemiz kagimlmaz olacak. Yapay zeka-
nin statiisii hakkinda fikir edinmemiz gerekecek. Turing maki-
nesinin ne gibi bir makine oldugunu §grenecek, hesaplanabilir-
lik, Gidel'in teoremi ve teorinin karmagikliginim anlamim anla-
mak geregini duyacagz. Matematigin derinliklerine dalmamiz
ve hatta fiziksel ger¢ekligin dogasim sergulamamiz gerekecek.

Biitiin bunlarin sonunda okur, agiklamaya ¢ahgtigim ahsil-
madik kanitlar haklkimda hala ikna olamazsa, yine de bu zah-
metli ve umarim Hgine yoleuluktan gergek degere sahlp bir sey-
ler edinecegini en azindan Gmit ediyorum.

Turing Testi

Hafiza bankasi ve mantik (inite sayis1, insan beynindekinden
fazla, yeni bir model bilgisayarin piyasaya ¢iktigin varsayalim.
Yine bu bilgisayarlarin dikkatle programlanmig ve uygun tiirde
ve bilyiik miktarda veriyle yiiklenmig olduklarim varsayalim.
Yapimeilar, boyle cihazlarin gercekten diisiindiiklerini iddia
ediyorlar. Belki gercekten zeki olduklarm da iddia ediyorlar.
Veya daha da ileri giderek cihazlarin aciyr, mutlulugu, sefkati,
gururu, vs. gercekten hissettiklerini ve ne yaptiklarinin farkin-
da olduklarmi ve iglevlerini gercekten anladiklarin: ileri siri-
yorlar. Oyle goriintiyor ki bu cihazlar bilingliler.

Yapuncilarin iddialarmin inanilir olup clmadigini nasil anla-
yacagiz? Normal olarak, bir makine satin aldifinmiz zaman dege-
rini, bize sagladigy hizmetle olceriz. Bekledigimiz hizmetleri tat-
minkar sekilde yerine getiriyorsa memnun oluruz, getirmiyorsa
geri gotiirerek yenisiyle degisgtirir veya onarlmasimi saglariz.
Insan fonksiyonlarina sahip oldugu iddia edilen séz konusu ma-
kine ile ilgili bu iddialarin dogrulugunu anlamak icin, yapumer-
nin kriterine uygun olarak, makinenin fonksiyonlarini yerine
getirirken bir insan gibi davranmp davranmadigin sorariz. Insan
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gibi davraniyorsa, yakinmamiz icin bir neden olamaz ve bilgisa-
yar1 onarim veya degistirmek amaciyla iade etmemiz gerekmez,

Bu trnek bize tamamen iglevsel bir yvaklagim saglamaktadiy.
Islevselci, bilgisayarin, diisiinme aninda bir insanm davramsin-
dan ayirt edilemiyecek tarzda bir davranis sergilemesi kosuluyla
digtindiigiini sdyleyecektir. Boyle bir iglevsel bakis acisimi bir
an i¢in benimseyelim. Elbette bilgisayarin, dtigiinmekte olan bir
insamin yapabilecegi gibi, odanin ortasinda bir oraya bir buraya
gidip gelmesini bekleyemeyiz. Veya diyelim ki, bir insana elinizle
dokundugunuzda gosterecegi tepkiyl veya hissedecegi duyguyvu
gostermesini bilgisayardan bekleyemeyiz: Bu beklentiler, bilgisa-
yarin amacinin digindadir. Ancak bu beklentiler, sordugumuz
herhangi bir soruya insanmkine benzer yanmtlar vermesini iste-
digimiz ve yamtlarmin bir insaninkinden ayirt edilemiyecek ol-
mas1 kosuluyla gergekten diigiinmesiyle (veya hissetmesiyle, an-
lamasiyla, vs.) tatmin olmay talep ettigimiz anlamina gelir.

Bu balkis acis1, Alan Turing’in 1950 yilinda Mind (Turing
1950) felsefe dergisinde yaymnlanan ‘Computing Machinery and
Intelligence” baglikh iinlii makalesinde cok giiclii sekilde savu-
nulmugtur (Turing’den ilerideki bsliimlerde daha cok sz edece-
giz). Makalede, bu goriig, ilk kez Turing testi olarak tanimlan-
mugtir. Testin amaci bir makinenin diigtindiigiinit soylemenin
mantiksal olarak mimkiin olup olmadigndir. Bir bilgisayarin
(yukarida verdigimiz érnekte yapimerlan tarafindan ozellikleri
tamimlanan bilgisayar gibi) gercekten diigtindigiiniin iddia
edilmekte oldugunu varsayalim.

Turing testine gére bilgisayar, gonulli bir insanla birlikte,
sorgulayicimin goriis alanminin (perseptif) disinda bir yere sakia-
nir. Sorgulayicl, yalniz soru sormak suretiyle, hangisinin insan
hangisinin bilgisayar oldugunu saptamaya ¢aligir. Sorgulayici-
mn* sorular, daha énemlisi aldig yamtlar, tamamen ses gizle-

*Bbyle bir kitabin yazilmas esnasinda kargilaglan sorunlardan birisi “she”
veya “he” (dist/erkek zamirlerin) kallanumdir. Normal uygulamada oldugu gibi,
bundan boyle, soyut kigilerden bahsederken, her ikisini kapsamak iizere, yalmz
erkek zamirini (he) kullanacagim. Sergulayiciy1 “she” zamiri ile ifade ederek
cinsiyet ayirimi yapmak amacinda olmadifimr, yaloiz digi bir sorgulayicinin,
bir erkek sorgulayiciya kyasla, gergek insanla bilgisayan ayirt etmekte daha
duyarh olabilecegini disiindugiim icin ba@iglanacagim umarim!
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nerek, yani ya bir klavye sisteminde yazilarak veya bir ekranda
gosterilerek verilir. Sorgulayiciya, bu soru/cevap oturumunda
elde edilen bilgiler disinda, her iki taraf hakkinda hichir bilgi
verilmez. Insan denek sorular ictenlikle yanitlar ve kendisinin
insan, oteki denegin bilgisayar olduguna dair sorgulayiciy: ikna
etmeye ugrasir; fakat bilgisayar ‘yalan’ sdylemeye programlan-
mis cldugu icin kendisinin insan olduguna sorgulayiciyr inan-
dirmaya cahsir. Dizi halinde tekrarlanan testler siiresince sor-
gulayicl, tutarh bir sekilde, insani saptayamadig takdirde, bil-
gisayar (veya bilgisayarnn programi, veya programlayicisi, veya
tasarimmeisy, vs.) testi gecmis sayihr.

Bu testin bilgisayar icin adil olmadigl tne giiriilebilir, Roller
degistirilerek insanmn bilgisayar gibi davranmasi ve bilgisayar-
dan sorulara ictenlikle, dogru yantlar vermesi istenseydi sor-
gulayicinin hangisinin insan hangisinin bilgisayar oldugunu
anlamas: ¢ok kolay olurdu. Yapmasi gereken biittin ig, ¢ok kar-
magik bir aritmetik hesabimin yapilmasim istemek olurdu. Iyi
bir bilgisayar yamti hemen ve dogru sekilde verirken insan ya-
nit1 veritken zorlamirdi. (Bu konuda biraz dikkatli olmak gere-
kiyor, ciinkii herhangi bir aritmetik iglemini, gagmaz dogruluk-
la ve fazla caba sarfetmeksizin zihninde cabucak gerceklestire-
bilen ‘hesap dahiler?’ bulunabilir. Ornegin, okuma-yazma bil-
meyen bir ¢iftcinin oglu olan ve 1824-1861 yillar arasinda Al-
manya’da yvagamig olan Johann Martin Zacharias Dase®, her-
hangi sekiz basamakl iki sayimin carpumini bir dakikadan az
bir stirede, yirmi basamakl iki sayinin carpimini alt: dakika gi-
bi kisa bir siirede zihninde gerc¢eklestirebiliyordu! Daha yakin
dénemlerde, 1950’lerde, Edinburgh Universitesi Matematik
Profestéri Alexander Aitken’in bu konuda insam etkileyen ba-
sarilar olmustur. Test amaciyla sorgulayicinin daha zor iglem-
ler secmesi, drnegin otuzar basamakh iki saymin carpma igle-
minin iki saniyede tamamlanmasini §ngoren sorular segmesi
gerekecektir. Boyle bir soru, iyi bir modern bilgisayarin kolay-
hikla iistesinden gelebilecegi bir iglemdir).

Biylece, bilgisayar programeilarina bilgisayarin, baz: du-
rumlarda gercekte oldugundan daha ‘aptal’ gériinmesini sagla-
mak diigliyor. Ciinki, sorgulayicinin bilgisayara karigik bir
aritmetik sorusu sormasi halinde, bilgisayarmn soruyu yamtla-



yamiyormus gibi goriinmesi gerekir; aksi halde, kisa siirede
kendini ele vermis olacaktir! Bilgisayarm bu sekilde daha ‘ap-
tal’ goriinmesini saglamak samrim programeilar i¢in ozellikle
ciddi bir sorun yaratmayacaktir. Onlar i¢in asil sorun, her insa-
nin kolayca yanitlayabilecegi en basit ‘akll selim’ sorusunu ya-
mtlayabilecek sekilde bilgisayar programlayabilmektir!

Bu tiir sorularin belirli érneklerinin yinelenmesinde, yinele-
me olayinn dogasinda bulunan bir sorun ortaya gikar. Ik soru-
da, bilgisayarm bu ézel soruyu bir insamn yanitlayabilecegi ge-
kilde nasil yanitlayacagina dair bir yol bulmak kolaydir. Oysa
siirekli sorgulamada, ozellikle 6zgiin ve biraz gergek anlama ye-
tenegi gerektiren sorularla yapilan seri sorgulamada bilgisaya-
rn gergek anlama yeteneginden yoksun oldugunun ortaya ok-
mast olasidir. Sorgulayicimin becerisi, kismen, bu tiir ézgiin soru
bicimleri bulabilmesinde, kismen de, derinlemesine inceleme ni-
teliginde bir yaklagimla, gergek ‘anlayisin’ var olup olmadigim
ortaya cikaracak sekilde tasarimlanmg diger sorularia bagdas-
tirabilmesindedir. Sorgulayici, aradski fark: bilgisayarm fark
edip etmeyecegini anlamak i¢in, sorgulama esnasmda tamamen
sagma bir soruyu araya sikigtirabilir, veya sagma gibi goriinen
fakat ashinda anlaml olan bir iki soruyu diger sorularn arasina
katabilir; Ornegin, soyle sorabilir: ‘Duyduguma gore, bu sabah
bir gergedan pembe bir balonla Mississipi boyunca ugmug. Buna
ne dersin? (Bilgisayarin alminda biriken soguk ter taneciklerini
gorir gibisiniz!) Bilgisayar ihtiyatla yanitlar: “Oldukea giiling
geldi bana.” Simdiye kadar iyi gitti. Sorgulayer: “Sahi mi? Bir
zamanlar amcam da ayni seyi yaprgt —gitmig ve dénmiigti—
yalmz onunki kirli-beyaz renkte ve ¢izgiliydi. Bunda giiling olan
ne var?” Dogru diiriist anlama yetenegi yoksa, bilgisayarn ¢ok
gecmeden tuzaga digecegini ve kendini ele verecegini tahmin
etmek zor degil. Hafiza bankasinda gergedanlarin kanatlarmn
olmadigina dair bilgi varsa, ilk soruyu “Gergedanlar ucamaz” di-
yerek, ikinci soruyu da “Gergedanlar ¢izgili degildir” seklinde
yanitlayabilir. Sorgulayici, bilgisayarn aradaki temel farka an-
layp anlamadigim kontrol etmek amaciyla, bir sonraki sorusu-
nu, gergekten sagma bir soruya déntigtiirmek i¢in ‘Mississipi'nin
altinda’ veya ‘pembe bir balonun igerisinde’ veya ‘pembe bir ge-
celikle’ seklinde degistirebilir.




8 ¢ Bir Bilgisayar Us Sahibi Olabilir mi?

Turing testini gecebilecek bilgisayarin yapihp yapilamayacag,
veya ne zaman yapilabilecegi gibi konulan gimdilik bir tarafa bi-
rakalim. Yalmzea bir tartigma baglatabilmek i¢in bu tiir makine-
lerin im4l edilmis olduklarimi varsayalim. Peki, Turing testinde
bagarih olan bir bilgisayarin mutlekae diigindiigii, hissettigi, an-
ladigi, vs. iddia edilebilir mi? Bu konuya az sonra definecegim.
Simdilik, elimizdeki sonuclarin bazilarim degerlendirelim. Orne-
#in, bilgisayarin yapimeilar iddialarinda, yani cihazlarimn diisii-
nen, hisseden, duyarh, anlayigh, bilin¢li bir varhik olduguna dair
iddialarinda hakliysalar, cihazi satin almamiz bizi ahldki sorum-
luluklarlo kars: kargiya birakacaktir. Yapimelarnna inanmamiz
gerekiyorsa elbette ki bu biyle olacaktir! Bilgisayarin duygulari-
m hice sayarak, sirf ihtiyaglarimizi tatmin i¢in onu kullanmamiz
hi¢ de hog karsilanmayacaktir. Bir kediye kéti davranmakla bu-
nun arasinda ahlék agisindan bir fark yoktur. Yapimeasmin iddi-
asma gire duygulu bilgisayarimizi incitmekten sakinmamz ge-
rekecektir. Bize baglandigi, yakmhk duydugu bir sirada devrési-
ni kapativermemiz veyva hatta bir bagkasina sativermemiz bizi
ahlaki zorluklarla kars kargiya birakabilecegi gibi, bagka insan-
larla veya hayvanlarla kurulacak duygusal iligkilerin bizi icine
sirikleyebilecegi sayisiz bagka sorunlar da séz konusudur. Bii-
tin bunlar, yagantumiz: vakindan ilgilendiren sorunlardir artik.
Bizim igin (ve de yetkili makamlar i¢in!), imaléteilarin,

“Diiglinen cihazlarimizdan her biri uzmanlarimz tarafindan
tumiiyle Turing testinden gecirilmistix”
gibi bir kamtla desteklenmis iddialarinin dogru oldugunu var-
sayalim.

Iddialarin bazi sonuglarinm, ézellikle ahlaki sonuclarinin,
gortiniisteki anlamsizhfina, giliingligine ragmen, Turing tes-
tinden bagarnyla gecmig olmanin, diigiince, zeki, anlayis veya
bilinglenmenin gegerli bir géstergesi sayilmas1 bence oldukca
etkin bir kriterdir. Clinkii, bagkalarimn béyle ozelliklere sahip
olduklan hakkinda kargibkh konusma yéntermi diginda bagka
hangi yontemle, naul yargiya varabiliriz? Yiiz ifadesi, bedenin
hareketleri ve benzer hareketler gibi bagka kriterler de vardir
ger¢gl ama diyelim ki (belki biraz daha uzak bir gelecekte) bii-
tin bu mimikleri ve hareketleri basariyla taklit edebilen bir ro-



bot yapildi. Robetu ve insani, sorgulayicidan saklamak artik ge-
rekmeyecek fakat, ilke olarak, sorgulayicinin elinde yine ayni
kriterler bulunacaktir.

Turing testini diizenleyen ben olsaydim, sartiarina daha faz-
la esneklik getirmeye galigivdim. Bilgisayardan, bazi bakimlar-
dan, bir insam ondan ayirt edilemiyecek kadar iyi taklit etme-
sini istemek dogrusu ondan gereginden fazlasini istemektir.
Yamtlarin temelinde ‘bir yabancilik’, yapay bir bilin¢lilik var
oldugu igin, bilgisayarin yamtlannin dogasma bakarak sorgu-
layic1 gercekten ikna olabilir. Ben olsam sorgulayicidan yanit-
larm dogasma bakmasim isterdim. Bugiine kadar inga edilmig
olan tim bilgisayar sistemlerinde agikea goriilen eksiklik bu-
dur. Ancak, sorgulayicy, bilgisayarin bilingsiz yanttinda bile bir
bilinglilik algilayabilir ve bu bilingliligi bilgisayara atfetmek
konusunda isteksiz davranabilir. Boyle bir tehlike olasiligim
kabul ediyorum. Diger taraftan, sorgulayici, gercekte var ol-
masa bile, boyle bir ‘vabanclik’ duygusuna kapilarak isteme-
den de olsa bilgisayara kugkulanma firsat1 verebilir. Bu ne-
denle Turing testinin ilk versiyonu, daha nesnel olmasindan
kaynaklanan daha biiyik bir avantaja sahiptir ve ben de son-
raki boliimlerde bunun tizerinde duracagim. Onceden degindi-
gim gibi bilgisayara yapilan haksizhk (yani, testte basarih ol-
mak icin bir insanin yapabilecegi herseyl yapmasinin beklen-
mesi, oysa insapin bir bilgisayarin yapabildigini yapmak zo-
runda olmamasi) diigiilnme yetenegi, vs. saptamak konusunda
Turing testinin etkinligini destekleyenleri rahatsiz eder gibi
gériinmiiyor. Turing testinin taraftarlarina gore bilgisayar ¢ok
geemeden —diyelim 2010 yihina kadar~ Turing testinden baga-
riyla gecebilecektir (Turing, baglangicta ‘vasat’ bir sorgulayic:
ve sadece besg dakikalik bir sorgulamayla, 2000 yihna kadar,
yiizde 30 basar oram 6ngérmistit). Sonuclara bakarak Turing
taraftarlar, bu taraf tutan goriigiin, éngériilen tarihi geciktir-
meyecegine inaniyorlar!

Biitiin bunlar temel bir soruyla yakindan iligkilidir: Islevsel
bakis acisi, nesnel bir alemin ussal szelliklerinin varhgina veya
vokluguna dair hilkiim vermek i¢in makul bir kriterler sistemi-
ni gercekten saglar mi? Bazilar:, sagladiim savunuyor. Diis
giicii, ne kadar yetenekli olursa olsun, ger¢egin yerini tutamaz.
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Benim konumum ikisinin arasinda kahyor. Ne kadar yetenekli
olursa olsun, diig giiciiniin yeterli diizeyde ve beceriyle yapila-
cak bir sondajla saptanmasinin yerinde olacagima genel ilke
olarak inanmak egilimindeyim. Ger¢i bu, kamtlanmmsg bir olgu-
dan ¢ok bir inamg (veya bilimsel iyimserlik) sayilabilir. Boyle-
likle, Turing testini, kendi bitinligi icerisinde olmadikea ge-
cerli bir sistem olarak kabul etmeye genelde hazirim. Agikeas,
bir bilgisayar kendisine yéneltilen tim sorulan bir insaninkin-
den ayirt edilemeyecek —ve béylece idrak yetenegine sahip sor-
gulayicimizi gerektigince* ve siirekli aldatacak— tarzda yanitla-
yabilirse, aksine bir kanit olmadii siirece, bu bilgisayar gercek-
ten dilgtintiyor, hissediyor, v, kanisina varabilivim.

Dugtinme, hissetme veya anlam veya ozellikle, bilinclilik ile
ilgili agiklamalarimda kanit’ ‘gercekten’ ve ‘varsayun/tahmin’
stzciiklerini kullandigim zaman bunlarin, fiziksel nesnelerdeki
varhik veya yakinhklarim kanitlamaya calishigimiz gercek ob-
jektif ‘nesneler’ anlaminda kavramlar olduklarin1 im4 ediyo-
rum, yalnizea anlatum dilinin geregi olarak kullanmiyorum!
Bunu son derece énemli bir konu kabul ediyorum. Bu gibi 6zel-
liklerin varlifini saptamaya cahgirken, elimizdeki tiim kanitla-
ra dayanarak tahmin yapariz (Ilke olarak, bu durum, érnegin
bir astronomun uzak bir yildizin kiitlesini tahmin etmeye calig-
masindan farkl degildir).

Bagka ne cesit bir aksi kamt diigtintilebilirdi ki? fleriye yone-
lik kurallar koymak zor olmakla birlikte ben bir noktay: agikla-
mak istiyorum: Bilgisayarin, néronlar, kan damarlari, vs. yeri-
ne transistérlerden, tellerden, vs. yapilmus olmasi gercegi, tek
bagina, aksi kamt sayabilecegim tiirde bir sey degildir. Benim
diigledigim sey, gelecekte bir giin, bilinglilik ile ilgili bagarih bir
teorinin geligtirilebilecegidir —tutarli ve uygun bir fizik teorisi
olmas1 bakimmdan bagarih, fiziksel anlayisin geriye kalan kis-
miyla giizel bir sekilde uyumlu oldugu i¢in basarili; 6yle ki én-
* Turing testinde baganl olmammn pif noktalar: ile ifgili gériiglerim hakkinda
bilerek ve isteyerek suskun kaliyorum. Ornegin, séyle bir yéntem énerebilir-
dim: Uzun ve bagarisiz seanslar ertesi bir bilgisayar, insan denefin o zamana
kadar vermis oldugu tim yamtlan biraraya getirdikten sonra, uygun igerikleri
rasgele arasina serpigtirerek metnin tizerinden bir kez daha gegebilir. Bir siire

sonra, yorgun diisen sorgulayicimizin dzgin sorular: da tiikenince bil-
gisayammiz kopya celemelk’ yoluyla sorgulayicry aldatmug olur!
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goriileri, insanlarin kendileriyle ilgili yanit aradiklar: ne za-
man, nastl, ne dereceye kadar bilingli olduklar sorulariyla ilgili
iddialaryla tamamen uyumlu bir teori. Béyle bir teori, bilgisa-
yarimizin varsayilan bilincliligi ile ilgili ipuclarim gercekten
verebilir. Boyle bir teorinin ilkelerine uygun inga edilen bir ‘bi-
linglilik detektériini’ bile diisleyebiliriz. Insan. tizerinde son de-
rece ghvenilir olan béyle bir detektér, bilgisayar séz konusu ol-
dugunda, Turing testinin sonuclarindan farkh sonuclar verebi-
lir. Bu kogullarda, Turing test sonuglarmin yorumlanmast ko-
nusunda cok dikkatli olmak gerekir. Bana éyle geliyor ki, kigi-
nin Turing testinin uygun clup olmadig konusuna bakig aqs,
kismen, bu kiginin bilim ve teknolojinin nasil geligecegine dair
giriislerine baghdir. Bu konuya daha sonra tekrar donecegiz.

Yapay Zeka

Cogu kez kisaca Al (Artificial Intelligence) olarak anitlan Ya-
pay Zeki son yillarin en cok ilgi ceken konusudur. ATin amag-
lan, makineler, normalde elektronik makineler, araciligiyla in-
samn ussal etkinligini olabildigince taklit etmek ve belki sonug-
ta insanin ussal etkinlik yetenegini gelistirmektir. Al sonugla-
rma en az dirt alanda ilgi duyulmaktadir. Bunlardan birisi ro-
botik’tir. Robotik, insanin miidahalesini veya kontroliinii gerek-
tiren cok cegitli ve karmask gorevleri, ‘zekd gerektiren’ gérev-
leri, insan yeteneginin ttesinde bir hiz ve giivenilirlikle yerine
getirebilen, veya insan hayatinin tehlikeye girebilecegi olumsuz
kogullarda gorev alabilen mekanik cihazlarm endiistrinin uy-
gulamadaki gereksinmelerine cevap vermek amaciyla iiretim
caligmalarinin yapildig bir sektérdiir. Genel oldugu kadar tica-
ri agidan da Al amaclarima ilgi duyulan bir diger alan uzman
sistemlerdir. Bu sistemlere gire, bir meslek grubunun —tip, hu-
kuk, vs.— tiim temel bilgileri bir bilgisayar paketi halinde kod-
lanmalidir! Bu meslek iiyelerinin deneyim ve uzmanliklarinin
verini bilgisayar programi paketlerinin almasi mimkiin mii-
dur? Yoksa, valmzca, gerceklerle ilgili bilgilerin, genig kapsam-
h bir bilgi-kaynak listesiyle birlikte, uzun listeler halinde ha-
zirlanmas1 m1 amaclanmaktadir? Bilgisayarlarin insan zekési-
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min yerini alabilecegi (veya taklit edebilecegi) konusunun
onemli élciide sosyal karmaga yaratacag agiktir. ATn dogru-
dan ilgili oldugu bir diger alan psikolojidir. Insanmin (veya bir
bagka hayvanin) beyninin davramiglarinin elektironik bir cihaz
vasitasiyla taklit edilmeye cahgilmasiyla —veya bunun gercek-
lestirilememesiyle—, beynin iglevleri hakkinda énemli bilgiler
edinilebilir. Iyimser bir yaklagimla Al, felsefenin derin sorulari
hakkinda, us kavramimn anlamina sezgi yoluyla niiffuz etme-
mizi saglayarak, bize bir seyler anlatabilir.

Al bugiine degin ne kadar ilerleme kaydetmistir? Bu konuda
bir dzetleme yapmak benim icin zor olurdu. Dinyanin gegitli
verlerinde bu konuda caligan pek ¢ok grubun ¢ahigmalarimin
pek azmmin ayriniilan hakkinda bilgi sahibiyim. Ancak gu kada-
rim sdyleyebilirim ki, gergekten zekice pek ¢ok caligma yapil-
mis olmasma karsin, insan zekfsimn yerini tutacak herhangi
bir simiilasyonun gerceklesmesi igin kat edilecek daha cok yol
vardir. Konuya cesni katmas amaciyla eski (yine de etkileyici)
caligmalardan ve gimiimiizde satranc bilgisayarlarinda kayde-
dilen gelismelerden bahsedecegim.

1k AT cihazlarindan birisi, 19507 lerde yapilmig, W. Grey Wal-
ter'm ‘kaplumbaga’s: idi.’ Bu cihaz, pilleri bitinceye kadar yerde
dolagip durur, sonra, pillerini doldururdu. Pilleri tamamen sarj-
laninea, figini prizden ceker, odamn icindeki yiiriytigiine devam
ederdi! O giinden bugiine, benzer bir¢ok cihaz imal edildi {(6rne-
#in, bkz. Waltz 1982). Oldukca farkl bir cizgide gelismenin &r-
negi 1972'de Terry Winograd’in bilgisayar programinda gorildii.
Simiilasyon cihazi, farkli bicim ve renkteki bloklar: farkl: sira
ve. diziligte birbirinin tstine, akla uygun sekilde yerlegtirebili-
yordu. Stz konusu ilk bagarili ¢ahgmalara kargin, o zamanlar,
basit eklemli bir ‘rebot kolunun’ kumandasin bile tasarmlama-
mn ne kadar zor gerceklestigi amimsanmahdir. AT yontemleri-
nin heniiz hicbir etkinlik gisteremedigi alanlardan birisi, insan
{(veya hayvan) beyninin ‘caba sarfetmeden’ yapabildigi bir iglem,
yani girsel sahnelerin yorumlanmas iglemidir.

Belki de Turing testi ile daha dogrudan iligkili bir bilgisayar
program: 196071armn ortalarinda X.M. Colby tarafindan geligti-
rilmig ve yapay fizyoterapist olarak o kadar bagarih olmugtur
ki baz: hastalar dertlerini daha rahat anlatabildikleri gerekce-



13

siyle gercek terapistin yerine bilgisayarn tercih etmislerdir. Bil-
gisayar ‘terapist’ ile bir hasta arasindaki konugma (teleyazici
vasitasiyla yapilmigtir) 6rnek olarak asagida verilmistir:*

TERAPIST :  Size nasil yardim edebilirim?

HASTA  : Bilmiyorum.

TERAPIST : Bana sorununuzdan bahsetmeye cahsin.
HASTA :  QOlmaz.

TERAPIST : Biraz ayrinti veremez misiniz?

HASTA : Bugiin hasta ve yorgunum.

TERAPIST :  Sebebi hakkinda bir fikriniz var mm?
HASTA : Evet, yashiyim.

TERAPIST : Liitfen devam edin.

HASTA :  Hichir geye ilgi duymaz oldum.
TERAPIST : Biraz daha agiklayin?

HASTA . Neden béyle higsettifimi sanirim biliyorum.
TERAPIST : Sahi mi. -

HASTA +  Samirm bir aile dzlemi gekiyorum.
TERAPIST :  Aile 6zlemini size hissettiren nedir?
HASTA :  Bunu agiklamas: zor. -
TERAPIST :  Sizin i¢in aile nicin $nemli?

Bu diyalog, bilgisayarin aslinda hi¢ olmayan anlama yetene-
#ine bir 6lgiide sahip oldugu izlemini veriyorsa da, gercekte bii-
tiin yaptig: olduk¢a basit mekanik kurallara uygun davran-
maktir (Bilgisayar simiilasyon programlarinda, sizofrenik bir
hastay: simiile eden bir ‘diyalog’ daha vardir. Bu diyalogda tiim
ders kitaplarmda bulunan cevaplar ve semptomlar yer almak-
ta, diyalogu dinleyen tip 6grencilerini bilgisayar, yamtlarn ‘in-
san hasta’ tarafindan verildigine inandirmaktadar!).

Satranc-oynayan bilgisayarlar “zeki davrams” olarak nitele-
nebilecek davrams sergileyen makinelerin belki en iyl érnegi-
dir. Gercekte bu makineler, bugiinlerde (1989’da) ‘Uluslararas:
Usta’ diizeyinde performans géstermektedirler (Bu bilgisayar-
larin puanlar 2300’in biraz altinda olup, kiyaslama amaciyla
bir deger verilmesi gerekirse, diinya sampiyonu Kasparovun
puan 2700%in iizerindedir). Ozellikle Dan ve Kathe Spracklen
tarafindan hazirlanan bir program (Fidelity Excel ticari mik-
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roprosesori igin) 21101uk bir puana (Elo) ulagarak USCF ‘Us-
ta’ invamm kazanmigtir. Daha da etkileyici bir program Derin
Diisiince’, Carnegie Mellon Universitesi'nden Hsiung Hsu tara-
findan hazirlanmig ve yaklagik 2500 Elo puan almigtir. Bu sat-
rang program yakin zamanlarda, Biiyik Usta Bent Larsen’ ilk
kez yenerek Kasim 1988’de Longbeach, Kaliforniya’da diizenle-
nen bir satrang turnuvasinda birinciligi Biyiik Usta Tony Mi-
los ile paylagmustil® Satrang bilgisayarlar: artik satrang prob-
lemlerini de ¢bzmekte ve bu konuda insan rakiplerini kolayhkia
alt etmektedirler.®

Satrang-oynayan makineler, dogru hesaplama giiciiniin yam
sira ‘kitap bilgisi'ne de biiyiik ¢lgiide bagimhidirlar. Kabul et-
mek gerekirse, dzellikle cabuk hamle yapimasinin gerekli oldu-
gu durumlarda bu makineler, insan satranceiya kiyasia genel-
de daha iyi performans géstermektedir. Ciinkii, bilgisayarin
kurallari, kesin ve hizh hesaplama esasina gére alimirken, in-
san satrancel ‘karar verme'nin avantajindan yararlanmak yolu-
na gider ve bu iglem yavag ve bilingli bir degerlendirme yap-
mak demektir, Insan yargilan, hesaplamamn her asamasmda,
analizle ger¢eklegebilenden daha fazla derinligine dikkate aln-
mas: ciddi olasiliklarin sayisini 6nemli élgiide azaltirken maki-
ne, karar vermek kaygis1 olmaksizin olasihklan hizla hesaplar
ve dogrudan elimine eder (Bu fark, zor bir Uzak Dogu oyunu
olan ‘go’ oyununda daha belirgindir, ¢iinkii bu oyunda hamle
basina diigsen olasibik sayis: satranctakinden fazladir). Bilincli-
lik ve kararlarin olusturulmas: arasindaki iliski sonraki boliim-
lerin, dzellikle X. Boliim’iin ana konusudur.

‘Haz’ ve ‘Act’ya Al Yaklasim

Yapay zekfrin, muthiluk, aa, aghk gibi ussal 6zelliklerin bir
gesit aciklamasini saglayacak bir yol oldugu dne stiriilmektedir.
Grey Walter'in kaplumbagasini ele alahm: Pili bittigi zaman
davranis bigimi degisiyor, enerji deposunu yenilemeye tasarum-
landig1 sekilde davranmaya baghyordu. Bir insanin —veya her-
hangi bir bagka hayvamn— kendini ac hissettigi zamanki dav-
ramsi ile Walter'in kaplumbagasimin davramg bigimleri arasin-
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da agikea giritlen benzerlikler vardir. Grey Walter'm kapium-
bagasimin ‘aciktig’ zaman ayni davramg gosterdigini soyler-
sek, buna hic de dil stirgmesi denilemez. Kaplumbagann ic¢in-
deki bir mekanizma pilin gsarj durumuna duyarli oldugu icin,
enerji belirli bir noktanmin altma indigi zaman kaplumbagaya
farkls bir davrams bicimine sahip olacak gekilde komut veriyor.
Kugkusuz hayvanlarin bedenlerinde buna benzer bir mekaniz-
ma var; fakat hayvanlarda davramsg bicimindeki degigiklikler
biraz daha karmagik ve anlasilmas: zor. Bir bicimden digerine
bir kumanda mekanizmas1 sayesinde gegmek yerine, beliri
tarzda hareket etme efiliminde bir degigiklik olugmakta, bu de-
gigiklikler, enerji kaynagim yenileme gereksinmesi arttikea da-
ha da giiclenmektedir (bir noktaya kadar). R

Aym gekilde, Al taraftarlari, aci ve mutluluk gibi kavramla-
rin da bu gekilde drneklenebilecegini tngtrmektedirler. Konuyu
basite indirgeyelim ve ‘duygulary, asir ‘act’dan (puan: —100)
agirt ‘hazza’ (puan: +100) kadar tek dlcege indirelim. Herhangi
bir cegit makinemiz, diyelim elektronik makinemiz kendi
‘haz/acy’ puaninin kaydin yapabilecektir. ‘Haz/aci’ puanim k-
saca ha-puam olarak adlandiralim. Elektronik ¢ihazimiz belirli
davranis kipleri ve dahili (pilleri gibi) veya harici bazi girdilerle
donamimhidir. Hareketleri, ha-puanini en list diizeye gikarabile-
cek sekilde tasanmlanmigtir. ha-puanim etkileyen birgok etken
bulunabilir. Pillerinin diigtik sarjli olmas1 olumsuz bir etken,
yiiksek sarjli olmas1 olumlu bir etkendir. Kugkusuz bu etkenle-
i diledigimiz gibi ayarlayabiliriz, fakat bagka etkenlerin var ol-
dugunu unutmamaliyiz. Belki cihazimuzin iizerinde, alternatif
bir enerji kaynag olarak giines enerjisi depolayan panolar bu-
lunabilir. Béylece, panolar devredevken, pillerin kullantimasi
gerekmez. Giin 1m@na yaklastirldiginda ha-puanima biraz arti-
rabilir, biylece diger etkenlerin var olmamasi durumunda bu
davranis egilimini gostermesini saglayabiliriz (Ashinda, Grey
Walter'in kaplumbagas: daima isiktan kacinird:!). Farkh hare-
ketlerinin ha-puam iizerindeki olas etkilerini kontrol amaciyla
cihazimiz gerekl hesaplamalari yapabilecek donanima da sa-
hip olmahdir. Verilerinin givenilirligine bagh olarak ha-puam
iizerindeki biiyiik/kiigiik etkilerin hesaplanmasinda olasilik
katsayisim uygulayabilmelidir.
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Cihazimizi, enerji kaynagini siirekli yenilemenin diginda
bagka ‘amaclarla da donatmaliyiz; aksi durumda, ‘ac’y1 ‘ag-
Iik’tan ayirt edemeyiz. Simdilik seks s6z konusu olmadif igin,
cihazimizin iireme gistemivle de donatilmasim istemek biraz
fazla olur! Fakat belki benzer cihazlarla arkadaghk kurabilme-
si icin bedenine bir ‘dostluk istek’ mekanizmas: monte ederek
arkadaslanyla biraraya geldigi zaman pozitif ha-puanim artir-
masi saglayabiliriz. Veya onu kendi adina dgrenme ‘agky ile
donatabiliriz; béylece dig diinya ile ilgili gercekleri hafizasina
depolayarak ha-puamm olumlu etkileyebilir. (Biraz daha ben-
ciice davranarak cihazimizi, bizim i¢in bir hizmet yaptig: za-
man olumlu puan alacak sekilde programlayabiliriz —ayn: bir
robot hizmetkar inga ettigimiz zaman yapmamiz gerektigi gibil)
Bu gibi ‘amaclary’, akhimiza estigi gibi cihazimiza empoze etme-
mizin yapayhk oldugunu ileri siirenler bulunabilir. Fakat bu,
dogal secimin bireyler olarak bize, biiyik olcide, genlerimizle
cofalma ihtiyaciyla yonetilen belirli ‘amagclar’ empoze etmesin-
den farkl: degil ki.

Cihazimizin, éngérillen sekilde bagariyla monte edildigini
varsayalim. ha-puan: arti oldugu zaman haz duydugunu ve ha-
puam eksi oldugu zaman aci hisseftigini nasil kamtlayacagiz?
AT (veya iglevsel) goriigse gore, davranigma bakarak bu konuda
bir hitkme varabiliriz. Puamm olabildigince yiksek bir arti de-
gere gikaracak (ve olabildigince uzun art1 kalacak) sekilde dav-
rand:f1 ve buna karglik yine eksi puanlardan clabildifince sa-
kindig1 icin mant:kl bir sonuca vararak, haz hissini puaninin
artilik derecesi olarak, aci duygusunu da puamnimn eksilik dere-
cesi olarak tamimliariz. Boyle bir tamumin ‘mantigy’, haz ve act
duygular: ile ilgili olarak bir insamin da tamamen ayn: reaksi-
yonu gisterecegl gerceginden kaynaklanabilir. Kugkusuz, in-
sanlar s6z konusu oldugunda, hepimiz biliriz, durum bu kadar
basit degildir: Bazen bilerek isteyerek acidan kagimmaz, bazen
hazdan kacinmak icin yolumuzu degigtiririz. Bizim hareketleri-
mizi cok daha karmagsk kriterler yonlendirir (Bkz. Dennett
1978, s. 190-229). Fakat kabaca bir ortalamayla, acidan kagin-
mak ve haz pesinde kogmak bizim gercek davrams bicimimiz-
dir. Bir iglevselei icin bu durum, aym diizeyde bir ortalamayla,
cihazzmizin ha-puanminin acvhaz oram ile femimicnmas: kenu-
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sunda yveterli gerekce tegkil eder. Bu gibi tamamlamalar Al te-
orisinin amaclan arasinda da yer alir,

Simdi sormahsiniz: Cihazimizin, ha-puam eksi oldugu zaman
aci, art1 oldugz zaman haz duymas: gergekten sz konusu mu?

Gercekten, cihazimz herhangi bir sey hisseder mi? Iglevselci,
kugkusuz, ya “Tabii ki evet” der veya anlamsiz oldugu gerekce-
siyle bu cesit sorular reddeder. Fakat, bana kalirsa, burada dik-
kate alinmas1 gereken ciddi ve zor bir soru ver. Insanlar i¢in
diirtitler cok cesitlidir. Ac ve haz gibi bazilan bilinglidir; fakat
baz dirtilerin dogrudan dogruya farkina varamayiz. Kizgin so-
baya elini siiren bir insanda, act hissini heniiz duymadan 6nce
elini cekmesine neden olan istemsiz bir hareket olugur. Bu tip
istemsiz hareketler, ac1 ve hazzin gergek etkilerinden ¢ok, ciha-
zimzin ha-puanina kars tepkilerine daha yakindrr.

Makinelerin davramslarini tamimlarken antropomorfik, ¢ogu
kez gaka yollu terimler kullanimz: ‘Bu sabah arabamin cam ca-
hsmak istemiyor’ veya ‘Saatim hald Kaliforniya saatine gore is-
ledigini santyor’; veya ‘Bilgisayarim son komutu anlamadigini,
bir sonraki asamada ne yapmas: gerektigini bilmedigini iddia
ediyor.’ Elbetteki arabamizin gercekien birgey isteyebilecegini,
veya saatimizin sanabilecegini, veya bilgisayanmizin iddia ede-
bilecegini, veya hatta anlayabilecegini ima etmiyoruz. Bu gegit
tamimlamalar, onlara gergek iddialar goziiyle bakmadifimiz,
yalniz kastettikleri espri icerisinde baktimmiz siirece gercekten
tanimlayici ve anlamamiza yard1m01 olacaklardir. Uretilen bilgi-
sayarlarda da, amaglanan espri ne olursa olsun, ussal ézellikler
var olabﬂeceg‘lne dair iddialara yaklasgimim aynidir. Grey Wal-
ter'm kaplumbagasinin acikabilecegini styledigim zaman bunu
vari-gaka olarak séylerim. Bir cihazin ha-puam ile ilgili ‘ac’ ve-
va ‘haz’ gibi ifadeler kullandigim zaman, kendi davrangmm ve
ussal durumumla bazi benzerlikler nedeniyle cihazin davrangi-
n: anlamama yardimer olduklar igin bu ifadeleri kullanirm;
davrams benzerliklerimizin gercekten birbirine yakin oldugunu
ima amactyla veya davranmgim etkileyen bagka bilingsiz seyle-
rin varhgim yadsidifim ima amaciyla kullanmam.

Ussal szellikleri anlayabilmemiz igin AT'1in bize dogrudan sag-
layabileceginden fazlasma ihtiyacimz oldugunu umarim okuru-
ma yeterince agiklayabildim. Ancak Alin, 6nemle ele ahnmasi

VT
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ve incelenmesi gereken ciddi bir konuyu ortaya koyduguna ina-
nmiyorum. Gergek zekdmn simiilasyonu konusunda bugiine ka-
dar pek fazla seyin gerceklestirilmemis oldugunu séylemiyorum.
Fakat unutulmamahdir ki yapay zekd konusu heniiz cok yeni-
dir, Bilgisayarlar hizla geligecek, hizh girig yapilabilen daha ge-
nig hafizalara, daha fazla sayrda mantik tinitelerine sahip ola-
caklar ve buna paralel olarak daha fazla sayida iglem gercekles-
tireceklerdir. Mantik tasamminda ve programlama tekniginde
ilerlemeler olacaktir. Al felsefesinin araglan olan bu makinele-
rin teknik kapasiteleri son derece geligecektir. Ustelik felsefenin
dzlinde abstirdite yoktur. Belki insan zek4s:, gimdiden bilinen il-
kelere, bugiiniin bilgisayarlarina dayal fakat gelecekte daha da
geligtirilecek kapasite, hiz, vs. sahip olan elektronik bilgisayar-
larla dogru sekilde simiile edilebilecektir. Hatta, belki, bu maki-
neler gercekten zeki olacaklardir; belki diistinecekler, hissede-
cekler ve usa sahip olacaklardir. Veya belki de béyle olmayacak
ve bugiin igin hi¢ farkinda olmadigimrz yeni bir ilkeye gereksi-
nim duyulacaktir. Iste konumuz budur ve hi¢ de hafife almacak
bir konu degildir. Gérebildigim kamtlan sunmaya cahgacagim.
Sonunda kendi goriiglerimi agklayacagim,

Giiglii AT ve Searle’in Cin Odas:

Konumuzun ilgi alaninda énemli bir yere sahip’ ve giiclii-Al
olarak adlandirilan gériige gére yukarida tanimlanan bilgisa-
yarlar yalmz zeki degil aym zamanda usa vs. sahiptir. Fakat
sahip olduklar bu bir tiir ussal ozellikleri kerhangi bir hesap
makinesinin, hatta termostat gibi® en basit mekanik ekipmanin
mantik fonksiyonuna benzetilebilir. Ussal etkinlik cogu kez al-
goritma adiyla anilan ve iyi tamimlanmg iglemler sirasimn uy-
gulanmasindan ibarettir. Algoritma konusuna daha ayrintih
olarak sonra deginecegim. Simdilik, algoritmay1 bir gesit hesap
yontemi olarak tammlamak yeterli olacaktir. Termostat érne-
ginde algoritma son derece basittir: Cihaz, sicakligin 6nceden
ayarlanmis oldugu degerden yiiksek veya diigiik olup olmadigi-
1 kaydeder, yiiksek olmas: durumunda devre kesilir, diigiik ol-
mas1 duerumunda ise agibir. Insan beyninin herhangi bir kayda
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deger ussal iglemi séz konusu oldugunda algoritma cok daha
karmagiksa da, giiglii AT’a gére, yine de bir algoritmadir. Ter-
mostatin algoritmas: kadar basit olmayabilir fakat ilkede farkls
olmas1 gerekmez. Bu nedenle, giiclii ATa gire, insan beyninin
temel fonksiyonlarim yerine getirmesi (bilincinin tiim aciga vu-
rumlar: dahil} ile termostatmkinin arasindald fark, beynin ¢ok
daha fazla karmagik olmasmdan (veya belki ‘daha miikemmel
diizenlenmis yapisindan’, veya kendini tanimlayabilme ozellik-
lerinden’, bir algoritmadan beklenen diger bazi tzelliklerden)
kaynaklanir. Daha énemlisi, tiim ussal 6zellikler —dasiinme,
hissetme, zek4, anlayis, biling— s6z konusu karmasik fonksiyon
sisteminin yalmz birer par¢asidir; bir bagka deyisle, beyin tara-
findan gerceklestirilen algoritmamin dzellikleridir.

Herhangi bir spesifik algoritmanin ézgiin 6zelligi, perfor-
mansinda, sonuglarimn dogrulugunda, kapsaminda, ekonomik
olugunda ve uygulama hizinda kendini gosterir. Insan beyninde
faaliyet gosterdigi varsayilan algoritmaya es bir algoritmanin
olaganiistii bir gey olmasi gerekir. Fakat bu cesit bir algoritma
beyinde varsa -giiclii Al yandaglan var oldugunu kuskusuz id-
dia edeceklerdir— bir bilgisayara da ilke olarak uygulanabilir
demektir. Gercekten de, veri saklamak icin yeterli bellek ve ca-
hsma hiz gibi siirlamalar olmasa, herhangi bir modern genel-
amach elektronik bilgisayarda bu algoritma kullamilabilir (Bu
gorigiin gerekeesi, ileriki boliimlerde evrensel Turing makinesi
kapsaminda ayrintilandirilacaktir). Cok uzak olmayan bir gele-
cekte, daha genig kapasiteli ve hizh islemcili bilgisayarlarda bu
cesit siirlamalann séz konusu olmayacag timit edilmektedir.
Bu gergeklegirse, biyle bir algoritma Turing testinde bagaril:
olabilir. Giiglii Al savunuculanmin iddiasma gére algoritmayi,
iglerlik kazanmas bagimsiz kilacaktir: Kendi duygular: ve bi-
linei olacaktir ve béylece bir us olacaktir.

Ussal etkinliklerin ve algoritmalarin bu cercevede birhiriyle
dzdeslestirildiklerini herkes tartigmasiz kabul edebilir. Ozel-
likle, Amerikal felsefeci John Searle (1980, 1987), amaca uy-
gun programlanmig bir bilgisayarn Turing testinin basitlegti-
rilmig versiyonlarinda baganh clduguna dair érnekler vermek-
te, ancak yine de ‘anlama’ islevinin hi¢c bulunmadigina dair
glcli kamtlar gistermektedir. Benzer bir érnek, Roger Schank
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tarafindan tasanmlanan bir bilgisayar programina dayanila-
rak verilmektedir (Schank ve Abelson 1877). Programin amaci,
basit 6ykiileri anlama yoluyla benzetigimi saglamaktir: ‘Ada-
mun biri lokantaya girdi ve bir hamburger 1smarladi. Hambur-
ger geldiginde yanmis ve sertlesmigti. Adam faturay: 6deme-
den, bahsis birakmadan ofkeyle ¢ikip gitti” Ikinci oykii: ‘Ada-
min biri lokantaya girdi ve bir hamburger 1smarladi. Hambur-
ger geldiginde, ¢ok hoguna gittl. Lokantadan gikarken faturayl
tdemeden dnce garson kiza gokga bahsis verdi” Oykiileri ne 61-
ciide ‘anladigint’ denemek igin bilgisayara her bir dykiide ada-
min hamburger yiyip yemedigi sorulur (her iki dykiide de agik-
¢a belirtilmeyven olay). Boyle basit dyki ve soruya bilgisayar,
Ingilizce bilen bir insanmin birinci dyki icin ‘hayir’ ikinci dykit
igin ‘evet’ yanmitindan temelde ayirt edilemiyen yamtlar verebi-
lir. Boylelikle bir makine, ¢ok simirh anlamda bir Turing tes-
tinde basar:hi olmus sayilir!

Dikkate almamiz gereken soru, bu tiir bir bagarinn bilgisa-
yar adina —veya, belki, programin kendisi adina— gergek bir an-
lama yetenegini yansitip yansitmadigidir. Searlein bu soruya
olumsuz yamiti, onun ‘Cin odas’” kavramm davet ediyor. Sear-
le, herseyden once, dykiilerin Ingilizce degil diyelim Cince anla-
tilmasini ve bilgisayarin algoritmasinm tiim eylemlerinin, tize-
rinde Cin sembolleri bulunan bir komutlar dizisi seklinde veril-
mesini éngérmektedir. Searle, biittin iglemlerin, kilitli bir oda-
da gerceklestirdigini hayal etmektedir. Oykiileri temsil eden
semboller ve daha sonra sorular kiicik bir delikten iceri verilir.
Digardan igeriye bagka hicbir bilginin girmesine izin verilmez.
Tiim test materyali bu sekilde odaya verildikten sonra deger-
lendirme sonuclan dogru sekilde ve manuel yontemle siralana-
rak yine aym delikten odamn digina alimir. Schank'in progra-
munin algoritmasinin uygulanmasindan ibaret olan bu iglem so-
nucu ¢ikacak olan, Cince dykiiye Cince “evet” veya “hayur” yam-
tidir. Searle, bir tek kelime bile Cince bilmedigini, sykilerin
konusu hakkinda, bu nedenle, en ufak bir fikri dahi olmadigin:
acikca ifade etmektedir. Yine de Schank’in algeritmasim olus-
turan islemleri sirasiyla uygulayarak (algoritma ile ilgili ko-
mutlar kendisine Ingilizee olarak verilmigti), sykiileri kolayca
anlayabilecek bir Cinli kadar bagarih olmustur. Searle’m gorti-
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gl —sammm gok giiglii bir gérig— gudur: Bir algoritmay basa-
riyla uygulamak, ‘anlama’ igleminin gerceklesmesi demek de-
gildir. Cin odasinda kilitli kalmis ve tek sozciik Cince bilmeyen
Searle’r diigiiniirseniz hak vereceksiniz!

Searle’mn savina karsi gikanlar ¢ok olmugtur, Burada, snemli
buldugum birkagina deginecegim. Once, yukarida gecen ‘“tek bir
sozetik bile anlamama’ deyisinin belki biraz yanhg yénlendirici
oldugunu belirtmek istiyorum. Anlamamn, tek tek sozciiklerle
oldugu kadar sozciik bigimleriyle de iligkisi vardir. Bu cesit algo-
ritmalarin uygulanmas: esnasinda, bireysel sembollerin pek co-
gunu gercek anlamlamm anlamaksizin, bu semboliin olusturul-
dugu bicimlerden, desenlerden bir gseyler cikarabilirsiniz. Orne-
gin, hamburger karsilhigs Cin harfi (eer boyle bir harf varsa) ye-
rine, diyelim bagka bir yiyecek clan ‘chow mein’in semboliini
koyalim: Oykiiler boyle bir degigiklikten fazla etkilenmez. Bana
dyle geliyor ki, dogrusunu siylemek gerekirse, algoritmanm ay-
rintalarma saplanip kalirsamz dykiilerin gercekten neyi anlat-
mak istediklerini anlayamazsimiz (bu durumda hamburger yeri-
ne ‘chow mein’in kullanilmasim bile énemsiz bulursunuz).

Ikinei olarak deginmek istedigim nokta, oldukea basit bir bil-
gisayar programinin bile, insanlarin kullandif: sembollerle uy-
gulandifh takdirde son derece uzun ve sikici hale gelebilecegi
gerceginin gozard: edilmemesi gerektigidir (Ne de olsa bilgisa-
yarlam boyle islemleri bizim adimiza yapmalar icin kullannu-
yor muyuz!). Searle, Schank’in algoritmasim, énerdigi gekilde
gercekten uygulamig olsaydi, bir tek soruyu yanitlamak icin
ginler, aylar veya yillar boyu siiren sikica bir ige girismis ola-
cakt1 —ki bu, bir felsefeci igin hi¢ uygun olmazdi!l Ancak, biz de-
nemenin uygulanabilirligi ile degil ilkesi ile ilgilendigimiz igin,
bu itirazi ciddi bir elegtiri olarak dikkate almiyorum. Asi} zor-
luk, ingan beyninin karmagikligina es karmagsiklikta oldugu
varsayilan bir bilgisayar programinin Turing testinden basarty-
la gegmesidir. Turing testini gegmesi 6ngoriilen bir programin
son derece karmagik olmasi gerekir. Qysa, Searle’in programu-
min, basit bir Turing sorusunu yamtlamak icin bile o kadar ¢ok
agamadan gegmesi gerekir ki bir insanin normal yagam siiresi
igerisinde algoritmay1 elle uygulamasi miimkiin degildir. Sear-
le'in programi gercekte var olmadia icin bunu kanitlamak da




22 « Bir Bilgisayar Us Sahibi Olabilir mi?

zordur.® Algoritmammn, ussal 6zellikleri yansitabilmesi igin %kri-
tik’ dlglide karmagikliga sahip olmasi zorunludur. Belki bu kri-
tik deger Sylesine buyiiktiir ki, bu 6l¢tide karmasgik clmayan
hichir algoritma, Searle’in diigledigi gibi, herhangi bir insan ta-
rafindan uygulamayla gerceklegtirilemez.

Bu zorlugun farkinda olan Searle, Cin odasina, yalmz kendi-
sinin girmesinden vazgegerek, Cince bilmeyenlerden olugan bir
ekip verlestirmeyi kabul etmigtir. Hatta, Cince sembollerden
olugan verilerin olabildigince ¢cok sayida saglanabilmesi icin tiim
Hindistan test odasi clarak kullanmay ve (Cince bilenler di-
sindal) tiim Hindistan halkini Cin sembollerini degerlendirmek
tzere girevlendirmeyi diislemigtir. Pratikte komik bir uygula-
ma olsa da, ilke olarak komik degildir, giinkii sav aym savdr:
Sembolleri degerlendirenler sykiivii anlamadan degerlendirir-
ler. Nitekim gucliu Al savina gore, yalnizea uygun algoritmanin
uygulanmas), ussal ozelliklerinden ‘anlama’ yetenegini ortaya
cikarmaya yeterlidir. Ancak simdi bir bagka itirazla cember ge-
niglemeye baghyor. Hintliler bireyler olarzk, bir insamn beyni-
nin tiiminden ¢ok, beyindeki bireysel noronlara benzemiyor
mu? Diisiinme eylemi esnasinda beynin fiziksel etkinligini olug-
turan néronlarn, kiginin diistincelerini anladifini hi¢ kimse id-
dia edemeyecegine gore Hintlilerin birevler olarak Cin dykiileri-
ni anlamalarimi neden bekleyelim? Searle bu soruyu, ilkede
oturanlardan hicbirinin bireyler olarak anlamadigs bir oykiiyi
filkenin, Hindistan’m kendisinin, anlamasimn gériiniisteki an-
lamsizhigima dikkat cekerek yvamitlar. Bir tilke, diye savunur, bir
termostat veya bir otomobil gibi, ‘anlama iginde’ degildir ama
bir gahis birey olarak ‘anlama’ iglevini yerine getirmelidir.

Bu sav, dncekinden cok daha az giicli. Sanirim Searle’in sa-
w1, algoritmay1 uygulayan sadece bir kisi oldugu zaman en giig-
lii diizeye ulasiyor. Bu durumda dikkatimizi, bir kiginin bir
omiirden daha az siirede uygulayabilecegi diizeyde karmagik
algoritmayla sinirliyoruz. Searle’in savinin, kiginin algoritmay
uygulayisi ile ilgili olarak, nesnellikten armdirilmmg ve varligy
kiginin kendi bilingliligini herhangi bir sekilde etkilemiyen bir
tiir ‘anlama’ olasithgim tim giiciiyle savundugu kamsinda degi-
lim. Ancak, bz konusu olasihifin en azmdan giozard: edildigine
dair giriigiine katihyorum. Searle’m savinin, sonucta tamamen
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ikna edici olmasa bile dikkate deger gerek¢elere dayandifim
diginiyorum. Schank n bilgisayar programimn icerdigi kar-
magikhiga benzer karmagsikliga sahip algoritmalarn, hangi go-
revleri iistlenirlerse iistlensinler, gercek anlayisa sahip olama-
vacaklarimin gosterimi oldukgca ikna edicidir. Ayrca, biyle bir
gésterim —giichi Al'in iddialarimin aksine—, ne kadar karmagik
olursa olsun hichir algoritmanin gercek anlama yetenegini tek
basina temsil edemeyecegi konusunda bir fikir verir (ama daha
fazlasint yapamaz).

Gorebildigim kadariyla, gicla Al ile ilgili bagka ciddi zorluk-
lar da bulunmaktadir. Giiclii AT igin, algoritma on plandadir.
Algoritmamn, bir beyin, elektronik bir bilgisayar, biitiin bir
Hindistan, carklardan ve diglilerden olusan mekanik bir cihaz
veya su borularn sistemi tarafindan uygulanmakta olmasi fark
etmez. Temsil ettigi varsayilan ‘ussal durum’ icin énemli olan
algoritmanin mantik yapisichr; kendine 6zgil fiziksel yapis tii-
miiyle konu disadar. Searle’n igaret ettifi gibi, bu durum, bir
tiir ‘dualizm’ beraberinde getirmektedir. Dualizm, onyedinci
yiizyila damgasim varmug olan felsefe ve matematikei René
Descartes tarafindan benimsenen felsefi bir teori olup “tinsel ve
olagan madde olarak iki ayr1 tir maddenin var oldugunu savu-
nur. Bu iki ayr: tirin birbirini etkileyip etkilemedigi veya nasil
etkiledigi ayr bir konudur, Temel fikir tingel geylerin madde-
den clugmadigi ve maddeden bagimsiz var olabildigidir. Giicli
Al'n tinsel igerigi, bir algoritmamn manhk yapsidir. Biraz én-
ce degindigim gibi, bir algoritmamn fiziksel yapisi tamamiyle
konunun digindadir. Algoritma, fiziksel yapisindan tamamen
ayr1 olarak nesnellikten arinmmg bir tir “varolusa’ sahiptir. Bu
tiir bir varclusu ne kadar ciddiye almamiz gerektigini bir son-
raki bélimde aciklayacagim. Nesnellikten arinmis algoritma,
soyut matematiksel nesnelerin Platonik gercegi ile ilgili genel
konunun bir pargasim olusturur, Simdilik bu genel konuyu bir
tarafa birakarak, gicli Al taraftarlarinin en azindan algorit-
malar agsindan gercekligi ciddiye aldiklarini, ciinkii algeoritma-
lamn diisiinme, hissetme, anlama ve bilingle ilgili algillamalar:-
nin ‘maddesini’ olugturduguna inandiklarim belirtmekle yeti-
necegim. Bu olguda tuhaf bir ikilem, bir ironi ortaya cikiyor:
Searle’in de ifade ettigi gibi, giicli AT'in hareket noktas: insan:
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agirl bir dualizme dogru yonlendirir gibidir ki bu, Al savunu-
cularinin kendileriyle bagdagtirilmasin: asla 1stemeyecekler1
bir olgudur!

Giiglii Al teorisinin yaraticilarindan Douglas Hofstadter’e
(1981) ait “Einstein’in Beyni ile Bir Sohbet” baghkli bir diyalog-
da, 80z konusu ikilem belirginlegmektedir: Hofstadter, Albert
Einsteinin beyninin eksiksiz bir tanimmimi iceren, giiliing dere-
cede biyik boyutlarda, bir kitap diisler. Sorulacak her soruya,
Einstein hayattaymig gibi, Einstein tarafindan yamtlamyor-
mugcasing yanit almak icin, sadece sayfalarimi cevirerek, kita-
bin sundugu ayrintiii komutlar izlemek yeterli olacaktir. Hofs-
tadter’in tzenle belirttigi gibi, ‘sadece’ sbzeligi kugkusuz, son
derece yersiz kullandmigtir. Cinki, ilke olarak kitap, Turing
ilkesinin islevsel anlaminda, gergek Einsteinin giiliing gekilde
yavag-cekim versiyonudur. Bévlece, gicli Al tarafindan amag-
landig tizere kitap, sanki Einsteinin kendisiymis gibi fakat
belki son derece yavaslatilmig bir hizda (kitapsi-Einsteinin
gozleri oniinden dig diinya, komik derecede hizlandiritan bir sii-
ratle gecsin diye) dﬁgﬁnecek hissedecek, anlayacak, bilecektir.
Kitap, Einstein’in ‘6zii’'niin nesnellegtirilmesi olarak tasarlm-
landigima gire pekéla gercek FEinstein olabilir.

Ama gimdi yeni bir zorluk gkiyvor kargimmza. Kitap hicbir za-
man acdmayabilir veya gercegi arayan sayisiz dgrenci ve arag-
tirmacalar tarafindan stirekli kullanslabilir. Aradaki fark kitap
nasil ‘bilecek’? Belki, igindeki bilgiler rontgen va da tomografi
cihaziyla veya baska bir teknolojik sihirbazlikla okunabildigi
icin kitabin acilmasi gerekmeyecek. Einstein, kitap bu gekilde
incelenirken mi roliinii oynamaya baslayacak? ki kisi aym so-
ruyu ayr zamanlarda sormaya kalkisirsa, reliine baglamasa
icin iki kez {ist tiste uwyarilmig m: olacak? Yoksa iki ayri ve geci-
ci olarak farkl anlarda mi uyar: almig olacak? Belki yalmz ki-
tap degigtirildigi zaman roliiniin farkina varacak? Ne de olsa,
normal olarak, bir geyin farkina vardifimiz zaman, dig diinya-
dan, bellegimizi uyaran, usumuzun ozelliklerini hafifce etkile-
ven bilgiler aliriz. Durum béyleyse, algoritmalarin aktive edil-
mesinden ¢ok (veya ek olarak) ussal olaylarla bagdastirilmas:
gereken gey, algoritmalardaki (bakin iste, hafize bankasim al-
goritmanin bir parcas: haline getiriyorum) degigiklikler (uygun
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degigiklikler) midir? Veya kitapsi-Einstein hi¢ kimse veya hic-
bir gey elini siiremese, hi¢ incelenmese bile kendi varhfimn yi-
ne de farkinda olur mu? Hofstadter bu sorulardan bazilarina
deginiyor ama ¢ofunu yanitsiz birakiyer.

Bir algoritmay1 aktive etmek veya fiziksel bicimde nesnelles-
tirmek ne demektir? Bir algoritmanin degigtirilmesi ile bir al-
goritmanm elden ¢ikarilarak yerine yenisinin kullanilmasi ara-
sinda fark var mdir? Biitiin bunlarm, bizim bilingli olarak bir
seyin farkinda olmanuzla ne ilgisi olabilir? Okur, (kendisi bir
giiclii AI yandag: olmadif siirece) sagmaligl agikea goriilen boy-
le bir konuya nicin bu kadar yer aywrdigim merak edebilir. As-
linda bu konuyu sagma bulmuyorum, temelde yanlig buluyo-
rum! Giigli Al mantiginin gerisinde dikkate alinmasi gerekli
bir diirtii var, ve ben bunu agklamaya calisacagim. Bence, baz1
- fikirlerde —gerefince degistirilirse— bir glciide cekicilik var, ve
ben bunu da anlatmaya ¢ahsacagim. Ustelik, kanimca, Searle
tarafindan dile getirilen aksi goriis, bir 6lgiide paylassam bile,
bazi ciddi bilinmezler ve gériiniiste sacmaliklar icermektedir.

Searle, bugiiniin elektronik bilgisayarimin, gelistirilmis islem
hiz ve hafiza bankasina girig hiziyla (buna paralel iglemle} ¢ok
uzak olmayan hir gelecekte Turing testinden bagariyla gecebi-
lecegini, acikea olmasa bile, kabul etmektedir. Glgli Al'mn (ve
diger bircok ‘bilimsel teorinin), bizler, bilgisayar programlar-
nin drnekleriyiz’ iddiasimi kabule hazir gérinmektedir. ‘Beyin
dijital bir bilgisayardir kuskusuz. Hersey dijital bir bilgisayar
olduguna gore, beyin de dyledir’ goriigiine boyun egmektedir.®
Searle’a gore, insan beyninin (usa sahip olabilir) fonksiyonu ile
elektronik bilgisayarn (usa sahip olamayacagin1 savunuyor)
fonksiyonun arasindaki fark, aym algoritmay1 uygulamalar:
olas1 bu ikisinden her birinin sadece maddi yapismdan kaynak-
lanmaktadir. Inandig1 fakat agklayamadigi nedenlerle, elek-
tronik nesnelerin aksine, biyolojik nesne (beyinler), zihinsel et-
kinligini belirleyici 8zelliklerinden ‘yénelmiglik’ ve ‘anlam bilgi-
si'ne sahip olabilirler. Evrim siireclerini yansitan ‘“tarihsel’ bo-
yutlar: diginda, biyolojik sistemlerin (gergekte bizler de bu sis-
temlerde yer aliyoruz) yonelmisligi veya anlambilgisini gercek-
lestirilebilen nesneler olarak ayirt edilmelerini saglayan ne gibi
dzellikleri vardir? Bu iddia bende dogmatik bir sav izlenimi ya-
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ratiyor. Bu sav, giigli Al'n, bir algoritmanin uygulanmasiyla
bilingli farkina varma ¢zelliginin yaratilabilecegine dair savin-
dan daha az dogmatik olmayabilir!

Kamimea, Searle ve dier bircok insan, bilgisayar bilimecileri
tarafindan yanhs yénlendirilmislerdir. Ve, buna karsilik bilgisa-
yarcilar, fizikciler tarafindan yanhs yonlendirilmistir. (Yanhs
yonlendirme fizik¢ilerin kusuru degil. Onlar herseyi bilmiyor
kil} ‘Hersey dijital bir bilgisavardir’ inanc gercekten yayginlag-
ma egilimindedir. Bunun béyle olmasina ni¢in, ve belki de nasil,
gerek olmadigin bu kitap kapsaminda gistermek istiyorum.

Donanim ve Yazilim

Bilgisayar biliminin dilinde donanim (hardware) stzciigl,
makineyi olugturan, baglantlar dahil, bitiin mekanik parcalar
(basili devreleri, transistorler, teller, manyetik bellek alani, vs.)
icin kullamhr. Yazilum (software) s6zeligii ise bilgisayarin gegit-
li programlarini, yazihmmm ifade eder. Alan Turing’in Snemli
buluslarindan birisi, mekanik aksamin belirli bir diizeyde kar-
magtkliga ve esneklige ulastirdigt herhangi bir makinenin, ben-
zeri herhangi bir baska makineyle esdeferde oldugudur. Esde-
ger kavrami, A ve B makinelerinde, A’va B'ye dzgi bir yazihm
verildiginde bunu B makinesiymiscesine hassaslhkla igleme ko-
vaca@, Bye verildifi zaman sanki A makinesiymis gibi hassas-
Iikla isleme koyacag seklinde yorumlanmalidir. ‘Hassashik’ soz-
cligiini, (cevirici yazilim yiiklendikten sonra yiklenen) girdi
karsihginda bilgisayarin fuli gaktis: ile ilgili olarak kullaniyo-
rum; ciki igin gerekli siireyi kastetmiyorum. Her iki makinenin
igslemleni icin gerekli bellek alam herhangi bir agamada tike-
nirse, manyetik teyp, diskler, makaralar, vs. geklinde baz hari-
ci bos ‘bellek’ kaynagina (prensipte sinirsiz) bagvurabilecegini
de dikkate aliyorum. Gercekte, bir gbrevi yerine getirmek ic¢in
A ve B makinelerinin gerektirdifi siire fark:, izerinde durul-
mas1 gereken bir konudur. Diyelim ki A, belirli bir gérevi B'ye
gore bin kat daha hizla yerine getirebiliyor. Veya bir bagka go-
revde B, A’dan bin kat daha hizhdir. Ayrica zamanlamalarm,
kullanilan cevirici yazilimlara bagh olarak biiytk élctide degi-
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gebilecegi unutulmamalidir, Tarthigti@imiz konu, islemlerini ma-

kul bir siirede tamamlamak kaygisi icerisinde bu gibi pratik so--

runlara ayiracak zamam olmayanlar icin bir “ilke” tartigmas:-
lanacaktir: A ve B drneklerinde sozii edilen makineler, evrensel
Turing makineleridir,

Gercekte, tim modern genel-amagl: makineler, birer evren-
sel Turing makinesidir. Bu nedenle, tiim genel-amach bilgisa-
varlar, yukaridaki anlamda, hirbiriyle egdegerdedir: Sonuctaki
iglem hizi farklar ve bellek boyutuna iligkin olas: simirlamalar
ilgi alammizin diginda kaldig siirece, aralarindaki farklar tii-
mityle yazihim kapsamna ahnabilir. Modern teknolgji, bilgisa-
varlarin iglem hizim ve veri depolama kapasitelerini ¢ denli ge-
ligtirmigtir ki, “ginlik” amaclarin ¢ofunun normalde gerektir-
digi hiz ve kapasiteye,* pratikteki kaygilarn hichiri herhangi
bir sinirlama getirmez ve bu nedenle bilgisayarlar arasindaki
teorik egdegerlilik, pratik diizeyde de gegerlidir. Goriiniise giire
teknoloji, ideallegtirilen bilgisayarlarls ilgili timiiyle akademik
tartigmalan, yasamimiza dogrudan etkileyen konulara doniis-
tirmiigtiir!

Anladigim kadariyla gicli Al felsefesinin temelinde yatan
en dnemli etkenlerden birisi, fiziksel bilgisayariar arasindaki
80z konusu egdegerliliktir. Donanima géreli 6nemsiz (hatta bel-
ki tamamen nemsiz) goziiyle bakalirken, yazilim, yani program
veya algoritma, yagamsal 6nem tagiyan malzeme olarak kabul
edilir. Ancak, kamimeca, fizik bilimi agisindan 6nemli bagka et-
kenler de vardir. Bu etkenler hakkinda bazi kamitlar vermeye
caligacafm.

Bir insana kigisel kimligini veren nedir? Bedenini olugturan
atomlar m1? Bu atomlar: olugturan elektronlarin, protonlarin
ve dteki temel parcacmklarin dzel secimi mi? Bu sorularn olum-
suz yamt ile ilgili en az iki neden vardir. Birincisi, herhangi
bir canli bedeni olugturan malzemenin siirekli bir defisim ya-
gamasindadir. Dofumdan sonra hichir yeni beyin hiicresinin
iretilmedigi gergegine karsin bu degisim, tzellikle beyin hiicre-
leri icin gecerlidir. Her canh hiieredeki (beynin, her bir hiicresi

* Bu konuda, karmagtklik teorisinin ve NP problemlerinin tartissldigy IV.
Béliimin sonuna bakuuz.

;
E
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dahil) cok sayida atom —ve, gergekten, bedenlerimizdeki tim
madde— dogumdan baglayarak bircok kez yenilenmistir.

Ikinei neden, kuantum fiziginden kaynaklanmaktadir —ve
dogrusunu sdylemek gerekirse, birinci nedenle tuhaf bir celigki
igindedir! Kuantum mekanigine gére (bkz. VI. Boliim,) herhangi
iki elektronun tamamen dzdes olmasi zorunludur ve aym ilke,
herhangi iki proton ve herhangi iki temel parcacik i¢in de geger-
lidir. insan beynindeki bir elektronun yerine bir tugladaki elekt-
ron konulsa, sistem bir biitiin olarak, degisiklikten dnceki sis-
temden, ayut edilemez! ™ Aym durum protonlar, atomlar, mole-
kiiller vs. icin gecerlidir. Bir insamn bedenini clusturan biitin
malzeme, evinin tuglalarindan alinacak uygun parcaciklarla ta-
kas edilse, hi¢hir sey degigmez. Bu insamn kendi evinden ayirt
edilmesini saglayan, bireysel parcaciklar degil, pargaciklann ti-
miiniin diziliginden ortaya citkan bicimdir,

Kuantum mekanik biliminin disinda, giinliik yasantimizda
da bunun basit érneklerine rastlanabilir: Elektronik teknolojisi

" bu kitab: kelime-iglemciler'le yazmama olanak sagliyor. Bir
sdzcligl diizeltmek istesem, 6rnegin yanhs yvazdigim ‘gitdim’
sdzcliflind ‘gittim’ olarak diizeltmek istesem ya ‘d harfini siler
yerine ¢’ harfini yazarun veya sézciigii timiiyle silerek, yerine
dofrusunu yazarim. S6zciigi tiimiiyle silerek yeniden yazdigrzm
zaman ‘g’ harfi, yeniden yazmadan.nceki ‘g’ harfi midir? Yoksa
verine bir benzerini mi yazdim? Peki,i’ harfinden ne haber?
Sozciiglin timind defistirmeyip, valniz ‘d” harfinin yerine ‘t’
harfini koysam bile, ‘d’ harfinin yokolusu ile 4’ harfinin belirisi
arasinda kisacik bir siire gectigi gibi, degigtirilen harfi izleyen
harflerin, sézciiklerin, satirlarn, vs. kapsayan bir veniden dizi-
lig; harf, sozeiik, satir, vs. aralarimin veniden hesaplanmasa,
ayarlanmasi, diziligi vs., bazen tiim sayfa boyunca uzayip gider
{Su modern cagda akilsiz hesabin sonucuna bakimz!) Diizeltme
islemini ne sekilde yaparsam yapayim, éniimdeki ekranda gor-
diigim tim harfler, ekranin tiimi sanivede altmis kez taramr-
ken bir elektron 1s1nimin izinde yer alan mesafelerden ibarettir.
Istedigim bir harfi gkanp yerine benzerini koyarsam, bu degi-
sim sonrasi sistem aym mudir, yoksa deffisim éncesi sistemden
sadece ayirt edilemez midir? lkinci secenegi (‘sadece ayirt edile-
mez’}, biririci segenekten (‘aynis1’) farkls bir secenek olarak be-
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nimsemeye ¢aligmak sagma gériiniiyer. En azindan, harfler ay-
n1 oldugu zaman genel durumu da aym olarak nitelemek man-
tikl: bir yaklagim sayilabilir. Ozdes parcaciklann kuantum me-
kanigi de igte boyledir. Bir pargacifin yerine ona jzdeg bir par-
cacigin konulmasi, aslinda, genel sistemde hicbir sey yapmamisg
olmaktir: Duruma, tncekinin aym goziyle bakabilirsiniz. (An-
cak, VI. Bsliim’de ele alacagimiz gibi, kuantum mekaniksel bii-
tiinliik icerisinde fark hi¢ de énemsiz degildir.)

. Insan bedenindeki atomlarmn siirekli degigimi ile ilgili olarak
yukarida deginilen gérisler, kuantum fiziginden ¢ok klasik fi-
zik kapsamindadir. Sézciiklerin seciminde, her bir atomun bi-
reysellifinin korunmas1 agisindan anlam tagsiyorlarmigcasina
dzen gosterilmistir. Oysa klasik fizik bu konuda yeterlidir ve bu
diizeyde bir agklama yaparken, atomlar bireysel nesneler ola-
rak tammlamakla cok yanhg davranmig sayilmayiz. Kuantum
mekanigi agisindan atomlarin bireyselliginden, yalniz anlatim
kolayhg sagladign igin degil, ongoriilen agiklama diizeyine uy-
gunlugu bakimindan da bahsedilmigtir.

Bir inganin bireyselliginin, bedensel materyalini olugturan
nesnelere atfetmeye calisabilecegi bireysellikle hic ilgisi yoktur.
Bunun yerine, bir bakima, bu nesnelerin, diyelim uzayda veya
uzay-zamanda sekillenilim ile ilgisi vardwr. Fakat, giclia Al
yandaglan biraz daha ileri gidiyorlar ve diyorlar ki: Béyle bir
sekillenilimin bilgi icerigi, 6zgiin olanin tekrar icerisinden geki-
lip alinabilecegi bir bagka bi¢gime déntistirilebiliyorsa, kisinin
bireyselliginin biitinliigiine dokunulmamahdir. Bu biraz, be-
nim tuglara basarak biraz énce yazdigim ve kelime-iglemei'min
ekraminda beliren harflerin diziligine benziyor. Onlan ekran-
dan silersem, elektrik yiikiiniin minik yer degistirmelerinden
olusan belirli bir formatta, kendi geometrik sekillenilimlerinde,
kodlanmis olarak 6ylece kalacaklar. Ancak istedigim an onlamn
tekrar ekrana getirebilirim; ve igte —sanki hichir déntstim ol-
mamus gibi ekrandalar. Yazdiklarimi saklamak istersem, harf
dizilerinden olusan bilgiyi bir disk iizerindeki manyetizasyon
gekillenilimlerine aktarir, diski yerinden cikarmrim ve sonra
makineyi kapayarak icindeki tiim (ilgili) minik yiik yer degi-
simlerini nétrlestiririm. Yarin, diski tekrar takar, minik yik
yer degigimlerini yeniden baglatir ve hichir sey olmamug gibi yi-
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ne harf dizilerini ekrana getirebilirim. Giiclic Al yandaglarina
gire, bir kiginin bireyselliginin de ayni gekilde isleme tabi tu-
tulmas: ‘acikea’ olasadir, Ekramimda beliren harfler gibi bu in-
sanlar da bir kisinin bireyselliginden hi¢hir sey kaybetmeyece-
gini iddia edebilirler. Fiziksel yapisi, tamamen farkh birseye,
diyelim bir demir y1gmm i¢erisindeki miknatis alanina déniistii-
riillmedigi siirece, gergekten de bireyselligine hicbir sey olmaz
m? Gucli Al taraftarlam, kigilik ‘bilgisi’ béyle bir baska form-
dayken dahi bireyin, bilingli olarak gevresinin farkinda olma
yeteneginin kaybolmayacagim iddia edebilirler. Béyle bir du-
rumda, insanin séz konusu yetenegi bir bilgisayar yazilim ile
temsil edilirken, bilingli tepkisinin ise, bilgisayarin mekanik
parcalan yerine konan insan beyni ve bedeni vasitasiyla yazih-
man faaliyet gistermesi olarak yorumlanmas: gerekir.

Ozetlersek, donamm hangi bicimde olursa olsun —érnegin
elektronik bir aygit olsun~ sorular daima (Turing testinde oldu-
gu gibi) yazlim sorulan tarzinda sorulacak; donanim bu soru-
lar yanitlarken iyi bir performans gisterirse, verecegi yamitlar
normal durumdaki bir insanm verecedi yamtlardan ayirt edile-
miyecek. (Bu sabah kendinizi nasil hissediyorsunuz? ‘Oldukca
iyiyim, tesekkiir ederim. Biraz basim agriyor,” ‘Oyleyse kendini-
zi... gey...yani... kigisel kimliginizde bir bozukluk... veya bagka
bir gey? ‘Hayir; neden boyle soylediniz? Ne tuhaf bir soru bu
boyle.” ‘Oyleyse kendinizi diin hissettiginiz aym kigi olarak hig-
sediyorsunuz? ‘Elbette dyle hissediyorum!)

Bu baglamda sik sik tartigilan konu, bilimkurgunun teleula-
stm makinesidir.”* Diyelim, bir gezegenden digerine ‘ulagim’
aract olarak tasarmmlanmis olmasina karsin, gercek amacin bu
olup olmadig1 tartigilir. Bilim kurgu kahramani voleulugunu
bir uzay gemisiyle ‘normal’ gekilde yapacakken, bedenindeki
her atomun ve her elektronun yeri ve kogullan kesin ve dogru
gekilde aynntilandinlarak saptanmak iizere bagtan ayaga tara-
myor. Tim veriler elektromanyetik bir sinyalle, varilacak uzak
gezegenlere sinlanivor (1g1k hizinda). Veriler, burada, yoleunun
tiim amlar, digiinceleri, umutlar: ve en derin duygulanyla bir-
likkte tam bir kopyasinin olugturuimasina iliskin komutlar dog-
rultusunda derleniyor ve kullamibivor. Beyin etkinliklerinin her
ayrmtis1 6zenle saptanip iletildikten sonra yeniden inga edildi-
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gine gire, sonucun boiyle olacagini en azindan iimit edehiliriz,
Mekanizmanmn tasarimlandigi sekilde igledifini varsayarsak,
yoleunun 6zgiin nishas ‘giivenli gekilde’ imh4 edilebilir. Bu
agamada sorulacak soru: Bir yerden hir yere yoleuluk yéntemi
gercekten boyle midir, yoksa kopyasm: gikararak ashm sldiirme
yontemi midir? Yoéntemin, kendi referansina dayamlarak, ta-
mamiyle giivenh oldugu kamitlanirsa bu ‘yoleuluk’ yintemini
denemek ister misiniz? Teleulagim, seyahat etmek degilse, bir
odadan digerine ylriyerek gecmek ile arasinda, ilke olarak, ne
fark vardir? Odadan odaya yiiriiyerek gecerken, herhangi bir
anda, insanin bedeninde bulunan atomlar, bir sonraki anin
atomlarimin yerine dair bilgi veremiyor mu? Daha énce, her-
hangi bir atomun kimligini korumanin énemsiz oldugunu ince-
lemistik. Herhangi bir atomun kimliginin sorgulanmasi bile an-
lamsiz. Atomlarin hareket halindeki bigimi, bir yerden digerine
dogru giderek cogalan bir ¢egit bilgl dalgas: olusturmaz ma? Bir
odadan digerine yiriiyerek gecen yolcumuz ile teleulagim ciha-
z1yla yoleuluk yapan yoleumuzu tammlayan dalgalarn degisi-
mi arasinda temel fark nerededir? ‘

Teleulagim cihazimin ger¢ekten ‘ise yaradifini’ ve yolcunun
uzak gezegendeki kopyasinda gercek ‘bilincinin’ tekrar uyandi-
rldigim varsayalim. (Yelcuya yoneltilen sorunun gergekten
anlam tasidigini varsayarak). Ya yoleunun ézgiin kopyasi, oyu-
nun kurah geregi, ortadan kaldirilmazsa ne olacak? ‘Bilincliligi’
aym anda iki ayr1 yerde olabilir mi? (Style bir konugsma kars:-
smda tepkisinin ne olacagin: diigiinmeye ¢alisin: ‘Ah camim, Te-
letaginciya yerlestirmeden énce sana verdigimiz ildc zamanin-
dan 6nce etkisini yitirdi. Oyle mi? Sanssizlik ama sorun degil.
Oteki senin —gey, yani gercek senin— sag salim Ventise vardig-
m 6grenmek seni sevindirecektir; boylece seni, gey... yani bura-
daki ige yaramaz kopyam yok edehiliriz. Tabii ki hi¢ ac: duyma-
yacaksm.”) Burada bir paradoksla kargilagiyvoruz. Fizigin yasa-
lam arasinda teleulagima ilke olarak olanak saglayan bir yasa
var mu? Belki, diger taraftan, bir insan: bilinciyle birlikte bu
yolla bir yere ulastirmaya engel, ilke olarak, hichir sey voktur
ama kopyalama’ igleminin tzgiin olan: yok etmesi olasih yok
mudur? Yoksa ilke olarak birbirinden bagimsz iki ayri canlh
kopyayr muhafaza etmek mi olas: degildir? Bu giriiglerin aligil-
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madik icerifine ragmen, bunlardan hareketle biline ve kigisel
ozelliklerin fiziksel dogas: ile ilgili énemli baz ipuclarn elde
edebilecegimize inamyorum. Ussal olgularin anlagilmasinda
kuantum mekaniginin roli hakkinda bir igaret verebilirler. Su
anda bu konunun tizerinde fazla durmayacagim. VI, Bolim’de
kuantum teorisini 1nceled1kten sonra bu konuya tekrar dénmek
gerekecektir.

Simdi Giichi AT'1in teleulagim konusuna bakis acisim ele ala-
Lim. Tki gezegen arasinda bir role istasyonu bulundugunu var-
sayalm. Veriler burada, son duraga yansitilmadan 6nce gecici
olarak depolaniyor olsun. Kolayhk saglamas: bakimindan veri-
ler, insan biciminde degil fakat bir gegit manyetik veya elektro-
nik cihazda depolamyor. Yoleuw'nun bilinei béyle bir cihazda de-
polanabiliv mi? Guigliu Al taraftarlan, depolanabilecegine bizi
inandirmaya g¢alisacaklardir. Ne de olsa, diye savunacaklardir,
yolcunun beyninin uygun etkinligini ‘sadece’ taklit etmek, si-
mille etmek suretiyle cihazin, yolcunun sormasim istedigimiz
sorulan yanitlamasim saglayabiliriz. Cihaz gerekli tim veriler-
le donanimh olacaktir; gerisi de hesaplamaya kaliyor. Cihaz,
yolcunun kendisiymis gibi sorulanlar yamtlayacagina gére
{Turing testi!), yolcunun bizzat kendisi olacakéir. Giigli AThn,
useal olgular agisindan gergek donanmimin énemli olmadifina
dair goriigii bu érnege dayanmaktadir. Bence yeterli gerek¢eye
sahip olmayan bir goriigtiir. Beynin (veya usun) ashnda dijital
bir bilgisayar oldugu varsayimina dayanir. Buna gére, bir insa-
nmn diigiinme eylemi esnasinda, beynin dogal fiziksel (biyolojik,
kimyasal) yapisina ihtivac gosterebilecek hichir fiziksel olgu-
pun yardimina bagvurulmaz.

Giiglii Al agusindan tartisilmas: gereken konu, gereksinim
duyulabilecek fiziksel olgularin etkilerinin, dijital hesaplar va-
sitasiyla her zaman dogru sekilde drneklenip drneklenemeyece-
gidir. Birgok fizikginin bu savi, meveut fizik bilgimize dayanila-
rak ileri siiriilebilecek ¢ok dogal bir sav oldugunu savunacakla-
rindan hemen hemen eminim. Daha sonraki bolumlerde karg:
savimi savunacagim. Fakat, bu asamada, ilgili tiim fiziksel ol-
gularin, dijital hesaplarla daima érneklenebilecegi varsayimim
(genelde kabul edilen varsayim) kabul edelim. Biylece yegéne
gercek varsayim (zaman ve hesaplama uzayl ile ilgili konular
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. disinda) ‘slevsel’ yaklasimdan ibarettir: Bir nesne, tamamen
bilingli bir varlik olarak davraniyorsa, kendini bu varlikmig gi-
bi ‘hissetmelidir’.

Giicli Al, ‘sadece’ bir donanim olarak beynin etkinlikleri icin
vardimina bagvurulan fizik biliminin, uygun bir ¢evirmen yazi-
him kullanilarak simule edilebilecegi gortsiindedir. Islevsel ba-
kig acisindan konu ele alindiginda, evrensel Turing makineleri-
nin etkinligi ve bu makinelerce gerceklegtirilebilecek algorit-
malar ~ve, kugkusuz, beynin bir tiir algoritmik eyleme uygun
caligmasi— gibi gériiglerle yiiz yiize geliyoruz. Bu dolambach ve
onemli kavramlar hakkinda biraz daha agiklayic olmanin za-
mar geldi.

1. Bkz. Gardner (1958}, Gregory (1981) ve bunlarda yer alan kaynaklar.

2. Bkz. Resnikoff ve Wells 51984) s. 181-4. Klasik hesap yintemleri i¢in bkz.
Rouse Ball (1892); Smith (1983).

3. Bkz. Gregory (1981), s. 285-7, Grey Walter (1953).
4. Bu érnek Delbrick’den (1986) ahntidzr.

5. Bkz. (*Connell (1988) ve Keene'in (1988) makaleleri. Bilgisayarla satrang ko-
nusunda daha fazla bilgi i¢in bkz. Levy (1984).
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6. Kuskusuz, satrang problemlerinin gogu insanlar igin ¢éziimii zor olacak sekil-
de tasarmnianmistr. Cozimd insanlar icin agira dlctide zor olmayan fakat gii-
niimiiziin satrang-problemi ¢ozebilen bilgisayarlarinin bin yilda cézemeyecegi
bir satrang problemini hazmrlamak gok zor olmasa gerek. (Yapilmas: gereken,
oldukea agik bir plan ve ¢ok sayida derin hamle hazirlamaktan ibaret olmah.
200'den fazla hamle ~haddinden fazlal— gerektiren problemler oldugu bilini-
yor). Biyle bir problem ilging bir satrane karsilagmas: yaratabilir,

7. Kitap boyunca Searle1n terminolojisi olan ‘gigli Al’ terimini, bu agir1 gori-
siin, 8zfinil en iyl yansitti® icin kullanmay: yegledim. Fonksiyonalizm’ terimi
de aym gériss icin sikea kullamilmakla birlikte her zaman tam anlami veremi-
yor. 88z konusu goriigil ileri siirenlerden bazlar: Minsky (1968}, Fodor (1983),
Hofstadter (1979) ve Moravec'dir (1985).

8. Iddia ile ilgili olarak bkz. Searle (1987), 5. 211.

9. Searlein ‘The Mind's T’ da tekrar basilan ilk raporunu elestirirken Douglas
Hofstadter, highir insanin baska bir insammn usunu, son derece karmagik olmasi
nedeniyle, anlagilabilir bir ‘6z analizini’ yapamayacagindan yakinmaktadir.
Gergekten de yapilamaz! Fakat bence igsellestirmenin gerceklestirilmesi asil
amagc degildir. Algoritmamn, bir ussal olayin cisimlestirilmesi ile ilgili kismyla
ilgilenmek yeterlidir. Bu, bir Turing testi sorusunun yamtlanmasi esnasinda
bir ankk “bilingli kavrama” olabilecefi gibi daha basit bir yintern de olabilir.
Bovlesi herhangi bir ussal olay, neden son derece karmagik bir algoritmay: ge-
rektirsin?

10. Bkz. 5. 368, 872, Searle’m (1980}, Hofstadter ve Dennett’teki (1981)
makalesi.

11. Bu konuda bilgi sahibi bazi okurlar, bazi igaretlerin farkli olmasindan
yakinabilirler. Bu (tartisilabilir) fark bile, elektronlardan birini 360° ¢evirirsek,
kaybolacaktir (Agiklama igin bkz. VI. Bélam).

12. Bkz. Hofstadter ve Dennett'e Girig (1981).
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II. Bolum
Algoritmalar ve Turing Makineleri

Algoritma Kavram:

Bir algoritma, veya bir Turing makinesi, veya bir evrensel Tur-
ing makinesi tam olarak nedir? Nigin “diigiinen alet” nedir sorusu
istiine olugan cagdag diisiinceler arasinda bu kavramlar merkez
konumundadirlar? Bir algoritmamn yapabilecekleri ilke olarak si-
nirli midir? Bu sorulara yeterli yanit getirebilmek igin éncelikle al-
goritma fikrini ve Turing makineleri kavramim ayrintili inceleme-
miz gerekecek.

erideki gesitli tartigmalar sirasmda bazen matematiksel ifadele-
re bagvurmamiz kagmilmaz olacak. Okuyuculanmdan bir kisminin
bundan hi¢ hognut kalmayacaklarinm, hatta belki bunu trkiitiici
bulacaklarnm farkindayim. Eger bu okurlardan birisi iseniz, size sa-
bir dileyerek, “Okuyucuya Agiklama” béliimiindeki tavsiyelerimi izle-
menizi dneririm. Burada verilen tartigmalar genelde ilkégretimin
dtesinde bir matematik bilgisi gerektirmeyecek; ancak, ayrmtilara
inebilmek icin epey kafa yormak kagmilmazdir. Ashnda verecegim
pek cok ornek yeterince aciktir ve ayrntilan izleyerek kavranabilir-
ler, Ama goylece tizerinden bir kez ckunmalan bile tartisilan konular
haklkinda sizlere fikir verecektir. Ote yandan eger konularn vzmam
iseniz sizlere de sabir dileyecegim. Yine de diyeceklerime siyle bir
bakarsamz ilginizi cekecek birkag sey bulabileceginizi samiyorum.

‘Algoritma’ kelimesi 9. yiizyilda yasamig Horasan dogumlu mate-
matikei Ebu Cafer Muhammed Ibn-i Musa el Harezmi'nin (al-Kho-
wiarizm) adindan gelmektedir. M.S, 825 yillarinda “Kitab el cebr ve'l
mukabele” bashgiyla gok etkili olmus bir matematik ders kitab: yaz-
mghir. Eskiden kullamlmakta olan ‘algorizma’ teriminin yerini bu-
glinkii kullammda “algoritma” kelimesinin almis bulunmas: “arit-
metik” kelimesiyle kurulan bir iligkive bagh olmalidwr. (‘Cebir’ keli-
mesinin de aym kitabin baglifinda yer alan Arapca el-cebr’den
gelmis olmas ilgingtir).
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Ashinda algoritmalar el Harezmi'nin kitabindan cok once de
bilinmekteydiler. Eski Yunan déneminden (yaklagik M.O. 300
den) beri bilinen ve Eukleides algoritmast adiyla tamnan en iyi
ornek, iki saymmn en biiyiik ortak bélenini bulma yéntemidir.
Konuyu daha iyi anlatmak i¢in, 6rnegin 1365 ve 3654 gibi bir
say ¢cifti diistinmek yararl olacaktir. Bu sayilarin en biiyiik or-
tak boéleni (EBOB), verilen her iki sayiy1 tam olarak bélen en
biiyiik tamsayidir. Eukleides algoritmasim uygulamak i¢in ve-
rilen sayilardan biyigiini kicigiine bolip kalani bulacagiz:
1365, 3654°de iki kere var ve kalan 924 diir. (924 = 36564 - 2 x
1365) Simdi snceden verilen sayi ¢ifti yerine kalan 924 ve hilen
1365 sayilarim alahm. Bu yeni say ¢iftiyle yukaridaki iglemi
tekrarlayalim: 924, 1365'de bir kere var ve kalan 441’dir. Boy-
lece 441 ve 924’den olusan yeni bir say: ¢ifti olugturduk. 924'a
441e bolersek kalan 42 olur. (42 = 924 — 2 x 441). Bir tam bél-
me islemine kadar bu siire¢ tekrarlamir. Agikea yazarsak:

3654 + 1365 kalan 924
1365 - 924 kalan 441
024 + 441 kalan 42
441 + 42  kalan 21
42+ 21  kalan 0.

En son bélen say1, yani 21 sayis1, aranmakta olan en biiyiik or-
tak bolendir.

FEukleides algoritmasi, bu ortak béleni bulmak icin izledigi-
miz sistemli yontemin kendisidir. Burada yontemi belli bir say:
ciftine uyguladik, ama yoéntemin kendisi herhangi iki sayiya
uygulanabilecek kadar geneldir. Eger verilen sayilar ¢ok biyik
olursa, yontemi uygulamak uzun bir siire alabilir; sayilar ne
kadar biyiikkse siirec o kadar uzun siirebilecektir. Fakat her
durumda siire¢ tamamlanir ve sonlu sayida islem yaptiktan
sonra kesin bir yamta ulagilir. Her adimda hangi islemin yapi-
lacag tam olarak belirlenmigtir; siirecin ne zaman sona erdiri-
lecegi de kesin bir kurala baglanmigtir. Ayrica, tiim stire¢ sinir-
s1z bilyiik dogal sayilara uygulanmakta olmasina ragmen sonlu
sayida adimla belirlenebilmektedir. (‘Dogal sayilar’ deyince eksi
olmayan tamsayilar’* anlayacagz: 0, 1, 2, 3, ...} Nitekim, Eukle-
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AveB
saydarm al
v
A yen:ne B koy A'yi Bye bil
B yerine C koy C kalanmim sakla
A4

Dur ve B yaz

ides algoritmasinin mantiksal iglemlerinin tamami (sonlu) bir
‘akig gemast’ ile temsil edilebilir.

Yukarida siirecin en temel basamaklarina kadar ayrigtiril-
madan verilmig olduguna dikkat edilmelidir. Ciinkii A ve B di-
ye verilen iki dogal saymin bélimitinden elde edilecek kalan sa-
yinin hangi iglemlerle bulunacagim ‘bildigimiz’ varsayiliyor.
Hepimizin okulda 6grendigi bu bélme islemi de algoritmik bir
iglemdir. Gercekte bolme islemi Eukleides algoritmasimin ken-
disinden daha karmagik bir stivectir, ancak benzer bicimde bir
‘alag semasrt’ ile verilebilir. Esas zorluk dogal sayilari (normal
olarak) ondalik sistemle géstermemizden kaynaklanmaktadir.
Dolaysiyla ¢arpim tablosunu olugturmak, eldeleri tagimak vb.
iglemler yapilmaktadir. -
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Eger bir n sayisim gostermek icin sadece n ¢izik atsaydik, ér-
negin 5 sayisum //// ile gosterseydik, kalam bulmak gercekten
basit bir algoritmik islem haline gelirdi. A say1s1 B sayisina bo-
litntince kalam bulmak icin A’dan B sayisim temsil eden cizik

gruplarim pes pege cikarirdik. Geride kalan cizikler bize yamt
verirdi. Ornegin, 17'yi 5’e bolersek kalan: bulmak ig¢in /7 grup-
laxn /I grabundan goyle ayuardik:

M
i
M

i

Ug adum sonra yanit iki olacaktir.
Bir bélme isleminde kalam, tekrarlanan gikarma iglemleriy-
le veren bir ‘akis semast’ agafida verilmigtir. Eukleides algo-

AveB
sayilarim al
¥
¥
A yerine
A-B koy
b3
B>A?
Hayr
Bvet

Dur ve A yaz
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ritmasim veren akis semasin tamamlamak icin yukandaki se-
may1 onceki akis gemas: icinde sagda ortadaki kutu icine yer-
lestirmeliyiz. Bu tiir bir algoritmay1 diger bir algoritmanin
icinde yerine koyma iglemine bilgisayar programlamasinda sik
rasgtlanir,

n sayisim, n tane cizikle temsil etmek sayilar biiyiidiikce gi-
derek kullamigsiz olmaya baglar, ve bizler bu nedenle sayilarn
gostermek icin standart ondalik sistemi kullaniriz. Ama burada
iglemlerin veya gosterimin kullagnislilig: bizi o kadar ilgilendir-
miyor. Daha ¢ok hangi islemlerin ilke olarak algoritmalarla ya-
pilabilecegi ile ilgilenmekteyiz. Bir say: sisteminde algoritma
ile yapilabilen bir iglem bagka herhangi bir say1 sisteminde de
algoritma ile yapilabilir. Farklar sadece ayrintida ve iglemlerin
karmagikhgindadar.

Eukleides algoritmasi, matematigin hemen her dalinda bulu-
nabilecek, artik klasiklesmis pek ¢ok algoritmadan sadece biri-
sidir. Ancak dikkate deger bir nokta, algoritma érneklerinin bu
kadar geriye giden tarihine kargi, genel algoritma kavraminin
kesin olarak verilmesinin ancak yiizyilhimmzda gerceklemis bu-
lunmasidir. Bu kavramm birbirine egdeger tamimlarinm hepsi
19307larda yapilm:gtir. Bunlardan en dogrudan ve ikna edici
olam ve tarihsel acidan da en dnemlisi Turing makinesi diye bi-
linen kavram yardimyla verilenidir. Bu ‘makineleri’ ayrintila-
riyla incelemek gerekecektir.

Bir Turing makinesi hakkinda aklimizda tutulacak en énem-
li husus bunun bir fiziksel nesne degil bir ‘soyut matematik’
iriinii oldugudur. Kavram ilk kez, ingiliz matematikeisi, tnlii
sifre uzmam ve itk bilgisayar bilimcilerinden Alan Turing tara-
findan (Turing 1937) 1935-6 senesinde daha genis kapsamli bir
probleme yanit getirebilmek amaciyla ortaya konmustur.
Entscheidungsproblem adiyla bilinen bu problem biiyiik Alman
matematikcisi David Hilbert tarafindan 1900 Paris Uluslarara-
81 Matematikeiler Kongresinde kigrnen (Hilbert'in 10. proble-
mi) ve daha sonra 1928 Bologna Kongresi'nde tam olarak ta-
nimlanmgty. Hilbert en genel bir matematik probleminin gozii-
mii i¢in algoritmik yontem bulunup bulunamayacagim sormak-
tayd:; ya da ‘daha dogrusu’ biyle bir yontemin ilke olarak var
olup olmadifim sorgulamaktaydi. Hilbert'in amaci, aksivomla-
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rini ve yontem kurallarim belirleyecek bir program yardimiyla,
matematigi tartigilamaz saglamhikta bir temel tzerine oturt-
makti. Ancak daha Turing’e gelmeden dnce 1931'de parlak
Avusturyali mantikga Kurt Gédel'in gsagkinhk veren bir teoremi
nedenivle bu program gikmaza girmig bulunmaktaydi. Gidel te-
oremini ve bunun tnemini IV. Bélim’de ele alacagiz. Turing’in
ilgilenmis oldugu Hilbert problemi (Entscheidungsproblem) ma-
tematigin herhangi bir aksiyom sistemi cinsinden yazilmasin-
dan daha derine inen bir problemdir. Sorun sudur: Matematifin
tiim problemlerini birbiri pesi sira c¢ézebilecek genel bir meka-
nik yontem ilke olarak var madur?

Bu soruyu yanrtlamakta kargsilagilan bir zorluk mekanik yon-
tem ile ne kastedildigini anlamakti. Kavram, o donemin ahsil-
mis matematik anlayigimin disinda kahyordu. Bir yanit getire-
bilmek igin, Turing once ‘makine’ kavramini, iglevierini temel
6gelerine aymrarak nasil tamimlayacaf lizerinde diigindi. Tu-
ring’in insan beynini bu anlamda bir ‘makine’ olarak gérdiigi
aciktir. Béylece matematikginin bir matematik problemiyle ug-
ragirken yaptig: eylemler de meka_mk yontemler’ baglig altin-
da toplanabilmekteydi.

Her ne kadar insan diistincesine bu bakig acis1, Turing’in bu
cok dneml kavramin: geligtirmesinde deger tagimigsa da bizler
aymi bakis acisim kabule zoruniu degiliz. Nitekim, bir mekanik
yintemden ne kastedildigini tam olarak agikladiktan sonra Tu-
ring, iyi tamimli ama normal anlamda mekanik denmeyecek ba-
z1 matematik islemlerin varlifim géstermistir. Turing’in kendi
cahgmalarina dayanarak onun akil clgusunun deogasi izerine
goriislerinde acik noktalar bulunduguna kanit getirebilmek bir
celiski olmali, Ancak gu an konumuz bu degil. Oncelikle Tu-
ring’in mekanik yontem kavraminin ne oldugunu anlamaliyiz.

Turing Makinesi Kavram:

Bir hesap yéntemini (sonlu tamimlanabilir) uygulayan bir
makine diigiinelim. Genel hatlariyla nasil bir makine olurdu bu
acaba? Simdilik uygulama teknigi hakkinda fazlaca kafamiz
vormayalmm; matematik agisindan ideal bir tasarma sahip ol-
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mas yeterli. Cihazimz olarak soniu (belki de ¢ok fazla sayida)
ve birbirinden farkli olas: bir bagimsiz durumlar kiimesine sa-
hip olsun istiyoruz. Biz bunlara makinenin i¢sel durumlar adi-
m veriyoruz. Ancak, makinemizin ilke olarak gerceklegtirecegi
hesaplarn boyutunu siniriamak istemiyoruz. Eukleides’in yu-
karda tanmmladigimiz algoritmasimi animsayinz. Ilke olarak,
algoritma veya genel hesap yontemi, savilar ne kadar biyyiik
olursa olsun, vine aynidir. Biiyiik sayilar sz konusu oldugu za-
man, yontem gercekten cok uzun zaman alabilir ve hesaplar:
yvapabilmek igin dnemli miktarda ‘miisvedde kagidy’ gerekebilir.
Fakat sayilar ne kadar biiyik olursa olsun algoritma yine aym
sonlu komutlar kimesinden ibarettir.

Bu nedenle makinemiz, sonlu sayida i¢sel duruma sahip olma-
sma kargm, boyutu simirlanmamig bir girdiyle iglem yapabilmeli-
dir. Ayrica makinemiz, iglemleri i¢in, simirsiz bir digsal veri birik-
tirme alanindan (‘'misvedde kagidr’) yararlanabilmeli, aym za-
manda smirsiz boyutta cikta tretebilmelidir. Makinemiz, sonlu
sayida farkli icsel duruma sahip oldugu icin, ondan ne tim digsal
verileri, ne de kendi hesaplarinm sonuglarm igsel konuma getir-
mesi beklenmemelidir. Bunun verine, verilerin veya énceki he-
saplarin aninda isleme soktugu kisimlarim incelemeli, daha son-
ra bunlarla ilgili olarak hangi iglemlerin yapilmas gerekiyorsa
onlan yapmahdir. Digsal veri biriktirmoe alanina, iglemin sonugla-
rin1 kaydedebilir ve iglemin bir sonraki asamasina gayet kararh
bir gekilde gecebilir. Girdinin, hesap mekénmmin ve giktinin sinir-
siz dogasy, pratikte fillen olugturulabilecek bir seyden cok, yalmz
matematiksel bir idealin gergeklesmesivle ilgilendigimizi hatirla-
tir (bkz. Sekil 2.1). Fakat bu konumuzla onemli ilgisi olan bir ide-
alin gerceklesmesidir. Modern bilgisayar teknolojisinin harikalan
hize, pratik amaclarmzin bircogu icin simirsiz olarak kullamlabi-
lecek elektronik veri biriktirme alani (bellek) saglamusgtir.

Gercekte, digsal olarak tanimlanan bellek alam tipi, modern
bir bilgisayarin igsel iglemlerinin bir kismum olugturur. Bellek
alaninin belirli bir kisminin digsal veya icsel olarak nitelendi-
rilmesi belki teknik bir ayrintidir. ‘Makine' ve ‘digsal’ kasim ayi-
rnm, donanim (hardware) ve vazilim (software) olarak kabul
edilebilir. Buna gire, icsel kisum (mekanik} donanim, digsal ki-
sim yazihimdir. Bu konuya saplanip kalmayacaggim ama nere-
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- Sekil 2.1 Kurallara uygun bir Turing makinesi sonsuz bant gerektirir!

sinden bakarsamz bakin, Turing’in ideallestirilmesi glintimii-
ziin elektronik bilgisayarlarma gercekten cok yaklagmigtir,

Turing, digsal veri bellek alanini, {izerinde igaretler bulunan
“bant” geklinde gozinde canlandirmigtir. Bu bant ileri/geri ha-
reket edebilir. Makine, gerekirse, bantin {izerine yeni igaretler
koyabildigi gibi eski igaretleri silebilir ve biylece aym bantm,
girdi oldugu kadar digsal bellek (‘miisvedde kagidr’) gibi gérev
vapmasimi saglar. Gercekte, digsal bellek ile ‘girdi’ arasinda
ayinim yapmamak yararh olur, ¢iinkii iglemlerin cogunda bir
hesabin ara senuclan, yeni veriler gibi rol alabilir. Eukleides’in
algoritmasinda, ilk girdimizle (A ve B sayiiary), hesabin cegitli
asamalarim birbirlerinin yerine koydugumuzu hatirlayimz. Ay-
n1 sekilde, aym bant, kesin cikt1 (yani, ‘yanit’) igin kullamlabi-
lir. Bant, bagka hesaplarin yapilmasina gerek oldugu siirece
durmadan ileri/geri hareketini siirdiirecektir. Islem tamamlan-
dig1 zaman makine durur ve hesap sonucu, bantin makinenin
bir yaminda yer alan kismi {izerinde okunabilir. Kesin bir ta-
nimlama icin farzedelim ki, sonug daima sol taraftan verilir-
ken, girdi kapsamindaki tim sayisal veriler ve goziilecek prob--
lemle ilgili komutlar daima sag taraftan verilir.

Kendi adima, simrl: makinemizin, potansiyel olarak sonsuz
bant1 ileriye geriye hareket ettirmek zorunda olmasmndan biraz
rahatsizhk duyuyorum. Malzemesi ne kadar hafif olursa olsumn,
sonsuz bir bant: hareket ettirmek zor olmali! Bantin, sinirh ma-
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kinemizin icinde hareket edebilecegi digsal ortam temsil ettigini
diislemeyi yeglerdim (Kugkusuz, modern elektronik cihazlarda,
basit fiziksel anlamda, ne bant’ ne de ‘cihaz’ gercekten ‘hareket’
ederler; fakat boyle bir hareket’ nesnelerin hayalde canlandiril-
masm kolaylagtiriyor). Bu teoriye gire makine, girdinin tama-
mim ortamdan alir. Ortam, kendine ait ‘miisvedde kagidr’ ola-
rak kullanmr. Senucta, ciktisini ayni ortam iizerine kaydeder.

Turing’in resminde ‘bant’, her iki yénde sonsuz oldugu varsa-
yilan ve karelerden meydana gelen cizgisel bir diziden olugur.
Bantin tizerindeki her kare ya bostur ya da tizerinde bir tek
igaret vardir®, Isaretli veya igaretsiz kareler, ortamn, (yani
bantin), pargalara ayrilarak birbirinden bagimsiz (siireklinin
karsiti olarak) kesikli elemanlar: olarak tanimlanabilecegini
gogterir. Makinemizin fonksiyonlarn: givenilir ve kararl ge-
kilde yerine getirmesini istiyorsak bu ozellife sahip olmas ge-
rekir, Ancak matematiksel ideallestirmenin bir 6zelligi olarak
‘ortamin’ (potansiyel bakimdan) sonsuz olmasina kars1 degiliz,
fakat hangi ézel durumda olursak olahm girdi, hesaplama igle-
mi ve cikt: daima sonlu olmalidir. Buna gére bant, sonsuz ola-
rak uzun kabul edilse bile iizerinde bulunan isaretlerin sayis
sonsuz olamaz. Her bir yonde bant belirli bir noktadan sonra
tiimiiyle bog olmahdar.

Bos kareyi ‘O’ isaretli kareyi ‘1’ ile géstererek bir érnek vere-
lim:

AT ool A e o o o TTo [ [o[x]oo |

Makinemizin, bant1 ‘ockumast’ gerekiyor; ockuma iglemini bir de-
fada bir kareyi okuyarak ve her ockumadan sonra saga veya so-
la yalmz bir kare hareket ederek gerc¢eklegtirdigini varsayiyo-
ruz. Bir defada n kare okuyan veya bir defada % kare kayan ci-
hazlar, bir defada yalmz bir kareyi okuyan ve gecen bir cihaz
cinsinden kolayhkla modellenebilirler. 2 karelik bir hareket, bir
karenin £ kere hareketiyle olusturulabilir; » karenin bir defada

* Grergekte, Turing ilk tamimlamalamnda bantin lizerinde karmagsik igaretlerin
bulundugunu varsaymigtir ama bu gergekten fark etmez. Karmagk igaretler,
igaret/ara geklinde daima kesik gekle déntigtiiriilebilir. Bundan éteye Turing’in
dzglin komutlarinda baz ufak tefek degigiklikler daha yapacagim.
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okunmas: veri depolamak suretiyle basit cihaz sanki n karenin
hepsini bir defada okuyormus gibi yorumlanabilir.

Bu cihaz aymntili olarak ne yapabilir? ‘Mekanik’ olarak tamm-
layacagimiz bir seyin iglevini yerine getirebildigi en genel yontem
nedir? Cihazimzin igsel durumlarmin sayn bakimindan sonsuz ol-
mamas: gerektifini hatirlayiniz. Bilmemiz gereken tek gey, bu
sonsuz olmamanin Stesinde cihazin davramigimn tamamen igsel
durumu tarafindan ve girdi tarafindan kontrol edildigidir. Girdiy:
basitlegtirmis ve ‘0’ ve ‘1’ sembollerinden biriyle temsil etmistik.
Baglangic durumu ve bu girdiyle donanimh olarak makinenin ta-
mamen kararl bir gekilde caligmas: beklenir: Igsel durumunu bir
bagka (belki de ayn1) icsel duruma degigtirir; okuma simgeleri
olarak O veya 171 kullamir veya bunlarm yerine bagka simgeler
koyar; saga veya sola bir kare hareket eder; sonugta, islemi siir-
diiriip stirdiirmemeye veya bitirmeye karar verir ve durur.

Cihazimizin ¢ahgmasin: daha agk anlatmak amaciyla icsel
durumlarm numaralayelim: 0, 1, 2, 3, 4, 5, ...; buna gére ciha-
zin, veya Turing makinesinin, caligma sistemine, asagida or-
neklendigi gibi bir dizi yer degigtirme egemen olacalktir:

00 - 0o0R
01l — 131L
10 - 651R
11 - 10R
20 - 01lR.STOP
21 - 66lL
30 - 370R
- 3lL

2100

2581 -» 00R.STOP

2590 971R
2591 — 0OR.STOP

1
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Okun sol tarafindaki iri rakam, cihazin okuma iglemini gergek-
-legtirmelcte oldugunu gosteren ve bantin {izerinde yer alan iga-
rettir; cihaz bu simgenin yerine sag tarafta ortada bulunan iri
rakam koyar. ‘R, cihazin bant boyunca saga dogru bir adum, L/
ise sola dogru bir adim hareket etmek zorunda oldugunu goste-
rir. (Turing’in dzgin tamminda oldugu gibi, cihazin yerine
bantin hareket ettigini diigiiniirsek, R'yi bantin bir kare saga
ve L'yi bir kare sola hareket etmesi komutu olarak yorumlaya-
biliriz). STOP sdzeigi, iglemin tamamlandigini ve cihazin dur-
mast gerektigini gosterir. Ozellikle, 01 —-13 1L komutu cihaz ‘0’
durumunda ise ve banttan 1 okuyorsa, 13 numaral icsel duru-
ma gecmesi ve 1’1 1 olarak bant iizerinde birakmas: ve bant
iizerinde bir kare sola kaymas gerektigini gosterir. Son komut
2591 00R.STOP, cihaz 259 durumunda ise ve bant izerinde
1% okuyorsa, 0 durumuna gegmesi, bant iizerinde O dretmek
icin 1% silmesi, bant boyunca saga dogru bir kare kaymas ve
islemi tamamlamas: gerektigini gosterir.
fesel durumlar1 0, 1, 2, 3, 4, 5,... gibi sayilar kullanarak gos-
termek yerine, Olardan ve 1lerden olusan simgeler kullanma-
miz gerekseydi, bant tizerinde yukarida agiklanan simgeler sis-
temine sadik kalmamz daha dogru olurdu. Istersek n durumu
i¢in n adet 1 kullanabilirdik ama bu yetersiz olurdu. Bunun ye-
rine ikilik say: sistemini kullanalim:

0,
1:
10,
11,
<100,
101,
1190,
111,
1000,
1001,
1010,
1011,
1100, vs.

W -1 Ul WO

N A N R
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Burada sag taraftaki son hane standart (ondalik) sistemde oldu-
gu gibi, birlikleri’ gosterirken, hemen ondan bir tnceki hane ‘on-
luklar’ yerine ‘ikilikleri gosterir. Bundan tnceki hane yiizliikler
degil, dértliikler, daha 8nceki hane ‘binlikler’ degil ‘sekizlikler’,
vs. gosterir ve sola dogru hareket ederken birbirini izleyen her
hanenin degeri, birbirini izleyecek sekilde ikinin katlaridir:
124=2x2),8=2x2x2),16(=2x2x2x2),32A=2x2x2x%x2
x 2), vs. (Ileride agiklayacagimiz nedenlerle, dogal sayilar temsil
etmek amaciyla ikilik veya ondalik sistemlerden bagka bir basa-
mak sistemi kullanmay1 bazen daha uygun bulacagiz: Ornegin,
tiglitk sistemde, 64 ondalik sayis1 her hanesi Ggiin katlar: dege-
rinde olmak lizere 64= (2 x 3*) + 3% + 1 olarak vazilacaktir. Bkz.
IV. Boliim, s. 126, dipnot)

I¢sel durumlan belirlemek igin bu ikilik sistemi kullanirsak,
Turing makinesinin komutlar: agsagidaki sekilde olacakitir;

00 - 0oOR

¢l - 110111%L

10 —  10000011R

11 - 10R
100 —» 0lSTOP
101 — 10000101 L
110 — 1001010R

- 111L°

110100100

1000000101 -»  00STOP
1000000110 —  11000011lR
1000000111 —  0OSTOP

Yukarida R.STOP semboliinii STOP olarak kisalttim ciinkii
L. STOP komutu higbir zaman gbzitkmez ve iglemin son agama-
sinn sonucunun, yamtin bir parcas olarak, daima cihazin sol
tarafinda gisterilmesi gerekir.
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Diyelim ki cihazimiz 11010010 ikilik dizi ile temsil edilen
ozel bir igsel durumda bulunsun, bant ise bir islemin tam orta-
sinda sayfa 43’te detaylanan bicimde bulunsun, ve biz
110100100-111L komutunu uygulayalim. Bant tizerinde oku-
nan hane (‘O0°) daha iri bir rakamla, icsel durumu belirleyen
simgeler dizisinin saghnda gésterilir.

....oJo[oftTa1]t]o[1fo]o[z]1[1]o]o[r[o[of1 o[2[1]oT]olo "~

[rorourd]

Turing makinesi érneginde (kendimce rasgele bazi degigiklikler
yaptigam drnekte), okunmakta olan ‘O’ ile ‘1’ yer degigtirirse ve
igsel durum ‘11’e defigtirilirse cihaz sola dogru bir adim kayd:-
rilmig olur.

o[ofo[a[t[a]a[o]1 o[ x[t[eTa 1 ]o]o[1[a 1 [1[0[i o]0

S

. Cihaz gimdi sonraki haneyi (yine bir ‘0”) ckumaya hazirdir.
Tabloya gore ‘On degigtirmeksizin oldugu gibi birakir fakat ic-
sel durumu ‘100101’ ile degistirir ve bant boyunca saga bir
admm geri gider. Bu konumda ‘1’i okur ve tablonun asaglarin-
da bir yerde igsel durumu degistirmek icin ne gibi bir yer de-
gigtirme uygulanacagina dair komutu bulur: Okumakta oldu-
gu haneyi defistirmesinin gerekli olup olmadig ve bant bo-
yunca hangi yonde ilerlemesi gerektigine dair komut alir.
STOP’a ulagincaya kadar bu gekilde devam eder; STOP aga-
masimda (saga dogru bir adim daha ilerledikten sonra) islemin
tamamlandigr konusunda cihaz operatériinii uyarmak i¢in bir
zilin caldigim varsayariz.

Cihazin daima O igsel durumunda uygulamaya baslatilmasi-
m ve okuma cihazimn sol yaninda yer alan bantin baglangicta
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bos olmasini 6neriyoruz. Komutlar ve veriler sag taraftan yik-
lenecektir. Daha énce degindigimiz gibi, yitklenen bilgi daima
sonlu saynda Olar ve 1’ler dizisi geklinde alinmali, bu diziyi bog
bant (yani (Flar) izlemelidir. Makine STOP agamasina ulagt-
ginda iglemin sonucu, okuma cihazimin solundaki bant fizerinde
gorianir.

Sayisal verileri girdimizin bir parcas: olarak igleme dahil et-
meyi arzu ettigimiz icin, girdinin bir parcas: olarak basit sayi-
lar {yani 0, 1, 2, 3, 4, ... gibi doZal sayilar1) tamimlamanin bir
yolunu bulmak durumundayiz. Bunu gergeklestirmenin bir yo-
lu, » sayisim temsil etmek icin n adet 1 kullanmaktadir (gerci
bu, dogal say1 0 konusunda bize biraz zorluk gikaracaktir):

i-51,2-511,8-111,4-1111,5-11111, vs.

Bu basit numaralama sistemi (olduk¢a mantiksiz bir yakla-
simla) birlik sistem olarak adlandurihr. Bu sistemde ‘O’ simgesi
yerine farkh sayilan birbirinden ayirmaya yarayan bogluk kul-
lamilabilir. Algoritmalarin ¢ogu sayilardan olusan dizileri esas
alarak islem yaptiklam icin sayilan birbirinden ayirmamn yo-
lunu bulmak dnemlidir. Ornegin, Eukleides’in algoritmasina
gore cihazimiz A ve B sayilarindan olugan bir say1 ciftini esas
alarak islem yapacaktir. Turing makineleri, fazla zorlanmadan,
bu algoritmanin yazilimim gergeklestirebilir. Konuya ilgi du-
yan baz okuyucular yontemin ‘0’ ile birbirinden ayrilan bir bir-
lik say1 ¢iftine uygulanmasiyla Turing makinesinin (kisaca
EUC olarak adlandiryorum} Eukleides’in algoritmasini uygu-
layisini, deneme niteliginde, kamtlamak isteyebilirler.

00—00R, 01-11L, 10-101R, 11-11L,
100-510100R, 101—110R, 110 — 1000R, 111
—111R, 1000 -»1000R, 1001—1010R, 1010 —1110L,
101111010, 1100--1100L, 1101-11L, 1110
-»1110L, 1111—100011, 10000 —10010L,
10601 —10001L 510010, 100R —10011 —11L,
10100 —00STOP, 10101-10101R.

Bu brnege girismeden énce okurumun, UN + 1 Turing makinesi
gibi daha basit ve bir birlik sayiya sadece tek birim ekleyen sis-
temi denemesi daha akill bir davrams olacaktir:
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00—- 00R, 01— 11R, 10> 018TOP, 11> 11R,
UN + ¥'in bunu gerceklestirebildigini kontrol icin, 4 sayisim

temsil eden
..00000111100000...,

bantina uygulandigini varsayalim. Yine varsayalim ki cihaz
baslangigta 17lerin solunda bir yerdedir. Igsel durumu ‘0 olup,
‘0’ okumaktadir. Ik komuta uyarak bunu ‘0’ olarak birakar ve
saga bir adim kayarken igsel durum “0’da kahr. Ik 1’e vlaginca-
yva kadar; saga dogru birer adum atarak bu islemi stirdiiriir.
Sonra ikinei komut devreye girer: 1 1 olarak birakir ve bu kez
igsel durum 1'de olmak lizere tekrar saga hareket eder. Dir-
diincii komuta gire, 1'lere dokunmadan i¢sel durum 1’de kalr,
1’leri izleyen ilk O’a varmcaya kadar saga dogru ilerler. Bu
agamada ficiincli komut cihaza, O 1’e degistirmesini, saga bir
adim daha atamasim séyler. Boylece, 1 ler dizisine bir 1 daha
eklenmig olur, ve 6rnegimizin 4’4, dngérildiugi gibi, 5e gercek-
ten cevrilmig olur.
Denememizde biraz daha ileri giderek,

00—00R, 01-10R, 10-101L, 11-11R,
100—-110R, 101- 10060R, 110 — 018TOP,
111> 111R, 100010111, 1001-1001R,
1010 -»101L, 1011 —1011L,
ile tanumlanan UN x 2 makinesinin bir birlik sayiy1 amaclandi-
&1 gibi iki katina cikardigini kontrol edebiliriz.
EUC érneginde, daha iyi bir fikir edinmek icin daha agklay:-
ci bir sayn cifti, drnegin 6 ve 8 denenebilir. Okuma cihazmin yi-

ne 0 baglangie durumunda oldugunu varsayalim. Bant baglan-
gicinda agagidaki gekilde igaretlenecektir:

..0000000000011111101111111100000...

Turing makinesi, bircok asamadan sonra durdugu zaman, cku-
ma cihaz, safir olamayan hanelerin saginda kalmak lizere aga-
fidald gekilde bir acilim elde ederiz:

..000011000000000000...

EUC (veya UN x 2) cihazimn igleyisi ile ilgili bazi incelikleri
aciklamak, bilgisayar programlarnin pek de vabancis1 olmadi-
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gimaz ozelligi gibi, makinenin karmagik yvapisim1 anlatmaktan
cok daha karmagik! (Algoritmik bir yéntemin kendisinden
beklenen fonksiyonu neden yaptigini tam anlamiyla anlamak
sezgi gerektirir. Sezgilerin kendileri algoritmik midir? Bizim
icin daha sonra dnemli olacak bir soru bu!) EUC veya UN x 2
drnekleri igin gimdi bu konuyu tartismayacagim. Dikkatli bir
okur, bu kitabin amac¢lanan kapsam iceriginde kavramlan da-
ha kisa ve 6z agiklayabilmek icin Fukleidesin algoritmasinda
ufak baz degisiklikler yaptigimi fark etmig olmal. Buna rag-
men, 11 farkh i¢sel durum igin 22 basit komutu igeren EUC
tanim1 yine de karmagkiir. Karmagiklik biiyiik cletide siste-
min diizeninden kaynaklanmaktadir. Ornegin, 22 komuttan
valniz 3’4 bant tizerindeki igaretlerin degistiriimesi ile ilgili-
dir! (UN x 2 icin dahi, yaris1 igaret degigtirmekle ilgili 12 ko-
mut kullandim.)

Sayisal Verilerin Ikilik Gésterimi

Birlik say1 sistemi, bityik sayilarin kodlanmas: icin son dere-
ce yetersizdir. Bunun yerine, daha énce agkladigimiz gibi co-
gunlukla ikilik say: sistemini kullanacagiz. Ancak, bunu dogru-
dan, bant: iki basamakli say1 gibi okumaya kalkigarak yapama-
yiz. Sayimn iki basamakh kodunun ne zaman sona erdigini ve
sag tarafta bog bant1 temsil eden sonsuz Olar serisinin ne za-
man bagladigini bildirmenin bu durumda hicbir yolu yoktur.
Ustelik, Eukleides’in algoritmasmda éngoriilen say: ¢iftlerinde?
oldugu gibi ¢egitli sayilar: yiiklemek zorunda kalacagiz. Bir ba-
samakh sayilarmn ikilik gésterim sistemine dahil Q'lardan veya
(lar dizisinden, sayilar-aras araliklan ayirt edemeyiz. Ayrica,
sayilarin yam sira, her cesit karmagik komutlar: da vert banta-
na dahil etmek isteyebiliriz. Bu zorluklarin tstesinden gelmek
igin, bézilim olarak adlandirdigim bir yontem uygulayahm.
Bu yontemde, (lar ve 1’lerden olugan (1’lerin sonlu toplam
adediyle birlikte)} herhangi bir dizi, sadece iki basamakh say1
gibi okunmaz; bu dizinin yerine, ikinci siradaki her bir hane-
nin, ilk siranmin birbirini izleyen Oari, 17er, &1er, 3ler, ve'den
olusan yeni bir dizi geger. Ornegin



&1

Simdi &, 3, 4,... sayilarim igaretler veya herhangi bir tiirden
komutlar olarak okuyabiliriz. & sayis1 sadece ‘virgiil’ gérevini

0100010_1101010110100011101010111100110
dizisi yerine '
010 0 01011010101101C O 01110101011110 Q110

ARRA AR AR N
10

01 811 2100 3 11 4 02

iistlenirken, 3, 4, B,... sayilarm, istegimize gore, ‘eksi igareti’,
‘art1 igareti’, ‘carp: isaret?, ‘iglemi tekrarla’ vs. gibi komutlar i¢in
kullanabiliriz. Artik, daha biiyiik rakamlarla birbirinden ayrl-
mig O ve 17lerden olugan dizilere sahibiz. Bu dizilerin her biri
ikilik sistemde yazlnug basit sayilam gosterir. Buna gore yuka-
nidaki tam dizi (‘2’ yerine “virgiil’ okunarak) goyle okunur:

(1001 ikilik sayis) virgiil (11 ikilik sayis1) virgtil...

1001, 11, 100, O sayilar icin standart ‘9, ‘3, ‘4, ‘0’ rakamla-
ri kullanarak dizinin timd icin [9, 8, 4 (komut 3) 3 (komut 4) 0,]
sonucuna ulasiz.

Bu slirec bize 6zel olarak dizinin sonunda sadece virgiil kul-
lanmak suretiyle bir saymin tanmmim sona erdirmek (ve bunu
vapmakla sayiyi, sag farafta bog bantin sonsuz uzantisindan
ayirmak) olanagini verir. Ayrica, sayilar ayirmak icin virgiiller
kullanabilecegimiz tek bir O'lar ve 1’ler dizisi olmas: nedeniyle,
ikilik sistemde yazilmig herhangi bir sonlu dogal sayilar dizisi-
ni kodlamamizi saglar. Simdi bunu érnekliyelim:

- 5,13,0,1,1,4,
dizisini alalim. Tkilik sistemde bu soyle ifade edilir:
101, 1101,0, 1, 1, 100,

Bu dizi bant tizerinde a¢ilim (yani biiziilim yonteminin tersi)
yintemiyle kaydedilir, ‘

Bu gosterimi basit sekilde gerceklegtirmek icin, iki haneli sayi-
larn dzgiin sirasimy degistiririz;

.. .0000160101101010010110011061011010110100011000.. . .




52 o« Algoritmalar ve Turing Makineleri

0> O
1 -5 10
, — 110

ve sonra her iki yone sinirsiz (Flar ekleriz. Daha acik yazarsak,
yukardaki dizinin banta nasil uygulandigin: agikea gériiriiz:
Say1 kiimelerini gostermek igin olugturulan bu sisteme agilmig
ikilik say sistemi diyorum. (Grnegin 18%in acilmis ikilik say
sisteminde gosterimi 101001 Qdur.)

Soz konusu sayi sistemi ile ilgili son bir noktaya daha degin-
meliyim. Bu bir teknik ayrint1 olabilir ama konunun eksiksiz
agiklanmig olmas igin gereklidir.? Dogal saylarmn ikilik (veva
ondalik) gésteriminde bir noktada hafif bir fazlalik vardir. S6y-
le ki: Bir kodun sol tarafdaki uc¢ noktasina verlestirilen 0lar
‘sayilmaz’ ve normal olarak gikarihr. Ornegin, 00110010 ile
110010 ikilik sayilar: aynidir (0050 ile 5¢’in ayn1 ondalik sa-
yinm gostermesi gibi). Bu fazlahk 000 veya 00 veya O olarak
yazilabilir. aslinda, mantiksal acidan, bog bir aralik da sifin
gosterebilir! Basit bir sistemde bu durum biiyitk kangikliga se-
bep olabilirse de, yukarida tamumlanan sistem i¢in uygundur.
Bu nedenle, iki virgill arasinda kalan sifir, yan yana iki virgil
(,,) olarak da yazlabilir ve bant tizerinde bir O ile aynlmis iki
11 ciftiyle kodlanabilir:

...001101100...

Dolaynisiyla yukaridaki alti sayinmin ikilik sistemde kodlanmas:
sbyledir:

101,1101,,1,1,100,
ve bant lizerinde acilms ikilik say: sistemine uygun olarak
seklinde gésterilir (Agilmug sistemle daha dnce yazdigimiz koda

gire bir sifir eksik...).
Artik 8rnegin Eukleides algoritmasini, agilmig ikilik sistemle

... 0000100101101010010110110101101011010001100C0 , . .
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yazilmg 6 ve 8 sayilarina uygulayacak bir Turing cihazi tasar-
layabiliriz. 6 ve 8 sayi ¢ifti icin daha énce kullandigimiz,

...0000C0C000011111101111111100000...,

verine ikilik say1 sistemindeki sirasiyla, 110 ve 1000 goste-
rimini kullanirsak; 6, 8 say cifti aplmig ikilik sistemde bant
lizerine

...00000101001101000011000000...

seklinde kaydedilir. Kisalk balkumndan, bu gosterimin birlik
sisteme gore fazla bir yarar saglamadigy goriliiyor. Ancak,
1583169 ve 8610 gibi (ondalik) bir say ciftind ele aldigmmaz dii-
glinelim. Bu say1 ciftinin ikilik sistemdeki gosterimi

110000010100001000001,
10000110100010,

olacaktir. Buna gire bant {izerinde

001010000001001000001000000101101000001010010000100110

geklinde kaydedilecektir, Bu gisterim yalmz bir satira sigarken,
teklik sistem stz konusu olsaydi bantin ‘1583169, 8610’ say: cif-
tini kodlamas: bu kitabin sayfalarindan fazlasm kaplards!

Say:lar acilmig ikilik sistemde ifade edildigi zaman
Eukleides’in algoritmasini uygulayan bir Turing makinesi, is-
tenirse, teklik sistem ile acilmg ikilik sistem arasinda ceviri
yapan uygun bir ¢ift yardime algoritmanin EUCa eklenme-
siyle basit bir gekilde elde edilebilir. Ancak bu sitrec, teklik sa-
v1 sistemi hala ‘icsel’ olarak var olacagi, bu nedenle makinenin
yvavaglamasina ve bu durumda (bantin sol tarafinda) gereke-
cek ‘miisvedde kagit’ miktarinm artmasina yol acacag igin son
derece elverigsiz olacaktir.

Bunun yerine, bir Turing makinesinin acilmig ikilik sistemde
nasil igslem yapacagin gostermek amaciyla Eukleides’in algorit-
masindan ¢ok daha basit bir iglemi, bir dogal sayiya bir ekleme
siirecini deneyelim. Bu iglem (XN + 1 adimi verdigim) Turing
makinesi tarafindan yvapiabilir:
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00—00R, 0l1-11R, 10-00R, 11-10lR,
100~5110L, 101-101R, 110—01STOP, 111->1000L
1000-1011L, 1001-1001L, 1010-1100R,
1011-5101R, 1101—1111R, 1110-111R,
1111-1110R.

Yine merakh bir okurum, Turing makinesinin iglemi gercekten
yapip yapamayacagini, diyelim, ikilik bir sistemde yazimi
10160111 olan 167 sayisina uygulayarak denemek isteyebilir.
Buna gore bant tizerinde ockunacak kod:

...0000100100010101011000...

olacaktir. Tkilik sistemde bir sayiya 1 eklemek icin, son O'u 1’%e
gevirmemiz ve sonra bunu izleyen biitiin 1leri (larla degistir-
memiz yeterlidir. Buna gére, 167 + 1 = 168 bant {izerinde

10100111 + 1 = 10101000.

olarak yazilir. ‘Bir-ekleyen’ Turing makinemiz, yukanda veri-
len kodu,

...0000100100100001100000...

koduna cevirecektir ve gergekten de boyle yapar.

Yalnizca bir eklemek gibi basit bir islemin bile, onbeg ko-
mut ve sekiz farkh igsel durum kullanan bu siire¢ kapsamin-
da ne kadar karmagik olduguna dikkatinizi cekerim! Birlik
sistemle iglem yapmak elbette daha basittir, ¢iinkii bir ekle-
me’ iglemi i¢in sadece l’ler dizisini bir 1 daha ekleyerek
uzatmak yeterlidir. Bu nedenle, UN + 1 makinemizin daha
temel diizeyde islem gerceklegtirmesine sagsmamak gerekir.
Ancak ¢ok biiyiik sayilarla UN + 1, asmri uzunlukta bant ge-
rektirecegi icin son derece yavag galigabilir. Bu nedenle kap-
samli bir agilmg ikilik say1 sistemini kullanmas1 nedeniyle
daha karmagk bir makine olan XN +1°1 kullanmak daha ya-
rarli olacaktir.

Bu arada ‘ikiyle garpim’ adi verilen ve Turing makinesinin
birlik sistemden ¢ok acilmig ikilik sistemle daha kolay uygula-
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nabilecegi bir igleme de deginmek istiyorum. Asagidaki iglem-
lerle tanymlanan XN x 2 Turing makinesi;

00— 00R, 01 - 11R, 10-»00R, 11— 100R,
100— 111R, 110-— 00 STCP

ikiyle carpim islemini kolaylikla gerceklestirirken, teklik sis-
temde daha dnce tanumladigimiz UN x 2 iglemi aym islemi ¢cok
daha karmasik bicimde gerceklegtirir.

Bu érnekler bize Turing makinelerinin ¢ok temel diizeyde ne-
ler yapabilecekleri hakkinda fikir vermektedir. Tahmin edilebi-
lecegi gibi, karmagik iglemlerin yapilmasi gerektiinde bu ci-
hazlar son derece karmasgik olabilirler ve olmaktadirlar. Bu ci-
hazlarm en iist kapsami nedir? 3imdi bunu ele alalim.

Church-Turing Tezi

Insan, bir kez basit Turing makineleri inga etmeye ahgt: ma,
toplama, ¢ikarma, carpma vb. cesitli aritmetik iglemlerinin
hepsinin 6zel Turing makineleriyle gergekten yapilabildigini
gérerek ikna olacaktir. Kalanl bélme igleminde oldugu gibi so-
nucta bir dogal say1 ciftinin ¢iktig1 veya sonucu, zorunlu olarak
sonlu fakat biiyitk miktarda sayilar kiimeleri halinde alindiga
iglemler de Turing makinelerince gerceklestirilebilir. Ayrica,
hangi aritmetik islemini yapmasi gerektiginin énceden belir-
lenmedigi fakat iglemle ilgili komutlarin banta yiklenmig cldu-
#u durumlar icin de Turing makineleri inga edilebilir.

Bu gibi durumlarda, herhangi bir agamada yapilmas: gerekli
iglem, makinenin daha énceki bir asamada yapmak zorunda ol-
dugu iglemin sonucuna bagh olabilir (‘Bu islemin sonucu sun-
dan-sundan daha yitksekse bunu yap; degilse onu yap). Arit-
metik veya basit mantiksal iglemleri uygulayabilen Turing ma-
kineleri yapilabilecegine inandiktan sonra, bunlarnn daha kar-
mastk algoritmik nitelikte iglemleri de nasil yapabileceklerini
dustinmek zor olmayacaktir. Bu fikve aligtiktan bir siire sonra
herhangi bir mekanik islemi gerceklesgtiren makineler tiretebi-
leceginize kendinizi inandirabilirsiniz! Matematiksel olarak bir
mekanik islem, boyle bir cihazla yapilabilecek islem olarak ta-
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nimlanabilir. ‘Algoritma’ ismi ve ‘hesaplanabilir’ ‘vinelenebilir
ve ‘etkin’ gibi sifatlarin hepsi, Turing makineleri gibi teorik
makineler tarafindan gergeklegtirilebilen mekanik islemleri ta-
mmlamak i¢in matematikeiler tarafindan kullanilir. Bir yén-
tem yeterince kesin ve mekanik ise, bu yéntemi uygulayacak
bir Turing makinesinin gergekten bulunabilecegine inanmak
zor degildir. Bu inang, (yani Turing’in inanci) ne de olsa, Turing
makinesi kavramini, girig bolimiimiizde savunan gorigimi-
ziin temelinde yatmaktadir.

Diger taraftan, soz konusu makinelerin tasarminin belki
gereginden fazla simirlayiel oldugu diigiiniilebilir. Bir seferinde
yalmz bir ikilik hane (O ve 1) okumas: ve ek bir-boyutlu bant
boyunca yalniz bir aralik hareket etmesi ilk bakista sinirlayica
gortilebilir. Ayn1 anda caligan ve birbiriyle baglantihi cok sayi-
da okuma cihazlarnyla donanmimli dért veya beg, veya belki bin
bagimsiz bant neden olmasm? Yalniz bir-boyutluda 1srarh ol-
mak yerine Olar ve 17lerin olugturdugu diizlemsel bir sisteme
ve (belld iig-boyutlu bir sisteme) neden izin verilmesin? Daha
karmagik sistemlerinin veya alfabelerin kullamimina neden
olanak saglanmasin? Gercekte, bunlardan bazilari islemlerin
ekonomik olmas1 agisindan (birden fazla bant kullanabilseydik
elbette daha ekonomik olurduk) fark yaratabilirse de higbirisi,
ilke olarak su anda gergeklestirilenler agisindan en ufak bir
fark yaratmazdi. Yapilan iglemlerin sinifi yani ‘algoritmalar’
baghg altinda toplanan iglemler, (veya ‘hesaplamalar’ veya ‘et-
kin yontemler’ veya ‘tekrarli islemler’), makinelerimizin tani-
mim biitiin bu yénlerden ayn1 anda genisletmis olsak dahi, ke- -
sinlikle degismezdi!

Makine, bant tizerinde ihtiyac: olan bog alam bulabildigi si-
rece, tek banttan fazlasina gerek yoktur. Bos alan arayis igeri-
sinde, veriler, bant iizerinde bir yerden digerine tagmabilir. Bu
‘elverigsiz’ bir durum yaratsa da, ilke olarak gerceklestirilmesi
beklenen sonucu smirlamaz.* Aym sekilde son zamanlarda in-
san beyni ile daha yakin benzerlik saglamak cabasiyla sik sik
yapildig: gibi, birden fazla Turing makinesinin paralel calisma-
st ilke olarak hicbir sey kazandirmaz (Ancak bazi kogullarda
¢alisma hiz artirilabilir). Birbiriyle dogrudan iletisimli iki ma-
kine, birbiriyle iletisimli olmayan iki ayr makineden daha faz-



57

lasim gerceklestiremesz; zaten iletigimli olsalard: sonugta bir
makine clurlardi!

Turing’in tek boyutlu banta getirdigi simirlama nedir? Ban-
tin, ortami temsil ettigini diigiiniirsek, bir-boyutlu bant veya
iic-boyutlu uzaydan daha ¢ok bir diizlem varsaymayl tercih
edebiliriz. Diizlem, bir-boyutlu bantla kivaslandiginda ‘akis se-
mas’ bakimindan gerek duydugumuz siireg icin Euldeides algo-
ritmasindan daha uygun olacaktir. Ancak, bir akig semasimin
bir-boyutly’ formda yazilmasimn ilkesel hicbir zorlugu yoktur.*
(Ornegin, semanin $6zli taniminin kullamlmas: suretiyle). Tki-
boyutlu diizlemde tanimlama yalmz bizim anlatimmiz ve anla-
mamiz acisindan kolaylik saglar; ilke olarak gerceklestirilen so-
nuc tzerinde etkisi yoktur. Bir nesnenin yerini, iki-boyutlu
uzayda isaretleyebilecegimiz gibi bir-boyutlu bant iizerinde de
ayn1 sekilde igaretleyebiliriz (Gergekte, iki-boyutlu diizlemin
kullanimi iki bant kullanimiyla tamamen odzdestir. Iki bant,
iki-boyutlu bir diizlemde yer alan bir noktamin tanmimlanmasi
icin gerekli iki koordinaty’ verebilir. Aym gekilde, ¢ bant, ii¢-
boyutlu uzay gérevi yapabilir). Tekrar ediyorum, séz konusu
bir-boyutlu kodlama ‘clverigsiz’ olabilir fakat ilke olarak ger-
ceklestirilmesi gerekeni smirlamaz.

Biitiin bunlara karsin, bir Turing makinesi kavramimin, ‘me-
kanik’ olarak adlandirabilecegimiz her mantiksal veya matema-
tiksel islemi kapsayip kapsamadigim kendimize sorabiliriz. Tu-
ring, teorisinin ilk makalesini yazarken bu konuyu, o sirada ko-
nu bugiin oldugundan cok daha az agik tamimlanabildifi i¢in,
fazlaca ayrmtilamak geregini duymugtur. Turing’in tezi, bu tez-
den bagimsiz olarak (ve ashinda ondan biraz daha once), Ameri-
kali mantik bilimcisi Alonzo Church tarafindan (8.C. Kleene’nin
yardimiyla) 6ne siriilen ve Hilbert'in Entscheidungsproblem’i
cozmeye yonelik lambda hesabiyla ek destek bulmustur. Tu-

By béliimde yapilan tanimlamalar gercevesinde ‘akig gemast’, makineden gok
digsal cevrenin yani ‘bantin’ bir parcast kabul edilir. Bant tizerinde temsil
edilen A, B, A-B, vs. gercek sayilardir. Ancak, makinenin dofrusal bir-boyutlu
formunu da, gelecek bolimlerde tanimlamak isteyecefiz. Daha sonra
gbrecegimiz gibi, evrensel Turing makinesi ile ilgili olarak, 6zel bir ‘cihazin’
ayrintily tamms ile belirli bir cihazin olasm ‘verileri’nin (veya ‘programi’} tamm
arasmda ¢ok yakin bir iligki vardir. Bu nedenle, buniarin her ikisini hir-boyutlu
formda ele almak, kolay tanmmlanmalarin saglayacaktir.
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ring’inkinden ¢ok daha dar kapsamli mekanik bir hesap olmasina
kargin, matematiksel yapisimn ¢ok daha az karmagik olmasiyla
dikkat geken Church'iin hesap yontemini bu béliimiin sonunda an-
latacagm. Hilbert'in problemine ¢oziim énerileri getiren bagka bi-
lim adamlar: da vardir (bkz. Gandy 1988). Ozellikle, Polonyah-
Amerikan mantik bilimeisi Emil Post'un onerisi dikkate degerdir
(Turing’den biraz sonra $ne strdigi gériigleri Church’iinkinden
¢ok Turing’in goriiglerine yakindir). Cok gecmeden bu fikirlerin
hepsinin tamamen birbirlerine 8zdes oldugu anlasilmistir.
Church-Turing Tezi ada verilen ortak giriiste, Turing makinesi
kavrammin, matematik agisimdan, algoritmik bir yontemle (veya
etkin veya tekrarli veya mekanik yontemlerle) anlatmak istedigi-
miz kavram oldugu vurgulanmistir. Elektronik bilgisayarlarin,
giinlik yagantimizin aligkanhg haline geldigi cagimizda pek az
kigi fikrin 6zgiin halini sorgulamak geregini duyabilir. Bunun ye-
rine, kesin fizik yasalarma bagh olmalar nedeniyle fizik sistemle-
rinin (belki de insan beyni dahil) Turing makinelerinin gercekleg-
tirdifi mantiksal ve matematiksel islemlerden daha fazlasim ms,
daha azim1 nm, yoksa aymsini m1 gergeklestirdiklerini merak ede-
bilirler. Bana kalirsa, Church-Turing Tezini, matematik acisin-
dan, ilk haliyle kabul etmekten gok mutluyum. Ote vandan, séz
konusu tezin fizik sistemlerinin davramg ile ilgisi ayr bir konu
olup, bu kitabm daha sonraki bélimierinde ilgimizin odagim olus-
turacaktir.

Dogal Sayilardan Baska Sayilar

Yukarida, dogal sayilara dayah islemleri ele almis ve her Tu-
ring makinesinin degigmez sonlu sayida farkh igsel durumlara
sahip olmasina kargin, zorunlu olarak biiyiik boyutta dogal sa-
yilarin iglemlerini yapabilecegine deginmisgtik. Ancak dogada
eksi sayilar, kesirler veya siirekli kesirler gibi daha karmagik
sayilar vardir. Eksi sayilar ve kesirler (6rnegin, -597/26), pay ve
paydalar Turing makinelerince, ne boyutta olursa olsunlar, he-
saplanabilirler. Sadece - ve 7 igaretleri icin uygun koda ihtiya-
cimiz vardir ve bu amagla, daha dnce tamimladigimiz agilmis iki-
lik say1 sistemi kullanilabilir (6rnegin, ‘ icin ‘B ve ¥ i¢in ‘4’
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kullanarak sirasiyla 1110 ve 11110 kodlanm elde edebili-
riz). Eksi sayilar ve kesirler biylece, dogal sayilardan olugan
sonJu ktimeler halinde igleme dahil edilecekleri igin genel hesap-
lanakilirlik bakimindan bize yeni bir sey vermezler.

Aym sekilde, uzun fakat sonlu ondahk ifadeler de bizim icin
yeni degildir. Ctinkii bunlar yalmzea baz kesirlerden ibarettir.
Ornegin, 3,14159265 sayisiin sonlu ondalik ifadesi yalnizea
314159265/100000000 kesirsel sayisidir, Bu ifade irrasyonel nt
sayisina bir ondahk vaklagiklhk gésterir. Ancak

1t = 3,14159265358979...

gibi sonsuz ondalik ifadeler giicliiklere neden clurlar. Bir Turing
makinesinin ne girdisi, ne de gkiis1 sonsuz ondabk olamaz. Yu-
karidaki n ifadesinin birbirini izleyen 3,1,4,1,5,9,.... hanelerinin
hepsini kesintisiz cahistiracagimiz gikti bant: {izerinde siirekli
igleyebilecek bir Turing makinesinde buna izin verilmez. Ciin-
kii giktiyn incelemeden 6nce makinenin durmasimi beklemek zo-
rundayz (zilin ¢calmasiyla uyarlmalhiyiz!). Makine STOP pozis-
yvonuna ulagmadig siirece cikts her an degigebilir ve bu nedenle
sonuca givenilmez. Diger taraftan, STOP pozisyonuna ulagir-
ga, ikt zorunlu olarak sonludur.

Ancak, bir Turing makinesinin, buna ¢ok benzer sekilde, on-
dalik haneleri kuralina uygun olarak pegpege iiretmesini sagla-
yacak bir yintem vardwr. Diyelim % sayisinin sonsuz ondabk agi-
limini bulmak istivorsak, makinenin (’a uygulayarak 3 tam sa-
yisini, sonra 1’e uygulayarak birinci ondalik hane 1’1, 2've uygu-
layarak ikineci ondalik hane 474, 3e uygulayarak tictineii ondalik
hane 1i, vs. tiretmesini saglayabiliriz. Ger¢ekte, islemlerini
actkca tammlamak biraz karmagik olsa da, & sayisimn titm on-
dalik acilimim bu anlamda gerceklegtiren bir Turing makinesi
vardir. V2=1,414213562... gibi diger pek ¢ok irrasyonel say1 bu
Turing makinesince tretilebilir. Bir sonraki béliimde ele alaca-
gz gibd, highir Turing makinesinin tiretemeyecegi bazi irras-
vonel sayilar da vardir. Turing makinesince iiretilebilen sayila-
ra hesaplanabilir sayilar (Turing 1937) ad: verilirken, {iretile-
meyen saydar (biiyik cogunlugu olusturan sayilar!) hesaplana-
maz sayilar olarak adlandiribirlar. Bu ve bununla ilgili konulara




60 o Algoritmalar ve Turing Makineler

daha sonraki bélimlerde tekrar deginecegim. Cinki bu konu,
gercek fiziksel nesnenin (6rnegin insan beyni), fizik teorilerimi-
ze gore, hesaplanabilir matematik yapitlar agsindan yeferince
tammlanip tammlanamayacag konusuyla bir slgtide baglantil-
dir. Hesaplanabilirlik, genellikle matematikte, 6nemli bir konu-
dur. Bu baglamda, yalmz sayilara uygulanabilir bir konu ola-
rak degerlendirilmemelidir. Cebir ve trigonometri denklemleri
gibi matematik formiillerini dogrudan uygulayabilen Turing
makinelerine sahip olabiliriz. Yapmarmz gereken tiim iglem, il-
gili matematik simgelerinin hepsini Olar ve 1’lerden olusan
kodlama sistemine yerlegtirmek ve sonra Turing makinesi kav-
ramin uygulamaktir. Genel nitelikte matematik sorularinin
yanitlanmas: icin bir algoritma yontemine gereksinimi bulunan
Entscheidungsproblem’e kargi saldinisinda Turing’in aklhindan
gecen bu yontemdi. Az sonra bu konuya dénecegiz.

Evrensel Turing Makinesi

Evrensel Turing makinesi kavramim heniiz tanimlamadim.
Ayrintilan biraz karmagtk olsa da, temel ilkesini agiklamak cok
zor degil: Turing makinesi T ile ilgili komutlar listesini, bant
tizerinde kaydedilecek sekilde bir dizi O’'lar ve 1’ler halinde kod-
lamak yeterli. Bu bant daha sonra, evrensel Turing makinesi I/
ile ilgili girdinin ilk kismmm olugturmakta, evrensel makine aym
Turing Tde oldugu gibi, girdinin geri kalan lnsmim uygulamak-
tadir. Evrensel Turing makinesi evrensel bir taklit¢idir. Bantin
baglangi¢c kismi, 7"yi tipatip taklit etmesi igin gerekli biitiin ve-
rileri U’ya verir. Sistemi daha iyi anlamak igin énce numarala-
ma ile ilgili sistematik yontemi inceleyelim: Komutlar listesini
O'lar ve 17ler kullanarak ‘biiziilim’ yontemiyle kodlamamiz ge-
rekmektedir. Ornegin, R, L, STOP, (-») ve virgiil simgelerini, s1-
rasyla 2, 3, 4, 5, ve 6 sayilanyla temsil ederek, biiziiliim yénte-
miyle bunlar1 110, 1110, 11110, 111110 ve
1111110 olarak kodlayabiliriz. Bu durumda, sirasiyla, O ve
10 olarak kodlanan 0 ve 1 haneleri tabloda ortaya ¢ikan bu
simgelerin gercek dizileri yerine kullamlabilir. Turing makinesi
tablosunda O ve 1 ile gosterilen biyiik haneleri kiiciik haneler-
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den ayirt etmek icin farkh bir kodlama sistemi kullanmamiz ge-
rekmez. Ciinkii ikilik say1 sisteminin sonunda yer alan biyik
hanelerin konumu, bunlar: digerlerinden ayirt etmek icin yeter-
lidir. Buna gbre, 6rnegin, 1101, 1101 ikilik sayis gibi okunacak
ve bant iizerinden 1010010 olarak kodlanacaktir. Ozellikle
00, 00 olarak okunacak, O olarak veya tablodan tamamen gika-
rilan bir simge olarak kodlanacaktir. Bir ok isaretini ve bu iga-
retten hemen 6nce yer alan simgeleri kodlama zahmetine girme-
yerek, komutlarin sayisal sirasina gire degerlendirmek yoluyla
bityiik sleekte ekonomi yapahiliriz. Ancak, bu yintemi uygular-
ken, gerektigi zaman bir kac ‘sahte’ komut vererek, komut liste-
sinde bogluk kalmamasina ézen gostermeliyiz (Ornegin XN + 1
Turing makinesi uygulamasinda 1100 kombinasyonu hig bir za-
man meydana gelmedigi icin komut listesinde biyle bir kombi-
nasyon yoktur. Bu nedenle 1100-> 00R sahte komutunu kulla-
narak, hichir geyi degigtirmeksizin, listedeki boslugu doldurabi-
liriz. Aym sekilde, 101 — O0OR sahte komutunu XN x 2 maki-
nesine dahil edebiliriz.) Bu cegit ‘sahte’ komutlar olmaksizin, lis-
tede ver alan bir sonraki komut siras: bozulabilir. 1. ve R sem-
bolleri, komutlar birbirinden aywmaya yeterh olacag icin her
komutun sonuna virgiill koymak gerekmez. Buna gore sadece
agagrdaki kodlamay: kullaninz:

0 veya Qigin 0, 1 veya 1 i¢in 10, Rigin 110, L igin
1110,8TOPicin 11110.

Ornek olarak, XN + 1 Turing makinesini kodlayalim (1100—
00R komutunu igerecek sekilde). Oklar ve onlardan hemen on-
ce gelen haneleri ve ayrica Vlrgullen atarak agafidaki kodu el-
de ederiz:
00R 11R 0OR 101R 1101, 101R 01STOP 1000L
1011L 1001L 1100R 101R OOR 1111R 11l1R .1110R.
Bu kodu, her 001 atarak ve her 01’in yerine sadece 1 koyarak
geligtirebiliriz; _
R11RR101R110L101R1STCP1000L1011 L1001 L1100R
101RR1111R111R1110R.
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Bant iizerindeki sirasina gire style kodlanir:

1101010110110100101101010011101001011
010111101000011101001010111010001011101
010001101001011011010101010110101010110
1010100110.

Biraz daha ekonomi yapmak istersek, bagtaki 100 semboliinii
{bos bantin bu koddan énce gelen sonsuz uzantisi ile birlikte)
daima cikarabiliriz. Bu sembol, makinenin bant: tizerindeki
isaretlerin en solundan zorunlu olarak baglangi¢ alarak hirinei
igarete ulagimcaya dek saga dogru ilerleyebilmesi igin tiim Tu-
ring makinelerinin ortak dzelligi clarak ima ettifim gibi,
00—-00R baslangi¢c komutunu temsil eden 00R’yi gosterir. Ay-
m gekilde, sondaki 110 simgesini de (ve onu takip ettigi farzedi-
len sonsuz (lar dizisini de) atabiliriz. Ciinkii, biitiin Turing ma-
kineleri tanmimlamalarim bu gekilde bitirmek zorundadir (hepsi
R, L, veya STOP ile sona ererier), XN + 1 cihazinda sonugta elde
edilen ikilik say1, Turing makinesinden ¢ikan sayidir:

10101101101001011010100111010010110101
1110100001110100101011101000101110101000
1101001011010101010101101010101101010100.
Standart ondalik sistemde, Turing sayis: asagidaki gekilde ifa-
de edilir:

450 813 704 461 563 958 982 113 775 643 437 S08.

Sayist # olan Turing makinesine bazen ‘n’inc¢i Turing makinesi diyor
ve T, ile gosteriyoruz. Buna gére XN + 1, 450 813 704 461 563 958

982 113 775 643 437 908'inci Turing makinesidir!

Dogal bir sayiya (agihmis ondahk sistemde) bir eklemek gibi
dnemsiz bir iglemi yapabilenini bulmadan énce Turing makine-
leri liste’sinde bunca yol alabilmis olmamiz ilging! {Kodlamam-
da bu asamaya dek pek de yetersiz kaldifimi sanmivorum; yine
de ufak bazi degisiklikler yapmak olasihihyla kargilagabiliriz.)
Gercekte, ilgi gekiel kiicitk sanlarla uygulama yapan baz: Tu-
ring makineleri vardir. Ornegin, UN + 1, standart ondahk sis-
temde 177 642 sayisimn karsiliga olan -
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1010110101111101010

ikilik sayisina sahiptir! Yani son derece basit bir Turing maki-
nesi olan UN + 1, 177 642 nci Turing makinesi olmaktadir. Sa-
dece merakimiz: gidermek amaciyla bir bagka érnek verelim:;
‘ikiyle carpim’, her iki gosterimde de Turing makineleri liste-
mizde bu drnek arasinda bir yer alabilir; ciinkii XN x 2'nin sa-
yis1 10389728107, UN x 2nin sayis: ise 1 492 923 420 915 872
026 917 547 669 dur.

Bu sayilarin boyutlan agisindan, dogal sayilarmn cogunlugu-
nun Turing makinelerine iglerlik kazandirmadiini dgrenmek
sagirtic: olmayabilir. Ik onii¢ Turing makinesini, bu numarala-
ma sistemine uygun olarak siralayahm:

Ty: 0C—00RrR, 01—00R,

Ty 00—00r, 01—00L,

Ty 00->00r, 01—01R,

T3: 00—>00r, 01—00sror,

Ta: 00—00r, 01-+10R,

Ts: 00—00r, o0l—0lr,

Ts: 00—00r, 01—00r, 10—=00R,
T 00—00R, 01—777,

Tgl 00-90011, 01-—>100R,

Ty 00—00r, 01-10L,

Tip:  00—00R, 01—11R,

Ty 00—00R, 01—0l1stop,

o 00—00r, 01—00rR, 10—>00R.

Bunlardan Ty, kargilaghigi her sevi silerek, asla durmadan ve
asla geri donmeden yalmz saga dogru hareket eder. T, makinesi,
bant {izerindeki her igareti sildikten sonra geri sicrayarak, gide
gele biraz beceriksizce de olsa aym sonuca ulaswr. Ty de Ty gibi
hi¢ durmadan saga dofru hareket eder. Fakat daha saygih dav-
ranarak, bant tzerindeki hichir isareti silmez. Bu dérneklerden
higbirisi, Turing makinesi olarak ise yaramazlar, ¢iinkii hicbiri
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asla durmaz. T itk saygideger makinedir. Birinci 1'i (en soldaki)
(¥a degigtirdikten sonra, alcakgoniilliliik gostererek durur.

T, ciddi bir sorunla kargilagir. Bant tizerinde birinci 1’1 bulduk-
tan sonra, listede bulunmayan bir i¢sel duruma girer ve bu neden-
le bir sonraki agamada ne yapacagina dair hicbir komutu yoktur.
Ty, Ty ve Ty aynt sorunla kargilagirlar, Tonin kargilagtigi sorun
daha da ciddidir. Kendisini kodlayan OQ'lar ve 1’ler dizisinde bes
adet 1 pespege yer almaktadir: 110111110, Bu dizinin yoru-
mu olmadsg igin T bant iizerinde birinci 1 ile karsilagtigi anda
takilip kalacaktir (2 sayisinin ikilik agihminda pespese dort adet-
ten fazla 1 dizisi iceren T; makinesini, veya aym nitelige sahip
herhangi bir T, makinesini dogru tammlanamarms makineler ola-
rak adlandiracagim). T5, Ty ve T15 makineleri, T, T, ve Ty maki-
nelerininkine benzer sorunlarla kargilagirlar. Hi¢ durmadan son-
suza kadar hareketlerine devam ederler. Ty, T, T4, Ty, T, T¢, T+,
Tg, Ty, Ty ve Ty, makinelerinin hepsi degersizdir! Yalmiz 7' ve Ty,
ige yarayan Turing makineleri olmakla bhirlikte iglevleri bakimin-
dan ilgi cekici elmaktan uzakiirlar. Ty, Ty'ten de miitevazidir.
1'le ilk kargilasmasinda durur ve highir geyi degistirmez!

Listemizde fazlalik bulunduguna da dikkat cekmeliyiz. T
ve T birbirinin aymis olup, uygulama bakimindan Ty'a benzer-
ler: Tg ve Ty'de 1 igsel durumuna asla girilmez. Listede yer
alan yararsiz Turing makinelerinin fazlahf canimizi sitkmasin.
Cogunu eleyerek fazlalifin giderilmesi ve kodlama sistemimi-
zin dizeltilmesi miimkiin olabilirdi. Ama bu arada Turing ma-
kinesinin, ‘n’ sayisum okuyan zavalll evrensel Turing maki-
nemizi T, imig gibi davranmaya zorlayarak, biraz daha karma-
sik hale getirmesine neden olurduk. Degrusu, biitiin ise yara-
marzlardan (veya fazlahklardan) kurtulabilseydik buna degerdi.
Oysa az sonra girecefimiz gibi, bunu ger¢eklestirmemiz miim-
kun degildir! Bu nedenle kodlama sistemimizi burakahm oldu-

gu gibi kalsm. Uzerinde, 6rnegin,

..0001101110010000...

isaretleri bulunan bir bant, bir sayinin ikilik gésterimi clarak
yorumlanabilir. Olarin her iki yonde sonsuz olarak devam et-
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tiklerini fakat 1l’lerin yalmiz bir sonlu sayis1 oldugunu hatirla-
yimz. Ben, 1lerin sayisimin (yani, en az bir 1 vardr) sifir ol-
madigim da varsayiyorum. 11k ve sonuncu 1’ler de dahil olmak
{izere bunlar arasinda kalan sonlu simgeler dizisi, yani yukari-
daki 6rnege gore,

110111001,

bir dogal sayimin (ondalik sistemde 441) ikilik gosterimi olarak
okunabilir. Ancak, bu yontemle tek sayilar (ikilik sistemde sonu
1 ile biten sayilar) elde ederiz, oysa tiim dogal sayilan kodlaya-
bilmeliyiz. Bu nedenle kolay volu secer ve sondaki 1% (yalmzca
kodlamanin sona erdifini gosteren bir igaret olarak kabul edil-
digi icin) kaldinr ve geriye kalan ikilik say1 olarak okuruz.’ Bu
durumda yukarndaki érnek icin, ondahk sistemde 220'nin kar-
siligh olarak

11011100,

ikilik sayisim1 elde ederiz. Bu yontemin yarar, sifirin da bant
iizerinde kodlanmasini saglamasidir:

...0000001000000...

T, Turing makinesinin sag taraftan ytkledigimiz bir bant
tizerindeki O'lar ve 1’ler dizisine (sonlu) uygulanmasim ele ala-
lim. Stz konusu diziyi, yukarida tanimlanan hesap ¢evreevesin-
de, bir sayinin, diyelim m sayisinin iki basamakl gésterimi ola-
rak almak uygun olacaktir. Pegpese agamalardan sonra 7,'in
sonunda STOP konumuna geldigini diisiinelim. Bu konuma
ulagincaya kadar makinenin sol tarafta tretmis oldugu ikilik
haneler dizisi, hesabin yamitidir. Bunu, bir sayimn, diyelim p
sayisimin ikilik kedlamasy olarak okuyalim: T, m sayisina uy-
gulandifnnda p sayisim tretir:

T, (m) = p.

Bu iliskiye simdi biraz farkh bir agidan bakahm. Bu iligkinin
p sayismi elde etmek igin bir ¢ift sayiya, yani n ve m sayilarina
uygulanan §zel bir iglemin ifadesi oldugunu diigliniiriiz. n ve m
diye iki say1 verilirse 7, makinesinin m sayisim degerlendirme-
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sine bakarak p sayisint buluruz. Bu iglem tamamen bir algorit-
mik yontemdir. Bu nedenle, 6zel bir U7 Turing makinesi tarafin-
dan uygulanabilir: I, p sayisim tiretmek amaciyla bir (n, m) say1
ciftini igleme sokar. U makinesi, tek p sonucu elde etmek icin
hem n hem de m sayilanm isleme sokmak zorunda oldugu igin
(r, m) ciftini bir bant lizerinde kodlamanin yolunu bulmabyiz.
sayisinin normal ikilik sistemde yazildigini ve hemen sonra
11110 dizisi tarafindan sona erdirildigini varsayabiliriz (Dog-
ru tanmmlanmis her Turing makinesinin Olar, 107ar, 1 101ar,
11101%ar ve 111107ardan olusan bir dizi oldugunun ve bu
nedenle dirt 1’den fazlasim icermedigini hatirlayimz. Bu neden-
le, T, dogru tammlanmig bir makineyse, 111110 swrasinin
olusumu, n sayisiun tanimimn tamamlandiging gdsterir). Bunu
izleyen hergey m tarafindan temsil edilen banttan baskasi ola-
maz (yani, hemen 10CO0... siras1 tarafindan izlenen m sayis).
Bu ikinci kisim, T, tarafindan igleme ahnmasi beklenen banttir.

Ornegin, n = 11 ve m = 6 olarak aldigimz zaman, U maki-
nesinin igleme almas: gereken bant icin igaretler sirasi agag-
daki gibidir:

...000101111111011010000...

Bu siranin yapisy

...0000 (baslangictaki bog bant)
1011 (1Vin ikilik kodw)
111110 (n saysiun sonu)
110 (6'mun ikilik kodw)
10000... (bantin geri kalan kismi)

T.in m ile ilgili her bir iglem asamasinda I7 Turing maki-
nesinin yapmas: gereken, m (yani, T,in bant1) ile ilgili hanelerde
uygun ver degisikliklerini gerceklegtirmek amaeryla n ile ilgili ifa-
dede yer alan hanelerin sirasimin yapisim incelemektir, Béyle bir
makinenin ingasi ilke olarak zor degildir (pratikte ise kesinlikle
sikicidir). Kendine ait komutlar listesi, n sayisiyla kodlanan bu
Tigte've m tarafindan yapilan girigi, bant hanelerine uygulamamn
her agamasinda okuma olanag: saflar, m ve n ile ilgili haneler
arasmda fazlaca ileri ve geri hareket meydana gelmesi olagandir
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ve bu nedenle bu ybntemle son derece yavag uygulama yapilmas:
kagimilmazdir. Ancak, boyle bir makine igin bir komut listesi el-
bette temin edilebilir; bu makinelere evrensel Turing makinesi
adim veriyoruz. Makinenin n ve m sayillarina uygulanmas: U (n,
m) olarak gosterilirse agagrdaki esitlik elde edilir:

Uln,mi=T, (m)

n ve m sayilarimn her biri icin 7, dogru tamimlanmis bir Turing
makinesidir.’ U makinesi, n sayis1 ilk kez verildigi zaman, n’inci
Turing makinesini en ince ayrintisiyla taklit eder! U bir Turing
makinesi olduguna gore kendine ézgii sayis1 da olacaktir;

U=1,

bagintisini saglayan bir u sayis1 bulunacaktir. z ne kadar
biyiiktiir? Ashnda tam olarak wnun degeri soyle verilir (veya,
en azindan benzer boyutta bir bagka say):

u = 724485533533931757719839503961571123795236067255655963110814479
6606505059404241090310483613632359365644443458382226883278767626556
1446928141177150178425517075540856576897533463569424784885970469347
2573998858228382779529468346052106116983594593879188554632644092552
5505820555989451890716537414896033096753020431553625034984529832320
6515830476641421307088193297172341510569802627346864299218381721573
3348282307345371342147505974034518437235959309064892432107734217885
1492760797597634415123079586396354492269159479654614711345700145048
1673375621725734645227310544829807849651269887889645697609066342044
7798902191443793283001949357096392170390483327088259620130177372720
2718625919914428275437422351355675134084222299889374410534305471644
3686958764051781280194375308138706399427728231564252892375145654438
9905278079324114482614235728619311833261065612275553181020751108533
7633806031082361675045635852164214869542347187426437544428790062485
8270912404220765387542644541334517485662915742099095026230097337381
377241621727477236102067868540028935660856968226201419824862 1658902
6091309402985706001743006700868967590344734 1741 2787425581201 5403663
9380969058177385916540553567040928213322216314109787108145997866959
970450968184 190629944365601 5145490438092208448003482249207730403043
1884208993931352668823496621019471619107014619685231928474820344958
9770955356110702758174873332729667899879847328400819076485127263100
174016678736347760583724503696443489799203448999745566240203 7487668
83975140445166570775006051388399166881407234554466522205072426 23923
7921152531816251253630509317286314220040645713052758023076651833519
956891397481 37504926429605010013651980186945639498
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Say1 kugkusuz insam tirkiitecek kadar biiyitk! Gergekten de iir-
kiitiicii boyutta olan bu sayimun daha kiiciik bir boyuta nasil in-
dirgenebilecegini bilmiyorum. Turing makineleri ile ilgili ola-
rak énerdigim kodlama ydntemlerinin ve kurallamnn oldukea
mantikh ve basit olmalarina karsin insanin, bir evrensel Tu-
ring makinesinin kodlanmas icin baylesine biiyiik boyutta bir
sayiyla karsilagmasi kagmilmaz oluyor.”

Biitiin genel amach modern bilgisayarlarmn sonugta birer ev-
rensel Turing makinesi olduklarim daha énce sdylemistim. Bu
cesit bilgisayarlarin mantiksal tasarmimin evrensel Turing ma-
kinesi ile ilgili tammlamalarina tamamiyle benzemesi gerektigi-
ni ima etmiyorum. Anlatmak istedigim gu ki, herhangi bir evren-
sel Turing makinesi ilk olarak uygun bir programla (girdi bani-
min birine kismi) donattigimiz zaman bu makineyi, herhangi bir
Turing makinesinin davranigini taklit edebilir duruma getirebi-
lirsiniz! Yukaridaki tamimlamalara gére, program salt bir say1 (n
say1si) bicimini alr, fakat Turing’in 6zgiin tamminin bir¢ok var-
yasyonunun bulunmas: nedeniyle bagka yontemler de kullamla-
bilir. Ashnda ben de tamimlamalarimda, Turing’in ézgiin tani-
mindan bir hayli saptim. Ancak, tamimlama farkhihklarimin
highiri burada ele aldigimmz konu bakimindan énemli degildir.

Hilbert Probleminin Céziimsiizligii

Gelelim Turing’in tezinin temelini olugturan sava... Hilbert'in
genig kapsamh Entscheidungsproblem’i: Genig kapsaml, fakat
iyi tammlanmig bir stmfta bulunan tiim matematik problemleri-
ni ¢ozitmlemek icin mekanik bir yontem var mdwr? Turing bu
soruyu, m sayisina uygulanan 7', makinesinin gercekten STOP
konumuna gecip gegmeyecegine karar vermek problemi olarak
yorumlamig, problem, durma problemi adiyla anilmigtir. Her-
hangi bir m sayis1 (6rnegin, n = 1 veya 2, veya STOP komutu-
nun yer almadig herhangi bir bagka problem) i¢in makinenin
durmasim saglayan bir komut listesi hazirlamak kolaydir. Han-
gi say1 verilirse verilgin (6rnegin n = 11) makinenin her zaman
durmasini saglayan bircok komut ligtesi de vardir; bazi Turing
makineleri baz1 sayilara iglem yapinca dururken, diger baz sa-
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wilar iglem yaptiklarinda asla durmazlar. Durmaksizin sonsuza
kadar uzayip giden kuramsal bir algoritmamn pek bir yararinin
olmadif: soylenebilir. Béylesi algoritma bile degildir. Bu neden-
le, m say1sina uygulanan 77’in yanit verip vermeyecegine karar
verebilmek énemli bir sorudur! Yamit vermezse (yani iglem dur-
mazsa), bunu agagidaki gibi ifade edebilirim:

Tom) =Ll

(Bu gosterime yukanda deginirken T, ve 7%, makinelerinde ol-
dugu gibi, uygun bir komut alamadig icin herhangi bir asama-
da bir sorunla karsilagan Turing makinesinin durumu da dahil
edilebilir. Ayn: zamanda, gériiniiste bagarih makinemiz T3 bile,
ne yazik ki, bu durumda ise yaramagz olarak nitelendirilmelidir:
Ty(m) =[] olacaktr ¢iinkii T uygulamasinin sonucu daima bog
bir banttan ibarettir; oysa hesap sonucunu bir sayiyla ifade
edebilmemiz igin ciktida hi¢ olmazsa bir tane 1% ihtiyacimiz
vardir! Ancak Ty, bir 1 tirettigi igin kullamghdar. Cilktisa, 0 sa-
yih banttir ve buna gére biitiin m sayilar igin T, (m) = 0 ifade-
sini kullanahiliriz).

Turing makinelerinin ne zaman duracag: matematikte
onemli bir konudur. Ornegin, su denklemi ele alalim:

(x4 Tpo+3 4 (y o+ Iw+d=(z + J)w+d

(Teknik matematik denklemlerden hoglanmiyorsaniz hemen
vazge¢meyin! Bu denklem yalniz bir rnek olarak verilmigtir,
aymintilariyla anlamamz gereksizdir). Stz konusu denklem,
matematikte iinlii, belki en @inli ¢éziilmemis problemle iligkili-
dir. Problem goyle: Bu denklemi saglayan w ,x, v, z dogal sayila-
rindan olugan herhangi bir kiime var midir? Onyedinei yiiz-
vilda yagsamig Fransiz matematikeisi Pierre de Fermat (1601-
1665) tarafindan Diophantus’un Arithmetica kitabimn bir say-
fasimin kenarinda not edilmis ve “Fermat’nin Son Teoremi’ ola-
rak tamman tinli teorem yukaridaki denklemin asla coziilleme-
yecegini soyler.*® Asil meslegi avukatlik olan ve Descartes’la

* Dofal sayilar deyimiyle 0, 1, 2, 8, 4, 5, 6,... sayilarm kastettifimizi hatirlayin.
Fermat teoremindeki (x* + y* = 2") x, , 2 » 0, w > 2) ifadesi yerine x + 1’ ve ‘w +
3, ve. ifadelerinin kullamlmamasinin sebebi, x, w, vs. icin sifirdan basglayarak
tiim dogal sayilan dikkate almamizdar.
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ayn1 cagda yagamis olan Fermat, déneminin en iyi matematik-
cilerindendi. Arithmetica’min bir kenarina sigdumaya ¢ahgtify
tezinin ‘gercekten harika bir kanit’ oldugunu iddia eden
Fermat’nin kanitim bugiine degin hi¢ kimse yeniden inga ede-
medigi gibi bir karsit-6rnek bulabilen de cikmamgtir!

Dértlii say1 grubu (w, x, y ,2) verildiginde denklemin ¢oziimle-
nip coziimlenemeyecegine karar vermenin yalmizca bir hesap
meselesi oldugu agiktir. Bir bilgisiyar algoritmasimn dortlii sa-
v1 gruplarm teker teker igleme soktuktan sonra ancak denk-
lem coziiliince durdugunu diigiinebiliriz (Daha once degindii-
miz gibi, sonlu kiimeleri tek bant iizerinde ve hesaplanabilir
tarzda, yani yalmzea tek tek sayilar olarak kodlama yontemleri
vardir; béylece, séz konusu sayilarin dogal sirasim izlemek su-
retiyle dort sayin teker teker igleme sokabiliriz). Bu algoritma-
nin durmaksizin uygulandigim kamtlayabilirsek Fermat'min te-
zinin kanmtina da sahip oluruz.

Diger bir¢ok goziimlenmemis matematik problemini, Turing
makinesinin durma problemine dayanarak aym yontemle ifade
edebiliriz. Buna éranek ‘Goldbach sanitr'dir: 2’den biiyik her ¢ift
say1 iki asal sayimn toplamidir.* Verilen bir saymin asal olup
olmadipina karar vermek algoritmik bir iglemdir ¢linkii yalniz
sayinin kendinden kiiciik sayilarla bilinebilirliginin denendigi
soniu hesap gerektirir. 6, 8, 10, 12, 14,... ¢ift sayanm sirayla
asagida gosterildigi gibi, tek sayilardan olugan ikililere aywrma-
mn biitiin yollarim deneyen ve ikiye ayirdigl sayimn her iki
iiyesinin de aszal olup olmadifim sinayan bir Turing makinesi
jeat edebiliriz:

6=3+3, 8=3+5, 10=3+T=5+5, 12=5+T
14=83+11=7+7,..
(2 diginda tiim asal sayilar tek saylar oldugu i¢in 2 + 2 harig,
cift sayidan olusan ikilileri test etmemiz gerekmez). Makine-
miz, ayrildig ikililerden hicbiri asal sayidan olugmayan ilk sa-
yiya ulastigi zaman duracaktir. Bu durumda, Goldbach saniti-
na kargit-ornek, yani, iki asal sayinin toplam olmayan ve 2'den

9 38 5 7, 11,18, 17,... gibi asal saylarin yalmz kendilerine bélinebilir sayilar
oldugunu hatirlayimz. Ne 0, ne de 1 asal say: kabul edilmez.
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bitviik tek sayiy1 buluruz. Boyle bir Turing makinesinin durup
durmayacagina karar verebilsek, Goldbach samitimin dogrulu-
guna karar vermenin bir yolunu da bulmusg oluruz.

Bu noktada bir soru kendiliginden ortaya ¢tkiyor: Herhangi
bir Turing makinesinin (belirli girdi verildiginde) durup dur-
mayacagina nasil karar vermeliyiz? Turing makinelerinin ¢ogu
igin yamtlamasi kolay bir soru olabilirse de yamt bazen, yuka-
rda gordiigiiniz gibi, ¢ozillmemis bir matematik probleminin
cbziimiinii gerektirebilir. Oyleyse, genel soruyu ~yani durma
problemini— tamamen otomatik olarak yamtlamalk icin algorit-
mik bir yéntem var midir? Béyle bir yontemin gercekten bulun-
madigini Turing gostermigtir.

Turing’in bu konudaki kamt: séyledir: Once, boyle bir algo-
ritmanin var oldugunu diigiinelim.* Oyle bir 4 Turing makine-
si bulunmalidsir ki n’inci Turing makinesinin m sayisina iglem
yapinca durup durmayacagina karar verebilsin. Diyelim ki dur-
‘mazsa ¢ikt1 bant {izerine O olarak islensin, durursa 1 olarak
iglensin:

O eger T,,(m} = [} ise,
1 eger T,(m) durursa.

H(nym) = {

Burada U evrensel makinesi icin gegerli kural n ve m sayilan-
mn kodlanmasina uygulanabilir. Ancak bu asamada, baz: i sa-
yilar: icin (8rnegin n = 7) T, dogru tammlanmadif icin, teknik
bir sorunla karstlagabiliriz: 111101 isareti, bant tizerinde »'i
m’den ayirmakta yetersiz kalabilir. Bu sorunun istesinden gel-
mek icin daha énce yaptifimz gibi, m’i normal ondahk sistem-
de kodlarken, n’in agilmug ondalik sistemde kodlandigam varsa-
yalim. Béylece 110 igareti, n’i m’den ayirmaya yeterli olacak-
tir. Uln, m) ifadesindeki virgiliin yerinde H(n; m) ifadesinde
noktali virgiiliin kullamilmas: bu degisikligi gosterecektir.
-Simdi, olas1 tiim girdileri uygulayan olasi tiim Turing makinele-
rinin tiim girdilerini liste halinde iceren sonsuz bir dizge diigleyelim.

* Burada reductio ad absurdum {olmayana ergi) olarak tammnan bir matematik
véntemi kullanilmaktadir: Once kanitlanmak istenenin yanhs oldugn
diigiiniiltir ve bundan ekan celigki nedeniyle sonucun ashnda dogru oldugn
kanitlaner.
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m— 0 1 2 3 4 5 6 7 8 ...

n

¥

0 coooooooo.
1 00 0O0CO0OO0CO0O0O0.
2 111111111,
3 020202020.
4 1111411111,
5 boooogonoo.
6 0102030 4.
7 0123456738,
8 g1o0o0:0001.

197 2 35 71113171923 ...

Bu dizgenin »’inci sirass, T, makinesinin 0, 1, 2, 3, 4,... girdi-
leri tizerine iglem yaptiginda ¢iktilarin ne oldugunu gostermek-
tedir. Yukardaki tabloda biraz hile yaparak, Turing maki-
nelerine gergekfe sahip olduklarndan farkh numaralar verdim.
Boyle yapmalla listenin daha basinda sikic gériinmesini énle-
meye caligtim. Cinki aksi halde n sayrsimn 11'den kiigiik dege-
re sahip cldugu tiim makineler [Tlerden bagka hichir sey iiret-
mez ve n = 11 igin (lardan basgka hicbir sey elde edemezdik. Bu
nedenle listenin gercekte nasil goriindiigi hakkinda bir izlenim
saglamak amaciyla gok daha uygun bir kedlama yarattim.

Bu dizgenin bir algoritmayla, gercekten hesaplanmast gerek-
tigini iddia etmiyorum (Zaten biraz sonra girecegimiz gibi boy-
le bir algoritma yok). Gergek listenin nasil olduysa, belki de
Tanri tarafindan, énitmiize seriliverdigini hayal etmemiz bekle-
niyor. Bu tir hesaplar sonsuza dek strecegi icin bir [Tyi hangi
konuma ne zaman yerlestirecegimizden asla emin olamayiz; ig-
lemi gerceklegtirmeye kalkigtigimiz zaman ortaya ¢ikacak (Tler
kargilagacagimiz zorluklarin baghca kaynag haline gelir.
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Teorik Hi kullanabilseydik tabloyu iiretmek icin gerekli yonte-
mi bulabilirdik. Ciinkii H, [Tlerin nerelerde olugacagim bize sdy-
lerdi. Fakat, bunun yerine, her [Tyi, 0 ile degigtirerek [(Tleri ekle-
mek icin H’i kullanalim. 7)’in m’e uygulanmasindan dnce
H (n; m)in uygulamasiyla bu gerceklesir; daha sonra, H (n; m) =
1’in kosuluyla (yani, sadece T, (n) hesab1 gercekten bir yamt ve-
rirse) T)in m'ye iglem yapmasina izin veririz, ve H(N:; m) =0 ise
(yani T,(m)=0] ise) sadece 0 yazanz. Boylece bu yontemi (yani,
H(n;mYin T, (mYden once uygulanmasiyla elde edilen ytntemi)

T,.(m)x Hin;m)

olarak yazanz. (Burada, matematik iglemlerinin siralanmas: ile

ilgili bilinen bir matematik kuralim uyguluyorum: sagdaki is-

lem once uygulanmalidir, Sembolik olarak []x 0= 0 olacaktur).
Buna gire tablo su sekilde okunur:

m— 0 1 2 3 45 6 7 8

4]

}

0 0 00000C0CDOO0.
1 0000CO0O0GOO.
2 111111111,
3 020202020 .
4 1t 11111111.
5 0006000000 .
6 00102030 4.
7 012345¢678.
8 010010001,

H makinesinin varoldugunu diisinsek, bu tablodaki siralar he-
saplanabilir dizgelerden olusmaktadir. (Hesaplanabilir dizge
ile anlatmak istedigim, birbirini izleyen degerlerin bir algorit-
ma tarafindan tiretilebildigi sonsuz dizidir; bir bagka deyisle,
m= 0, 1, 2, 3, 4, 5... doggal sayilarina uygulandifinda dizgenin
birbirini izleyen elemanlarin tireten bir Turing makinesi bu-
Junmalhdir). Simdi bu tablonun iki ézelligi tizerinde duralim.
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Birincisi, her hesaplanabilir dogal sayilar dizisi en az bir (veya
bir ka¢) dizge halinde bulunmaktadir. Bu 6zellik, tablonun ori-
jinalinde [Tlerle gériilmiistii. Ben yalmz ‘ise yaramaz’ Turing
makinelerinin (en az bir [ {ireten makinelerin) yerine bazi si-
ralar ekledim. Ikincisi, H Turing makinesinin gergekten varol-
dugu varsayimindan hareketle tablo, 7',(m) x H(n; m) yonte-
miyle hesaplanabilir sekilde tretilmigtir (Bagka bir deyisle, bel-
li bir algoritma ile iiretilmigtir). Acik olarak n ve m sayilarina
uygulandigy zaman tabloya uygun kayit iireten bir @ Turing
makinesi bulunmaktadir. Bunun igin, aynen H Turing maki-
nesinde oldugu gibi, @'un bantinda da n ve m’i kodlayabiliriz:

Bym) =T,0m) x Hnym).

Simdi, Georg Cantor'un “késegen yontemi” adi verilen zekice
planlanmig ve giigli yontemini degisik bir bicimde uygulayalim
(Cantor'un adi gegen ybontemini bir sonraki biolimde ayrintih
anlatacagim). Koyu renk rakamlarla isaretlenmis bulunan ele-
manlarin olugturdugu ana kégegene dikkat ediniz:

6 06 0000O0O0COU0
0 6000000
111111111
0206202020
I 11111111
6 0006C0® 00O
6 619620304
6 123 4546178
010061¢00¢0 1

Bu elemanlarin olugturduklan 0, 0, 1, 2, 3, 7‘, 1,... dizigine 1 ek-
liyoruz:

1,1,2,8,2,1,4,8,2,..

Acikea goraldagi gibi bu bir hesaplanabilir yontemdir ve tablo-
muz da hesaplanabilir tarzda tiretilmis olduguna gore hize yeni
bir hesaplanabilir dizge, gercekte 1 + @ (n;n) dizgesini; yani

1+ T,(n)x Hnn)
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vermektedir (m ile n'i egitlemek suretiyle kigegen tizerinde ve-
rildigi icin). Fakat tablomuz her hesaplanabilir dizgeyi icerdigi
i¢in veni dizi de listenin bir yerinde yer ahiyor olmali, Ama du-
rum hic de béyle degill Cankil veni dizgemiz, ilk kaydin ilk s1-
rasindan, ikinei kaydin ikinei sirasindan, tictinet kaydin Geiin-
cti sirasindan, vs. farklidir. Bu acik bir celiskidir. Iste bu celis-
ki, kamtlamaya ¢ahigtigimiz olguyu kanrtlar: Turing makinesi
H gercekte meveut degildir! Bir Turing makinesinin durup
durmayacagt konusunda karar verecek euvrensel bir algoritma
yoktur.

Bu sav1 bagka sgekilde ifade etmek amaciyla diyelim ki Tu-
ring makinesi H meveuttur, ve 1 + §(n;n) algoritmas: (kiigegen
iglem!) igin bir Turing makinesi sayisi, 6rnegin &, vardir; bu du-
rumda algoritmamiz géyvledir:

I+ T (n)x Hnn) = Tyn)

Bu iligkide n yerine % koyarsak asagidaki algoritmay elde
ederiz:

1+Ty(R) x Hkk) = Ty(k).

Bu bir celigkidir, cinkd 7.(¢) durdugu takdirde olanakseiz bir
iligki ortaya cikar:

{(H(k;k)= 1 olduguna goére, T\(k) durmazsa H(k;k) =0 olur ki, ay-
m celiskiyle burada da kargilagilir:

1+6=[

Belirli bir Turing makinesinin durup durmayacagl sorusu,
mitkemumel tanumlanms bir matematik sorusudur (ve biz daha
dnce gormiigtiik ki, aksine, gegith tnemli matematik problemleri
Turing makinelerinin durmasi olarak ifade edilebilirler). Biyle-
ce, Turing makinelerinin durmas: konusunda karar vermekle il-
gili hi¢ bir algoritmanm varolmadigm géstermekle Turing, (da-
ha farkl yaklagumiyla Churchiin de gésterdigi gibi) matematik
gorulan ile ilgili karar vermenin genel algoritmasimin varolma-
yvacagim gistermigtir, Hilbert'in Entscheidungsproblem’inin ¢i-
ziimii yoktur!
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Bu, herhangi bir bireysel durumda, belirli bir matematik so-
rusunun dogru olup olmadigi hakkinda veya bagka bir niteligi
hakkinda, veya belirli bir Turing makinesinin durmas: hakkinda
karar veremeyecegiz demek degildir. Biraz aklimizi, veya hatta
sag duyumuzu kullanarak bunu bagarabiliriz (6rnegin, bir Tu-
ring makinesinin koemut listesinde STOP komutu bulunmazsa,
veya boyle bir liste yvalniz STOP komutlarin icerirse, sag duyu-
muz bize cihazin durup durmayacagim stylemek icin yeterlidir).
Fakat tiim matematik sorulamn, fim Turing makineleri ve bunla-
rin uygulandif tim sayilar igin gecerli hic bir algoritma yoktur.

Sanki en amndan baz: karar verilemez matematik sorulari-
mn meveut oldugunu kamitlamig gibi gorimiiyoruz. Oysa, bir gey
yapmadik! Tam aksine, biraz sonra girecegimiz gibi, ozellikle
kit sayilar verildiginde makinenin durup durmamasina karar
vermesi kesinlikle olanaksiz, ters bir Turing makinesi tablosu-
nun varoldugunu gostermedik. Tek tek problemlerin ¢éziimsiiz-
liagii hakkinda bir kelime bile siylemezken, problem ailelerinin
algoritmik ¢oziimstizliigiinden soz ettik. Herhangi bir belirli du-
rumda yamt ‘evet’ veya ‘hayir’ olmalidir ve bu nedenle belirli
durumia ilgili kararn bir algoritmas: elbette vardir. Bagka bir
deyisle, problemle karg1 kargiya geldiginde duruma gére ya
‘evet’ veva ‘hayir’ yanttim veren algoritma vardir. Algoritmalar-
dan hangisini kullanacagirmzi bilmeyebiliriz ve kugkusuz igin
zor yam da budur. Sorun bir problemler ailesi ile ilgili sistema-
tik karar sorunu degil, fakat bir tek problemin matematik ger-
cegi hakkinda karar vermek sorunudur. Algoritmalarin, mate-
matik gercefi hakkinda kendi baglarna karar vermediklerini
anlamak dnemlidir. Bir algoritmamn gecerliligi daima digamn-
dan saglanan olanaklarla kanitlanmalidir,

Bir Algoritmanin Ustesinden Nasil Gelinir?

Matematiksel ifadelerin gercekligine karar vermek konusu,
Godel'in teoremi (bkz. TV. Biliim) cercevesinde daha sonra ele
alinacaktir. Simdilik, Turing’in teorisinin, ashnda, anlatmaga
caligtigimdan ¢ok daha yapici ve ¢ok daha az olumsuz oldugunu
belirtmek isterim. Bu agamaya kadar, durup durmayacagina
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mutlak anlamda karar verilemez belli bir Turing makinesinin
varhgim kanmitlamg degiliz. Gergekte, Turing’in teorisini dik-
katle incelersek, Turing’in yontemiyle inga ettigimiz giriiniigte
“%zellikle karmagsik’ makinelerle ilgili yanitr, kullandifimiz yon-
temin bize ima ettigini anlarz!

Simdi bunun nasil gergeklestigini gorelim. Bir Turing maki-
nesinin ne zaman durmayacagini bazen bize styleyebilir bir al-
goritmaya sahip oldugumuzu farzedelim. Daha énce genel hat-
laryla tammladigimiz Turing yontemi, islemin durup durma-
yacagina bu algoritma tarafindan karar verilemeyen bir Turing
makinesi islemini agikea verecektir. Aslinda, boyle yaparken,
bu iglemle ilgili yamt:1 anlamamizi da saglayacaktir: Turing
makinesinin iglemi gergcekten durmayacaktir.

Biraz daha ayrintih anlatmak gerekirse, bir Turing makine-

. ginin ne zaman durmayacagima dair bize bazen bilgi veren bir
algoritmaya sahip oldugumuzu farzedelim. Daha dnce oldugu
gibi, bu algoritmay (Turing makinesi) H ile temsil ediyoruz, fa-
kat biliyoruz ki Turing makinesi durmayacaktir:

H(n;m) = { O veya [ egger T,(m) = [0 ise,

1, efer T,,(m) durursz.

boylece T.(m)} (1 oldugu zaman H(n; m) = O bir olasiliktir.
H(n;m) g1b1 bir gok algoritma vardar. (Ornegin, pratikte pek faz-
la yarar: olmasa da, T,(m) durur durmaz H(n;m) bir 1 dretir!)

Buna gére, yine Turing’in yontemini izleyerek, fakat bu kez
ttim [(Tlerin yerine O’'lan koymayarak, elimizde bazi [Tler kaldr-
gim goririz. Kogegen yontemimiz, kigegen tizerindeki eleman
olarak bize .

1+ T,(n)xHmn)

ifadesini vermisti. (H(n;n)= [J olursa daima [] elde ederiz.
Ox=0 1+ =0 oldugunu unutmayimz) Bu, sonucu mi-
kemmel bir hesaptir ve bir Turing makinesince, diyelim kinci ,
makine tarafindan gerceklegtirilmigtir.
Simdi su egitlige sahibiz:

1+T,(n) x H(n;n) = Ty(n).
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%’'inci kigegen elemana bakalim, yani n = & alahm:
1+Ty (k) x HikE) = Th (k).

elde ederiz. 7',(%2) hesah durursa bir celigkiyle karsilagiriz
cinkii To.(k) ne zaman durursa dursun H (%;k)Y1m 1 oldugu var-
sayilir ve bu durumda egitlik tutarsizdir: 14T, (&) = T}, (2). Oy-
leyse T, (&) duramaz, diger bir deyigle

Tk (k) = D.

Fakat algoritma bunu ‘bilemez’, ¢linkii; H{k;%)=0 esitligini ver-
seydi yine bir celigkiyle karsilagirdik (sembolik olarak, gecersiz
bir iligki, 1 + 0 = elde ederdik).

Bu nedenle ‘%1 bulabilirsek, yamtim bildigimiz algoritmay: alt
etmek amaciyla kendi tzel islemimizi nasil inga etmemiz gerekti-
gini 6greniriz! 21 nasil buluruz? Bu zor ig. Yapmamiz gereken
Hin;m)'in ve T(m)'in ingasma ayrintilariyla bakmak ve sonra
1+T,(n) x H(n,n) ifadesinin bir Turing makinesinin sayisini, yani
£ buluruz. Islemi ayrntih olarak gerceklestirmek, biraz karma-
gik olsa da, miimkiindiir.* Iglemin karmasikhg nedeniyle 7%(%)'m
hesaplanmas: bizi hi¢ ilgilendirmeyebilirdi fakat onu, H algorit-
masina karg tstiinlik saglayabilmek igin zellikle iirettik!
Onemli olan, iyi tantmlanmig bir yonteme sahip olmamzdir. Bi-
ze hangi H verilmis olursa olsun bu ydntemle H kargit1 £ bulu-
nabilir. Ty(%) ile H'i alt eder ve boylece algoritmanin gerceklesti-
receginden daha iyisini gergeklegtirebiliriz. Algoritmalardan da-
ha iyi oldugumuzu diisitnmek, belki bizi biraz rahatlatir!

Yontem sylesine iyl tanumlanmigtir ki, A verildiginde ki {ire-
tecek bir algoritma bulabiliriz. Bu nedenle, daha fazla ayrmnti-
yva girmeden 8nce bu algoritmamn H'e uygulanabilecegini anla-
maliynz,® ¢linka algoritma, T(k) = [ egitligini ‘bilir’, —yoksa bil-
mez mi? Algoritma ile ilgili antropomorfik bir terim olan bil-
mek’ terimini, tanmmlamarm kolaylagthirdifa igin kullandim. An-
cak, algoritma, izlemesi i¢in kendisine verdigimiz kurallan iz-
lerken, ‘hilmek’ iglemini yapan biz degil miyiz? Yoksa, bizzat
biz mi, beynimizin yapisindan ve ¢evremizden izlemek icin
*Gergekte, n'e uygulanan Turing makinesi T,.(n) olarak ifade etmemizi sag-

ladifh icin, iglemin en zor kism U evrensel Turing makinesinin insasiyla ger-
geklegtirilmigtir.
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programlanms oldugumuz kurallan izliyoruz? Konu, valmzea
bir algoritma konusu degil, ayn: zamanda neyin gercek neyin
gercek olmadifina hiitkiim vermek meselesidir. Bu konulara
daha sonra tékrar donecegiz. Matematiksel gercek (ve onun al-
goritmik clmayan dzelligi} konusu IV. Bélim’de ele alinacaktir.
Simdilik, en azindan, ‘algoritma’ ve ‘hesaplanabilirlik’ terim-
lerinin anlamlar: hakkinda biraz sezgi ve ilgili konularda bir
fikir edinmig bulunmaktayiz.

Church’in Lambda Hesabi

Hesaplanabilirlik kavrami, onemli ve giizel bir matematiksel
fikirdir. {lk kez 1930’larda —bu kavram gibi temel nitelikli diger
kavramlaria birlikte ~matematik bilimine girdigi icin aym za-
manda oldukca yeni bir fikirdir ve matematigin #im alaniarim
kapsar (Matematikgilerin cogu, yvine de, bugiin bile hesaplana-
bilirlik sorunlaryla kendilerini pek yormazlar diyebiliriz). He-
saplanabilirlik fikrinin giicii, kismen, baz iyi tammlanmig ma-
tematik islemlerinin aslinda hesapalanamaz olmasimdan kay-
naklamr (Turing makinesinin durma veya durmama problemi
gibi, oteki ornekleri IV. Bolim’de gorecediz). Ciinkii, bévle he-
saplanamaz islemler olmasaydi, hesaplanabilirlik kavrami, ma-
tematigin ilgisini ¢ekmezdi. Ne de olsa matematikciler bilmece-
lerden hoglamirlar, Bir matematik isleminin hesaplanip hesap-
lanamayacag konusunda karar vermek onlar icin ilgi cekici bir
bilmece olabilir. Ozellikle ilging olabilir ¢iinkii béyle bir bilme-
cenin yvaniti bile hesaplanamaz niteliktedir!

Bir seyi agik¢a belirtmeliyim. Hesaplanabilirlik gercek bir
‘mutlak’ matematik kavramidir. Benim tanmmladigim sekliyle
‘Turing makineleri’ agisindan, herhangi bir anlayisin tamamen
otesinde soyut bir fikirdir. Daha 6nce degindigim gibi, Turing’in
zekice planlanmig, kendine 6zgl yaklagimin karakterize eden
‘bantlar’ ve ‘igsel durumlar’, vs. gibi kavramlara ézel bir énem
vermemiz gerekmemektedir. Hesaplanabiliriik fikrini agikla-
yan baska yollar da vardir. Bunlardan, tarih bakimindan birin-
cisi, Amerikali mantik¢r Alonza Church’iin, Stephen C.
Kleene'in yarduniyla gelistirdigi lambda hesabydir. Church’iin
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yontemi Turing’in yonteminden oldukga farkh ve daha soyut-
tur. Gercekte Church’in diigiincelerini ifade tarzinda belirgin-
lestigi gibi aralarinda gozle goriilir, ‘mekanik’ denilebilecek
pek az benzerlik vardir. Church’iin yénteminin ana fikri,
oziinde gercekten soyuitur— Church’iin ‘soyutlama’ olarak ta-
mumiadig bir matematik iglemidir.

Yalniz hesaplanabilirligin, herhangi bir hesap makinesi kav-
ramindan bagimsiz olarak, bir matematiksel fikir oldugunu
vurguladigi icin degil, matematikte soyut fikirlerin giiclinii de
gisterdigi icin Church’tin tasariminn kisa bir tanimini yapmak
istiyorum. Bu gibi konulara ilgi duymayan okurum, bu agama-
da, bir sonraki boliime hemen gegebilir ve konunun akisinda
fazla bir sey kacirmug sayilmaz. Ancak, bu gibi okurlar bana bi-
raz daha katlanarak Church’iin tasarimimn sagladig sihirli
ekonomiye tanik da clabilirler (bkz. Church 1941).

Bu tasarnimda ilgi odagi olarak nesnelerin ‘evreni’ ile ilgilen-
mekteyiz ve bunu drnegin

2 283

2 b4 3 » »
a, bed ..,za b, .. 2,a%b"% . .,a" ... a7 ...

ifadesiyle gostermekteyiz; her harf bir matematik iglemini veya
fonksiyonunu temsil etmektedir (Usli harfler, fonksiyonlar: tem-
sil eden simgelerin simirsiz sayida bulunmasim saglar). Bu fonk-
siyonlarn ‘degiskenler?, yani bu fonksiyonlarn {izerine iglem
yvaptig nesneler, aym tiirden bagka seylerdir, yani onlar da fonk-
siyonlardir. Ayrica, bir digerine uygulanan bir fonksiyonun ‘dege-
ri'nin de yine bir fonksiyon olmasi gerekir (Church’iin sisteminde
gercekten harika bir kavramlar ekonomisi var). Bu nedenle,
a=be

yazdighmz zaman™* ‘¢’ fonksiyonuna uygulanan ‘6’ fonksiyonunun
sonucunun bir baska ‘@’ fonksiyonu oldugunu kastederiz. Bu tasza-
rimda, iki veya daha fazla degigkenli bir fonksiyon fikrini ifade
etmek zor degildir. p ve g degiskenlerine bagh bir f fonksiyonunu

g

* Daha ahgik oldugumuz bir ifadeyle, rnegin a = b (¢) olarak yazabilirdik ama
parantezler gercekten gerekli degildir; (fp) g ve ({fp)g) r yerine, sirastyla, (fp))
(g} ve {(F(p)) (q)) (r) gibi son derece zahmetli formiillerden kagmmak igin paran-
tezlerden kurtulmaya ahgmakta yarar var.
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olarak ifade edebiliriz (q'a uygulanan fp fonksiyonunun sonu-
cu). Ue degiskenli bir fonksiyon i¢in

((pya)r

ifadesini kullanabiliriz ve bu béylece siiver gider.

Simdi sira, giigli soyutlama iglemine geldi. Bunun icin Yu-
nan harfi A (Jambda)’y: kullaniyor ve hemen ardindan
Churchiin fonksiyonlarindan birini temsil eden bir harf, érne-
&in x harfini (‘sahte degisken’ adin1 verdigimiz harfi) koyuyo-
ruz. %4’ degiskeninin yer aldigy her kare-parantez, ifadenin tii-
miini izleven herhangi bir simgenin yerini tutabilen bir ‘bos-
luk’ olarak kabul edilebilir. Buna gére

Ax. [fx]

yvazdigimiz zaman fonksiyonun, diyelim a’ya uygulandifinda
“fa’ sonucunu verdigini anlatiriz. Bagka deyigle,

Gx Ifxha=fa
Bir bagka deyigle, Ax. [fx] ,F fonksiyvonundan ibarettir, yani:
Iz fxl=f

Bunlar ilk bakigta fazla bilgicce ve tnemsiz giriindigd icin ana
fikir gozden kacabilir. Bu nedenle, aligik oldugumuz okul mate-
matiginden bir érnek alalim ve f fonksiyonunun, bir agmin si-
niisiinii almak gibi trigonometrik bir iglem oldugunu varsaya-
hm. Bu durumda ‘sin’ soyut fonksivonu gu sekilde ifade edilir:

Ax. [sin x ] = sin.

{(x “fonksiyonunun’ bir ag olarak nasil kabul edilebilecegini me-
rak etmeyin. Kiga bir siire sonra, sayilarin bile fonksiyonlar
olarak kabul edildigi islemler yapacagiz; ve bir ac1 da bir tiir
sayidir). Bu agamaya kadar gercekten olduk¢a Snemsiz gori-
nebilir érneklerimiz. Fakat, ‘sin’ ifadesinin icad edilmemis ol-
dugunu fakat sin x igin kuvvet serisi ifadesini bildigimizi far-
zedin:

x-lysy Lo

120
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Buna gire

sin =Rx.[x L3, 1 450 }
6 120

tammin: verebiliriz.
Herhangi bir standart ‘fonksiyonel’ ifadesi bulunmayan, diye-
lim ‘kiip almanin altida-biri’ iglemini, daha da kolay, tanimla-
yabiliriz:
Q = ix. [—lx }
6

ve drnefin, gu sonucu ahnz:
Qo+l =Lig+1P=Lla3+ 12154 1
< > 6 < > G 2 2 6

Church’in basit fonksiyonel islemierinden ahnan ifadeler ko-
numuzla daha ilgili olabilir; 6rnegin,
: M. [AFx)]
Bu, bir baska fonksiyona érnegin ‘g’ fonksivonuna uygulandi-

*ganda, x'e 1ki kez st tste ‘g’nin uygulandig iglemi Gretir:

(. D g =g (gx)
‘Boyut tarzda’ ifade edersek:

A [ [
veya kisa olarak:
A= 1fifx)]

Bu, g'ye uygulandiginda, gnin iki kez tekrarlanmig fonksiyonu-
nu veren iglemdir. Ashnda bu, tam Church’in 2 dogal sayisi ile
dzdeslegtirdigi fonksiyondur:

2 = Mx[fifx)]
ve buna gire (2 g) v = g (gy). Benzer gekilde, Church su tanim-
lamalar: yapar:

3 = M i)l 4 = xRS, vs.

ile birlikte
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1=Axlfx], 0=zl
Ashnda Church’in 2’si ‘Gki kez'e, 80 ‘ii¢ kez'e vs. daha ¢ok ben-
zer. Boylelikle, 8'in / fonksiyonuna uygulanmasi, yani 3 f, Fin
¢ kez tekrarlanmas’ iglemidir. Bu nedenle 3 f"in y’e uygulan-
masy: (8D y = f{ffy)) dir.
Cok basit bir aritmetik igleminin, 6rmegin 'in bir sayiyla top-
lammin, Church’iin sisteminde nasil ifade edilecegini gorelim:

S = Aabe.[b((ab)c)]

S’in, Church’iin ifadesinde tanimlanan bir sayiva 1 eklemesini
gostermek icin, 6rnedimizi 3 lizerinde deneyelim: .
83 = Anbe. [b{{ablc)] & = Abel(b((3b)e)] i

= Abc.[b(b(b(bc))] = 4

cinkii (86) ¢ = b(b(be)). Bu ifadeler kugkusuz herhangi bir dogal
saylya uygulanabilir (Aslinda kabe. [(ab) (bc)], S’in yerini
pekala tutabilirdi).

Bir sayinn ikiyle carpimina ne dersmm? Bu iglem

D = Zabe. [(ab) (ab) ¢))

ifadesiyle verilir. Ornek olarak $’e uygulanmasiyla,

D = Aabe.[{ab)(able)] 3 = Abe.[(3D)(Bb)e)]
= Abc.[(36)(B{b/be)))] = Abe.[b(B(b(b(b(bc))))] = B bulunur.

Temel aritmetik iglemleri, toplama, carpma ve kuvvetini alma
sirastyla, soyle ifade edilebilirler:

Afaxy [{(fe)gx)y],
Mex.[flgx],
Mg .lfgl

TR
Eouo

Okuyucu kendini,

Amn=m+n, Mmn=mxmn Pomn=n"

olduguna ikna edebilir —veya bana giivenebilir. Burada m ve n,
Church’iin iki dogal say: igin fonksiyonlar:, m + n toplam icin
fonksiyonu, vb.'dir. Sonuncusu en sagirtic: olamdir. m = 2, n = 3
drnekleriyle bunu deneyelim:
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(P2)3 = ((Mz.[f5)2)8 = (Ag.[28])3
= (Ag e [ff0)]8 = gx.lglgx)]3
= Ax.[8(3x)] = Lx.[My. [AAfyDI(Ex)]
= Axy.[(3x)X(Bx )} (Bx)y )]
= Axy.[(Bx)((Bx ) x(x(xy))))]
= Jory . [(Bx) (el )N
= Ay [ (x(eelxle(xy NN = 8 = 32,

Cikarma ve bélme iglemleri bu kadar kolay tammlanamaz
(Gergekten de m, m'den kiigiik oldugu zaman ‘m — n’ islemini;
m, m'e bélinemedigi zaman ‘m — n’ islemine uygulanacak bir
yonteme ihtiyacimiz var). 1930’larin baglarinda Kleene,
Church’iin sistemi kapsamimda ¢ikarma isleminin nasil yapila-
cagm kesgfettigi zaman konuya iligkin onemli bir asama kate-
dildi. Bunu diger islemler izledi. Sonunda, 1937 yilinda,
Church ve Turing, her hesaplanabilir iglemin (veya algoritmik
islemin) Church ifadeleri kullamlarak —bugiiniin Turing malki-
neleri— gerceklestirilebilecegini (veya bunun tersi: algoritmik
islemler kullanilarak Church’iin ifadelerinin saglanacagini)
gosterdiler.

Church’iin hesaplanabilirlik fikri ilk bakigta hesap makine-
leriyle bagdasmiyorsa da, pratikte, ozellikle giiclii ve esnek bir
bilgi islem dili olan LISP ile Church’iin tasariminin ana yapila-
1 arasinda stk bir baglanta vardir.

Daha dnce belirttigim gibi, hesaplanabilirlik fikrini tammlamak
icin bagka yontemler de vardir. Post'un makinesi Turing’in maki-
nesine ¢ok benzer ve hemen hemen ayn donemde fakat birbirin-
den ayn iretilmiglerdir. J. Herbrand ve Godel, kullanigh bir he-
saplanabilirlik tammlamglardir. 1929°da H.B. Curry ve 1924'de
M. Schénfinkel konuya biraz farkls yaklagmiglardir; Church’iin
sistemi kismen bu yaklasima dayahdir (bkz. Gandy 1988). Hesap-
lanabilirlige modern yaklasimlar (Cutland'in 1980'de tammladif
sinirsiz kayit makinesi gibi), Turing’in teorisinden ayrintida
snemli dlgiide farkhidir. Ancak farkh yaklagimlardan hangisi be-
nimsenirse benimsensin hesaplanabilirlik kavram aymdir.

Bagta son derece giizel ve temel olanlar gelmek iizere pek
cok diger matematiksel fikir gibi hesaplanabilirlik fikrinin de



85

kendine ézgi bir tiir Platonik gercekligi var giziikiiyor. Geleeek
iki béliimde iste bu gizemli konuyu, matematik kavramlarin
Platonik gercekligi konusunu igleyecegiz.

1. Sifin; ‘dogal sayilar’ arasina alan modern terminolojiyi kullaniyorum.

2. Matematikcilerin cok iyi bildigi gibi, konurmuz agsimdan pek uygun olmasa
da, ikih, tglii, vb. say gruplanm tek bir say gibi kodlamann gegitli yollan var-
dir. Ornegin, 1/2 (o + b + 3 a + b) formiilii a, b dogal say: ciftini tek bir dogal
sayiyla tam olarak belirler. Deneyin!
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3. Say1 (veya komut, vs.) dizgelerine baglanacagm géstermek i¢in herhangi bir
igaret kullanmaya gerek duymadim. I1k 1 ile karsilagiidiginda iglem baglayaca-
& icin girdi agsindan bu gerekli degildir. Ancak, ilk 1'e ulagincaya kadar (en
solda) snceden bir elemamn ¢ikt: bant: iizerinde ne kadar uzaga gidebilecegi
tahmin edilemiyebilecegi igin, cikt1 agismdan béyle bir igaret gerekebilir. Sola
dogru hareketlenen uzun bir (lar dizisine ragtlansa bile bu, daha ileride bir 1’e
rastlanmayacajinin garantisi olamaz. Bu konuda gesitli goriigler benimsenebi-
lir. Bunlardan birisi, giktiyn timiiyle baglatmak igin (6rnefin, blizélim yinte-
minde & fle kodlanmus) dzel bir igaretin kullsmlmasidir. Fakat basitlik endige-
siyle, tanimlamalarmda daha farkh bir yaklasim uygulayacagim: bantin ne ka-
darmm cihaz tarafindan incelendigi daima ‘biliniy’ (yani bir tir Gz’ birakiigim
ditsleyebiliriz); béylece, ilke olarak, pktimin fimintn incelenip incelenmedigini
anlamak igin sonsuz wzun bantm titmiing incelemek gerekmez.

4. {ki bantm fizerindeli bilgileri kodlamanin bir yolu, ikisi arasmda bir ara bant
birakmaktir. Boylece, ara bant iizerindeki tek-sayih igaretler birinci bant tzerin-
deki igaretleri gosterirken, ¢ift-sayilar da ikinci bant iizerindeki igaretleri gbste-
recektir. Benzer bir sistem iic veya daha fazla banta uygulanabilir. Bu yintemin
‘glverigeizlist’, okuma cihazmm bant boyunca durmadan ileri/geri hareket ederek
izini belli etmek i¢in bantin ¢ift ve tek taraflarmda igaretler biralimasidir.

5. Bu yéntem yalmz, isaretli bir bantin dogal bir say1 gibi yorumlandifh duruma
uygulamr. EUC veya XN + 1 gibi 6zel Turing makinelerimizin sayilanm degis-
tirmez. '

6. 7, dogru sekilde tammlanmadig takdirde U, »'in ikilik ifadesinde dortten
fazla T'den olugan ilk diziye ulagilr ulagilmaz » says1 sona ermis gibi igleme
devarm edecektir. Dizinin geriye kalan Insnmm m ile ilgili bantm bir kismi gibi
okuyacak, biylece anlamsz iglem yapmay siirdirecektir! Istenirse bu durum,
n'in agilmg ikilik sistemde ifade edilmesini saglamak suretiyle dnlenebilir. Za-
valli I evrensel Turing makinesinin IFnun tamrmm daha fazla karmagiklagtir-
mamalk igin bunu yapmamayi tercih ettim!

7. w'nun ikilik sisteme dayah tammundan onluk sisteme dayah seklini gtkardifa
i¢in David Deutseh’a minnettanm. w'un bu ikilik degerinin gergekte bir evrensel
Turing makinesi rettigini dogrulamalk i¢in yaptig1 calisma igin de kendisine min-
nettarim. w'un ikilik sisteme gire degeri agafidalki gibidir:

105000000101 11010¢110200010010101011010001101000101000001101061001101000101
$1091011010000110106010100101011010610011101001010010010111010100¢11161010
10010016101 11010101001101000101000101011010000011010010000010101 1010001001
110100101000010101110100100011101001010100001011101001010011010000100001 11
0101600011 1010100001001001110100010161011010100101011010600011010101601011
016016010001 1010000000011010000001 1101010010101 016211010000100111010010101
01010101011101000010101011101000010160010111010001010011010010000101001101
00161002001101601000101101010001011101001001010111010010100011101010919100
10011101610101000011010010101010111010100100010110101000010110101000100110
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101010101600101101001010100106101101010010010111¢1010100101011101010010100
1101010100001110100010016010101110101010010101 11¢1010160000111010100100000
11010101010010111010100101011010001001000111010000000111010010100101616101
11010010100100101011101600001010111010000100011101000001010100111010000101
00111010000010001011101000100601110100061001010011101000100001011010001010
01031101000101001011010010000010110100010101001001101000101010301110100100
00011101001001010101011101010101001101001000101911010010010010110160000001
01101000001000110100000100101101000000000110100101000101110100101010001101
001010010101101000001001110100101010010110100100111010100000010101 11010100
000011010101000101010113100101010110101000¢1010111410100106101011101010001
00101101010010000101110100000011101410010001011010100101001101010100016111
0101001010010111010101000001011101010100000101 1101 000000111010101000010101
11010010101011010101000010111010100010101011101010100100101110101010100001
119101060000001110100100100001101001001000101101010101910011101000000001011
01001000011010101010100101110100100001101001.000101010111(100001¢0011101000
10000111010000110100000001011010000010010111010101001010101101000100010010
1110100000100111010201001101000001010101 1010000100001110160100001000111010
10101010100111010000100100111010061001000011101000010100101101000010100001
1101010156101010111010¢010010011010001001060110101001010061011101000100010101
1101000000011101¢0010010010111010011010010010000101101010101061103100010100
01011101000011010100001000101101010011010101001610010110101010011010010050
1011101001101001000001011010001010101000111010010000101011¢10000001001 1010
01000160101110100100001101010000010010111016010010100110100100101:010110100
110100100101001011010011010010100000101 10100100000111010100100110101016100
001011101401010000101110100101010101110101000100101101060100111010010101000
101110100010011101¢100001011610010011101001¢10101010111010010001 1101001010
101001011101001000111010100060010101011160110101006001011010016311101010000
0010111010010110102100000101011616010100101110161006061001011101000011010100
0100001011010100110101000610001011010101010010111010100010100101 10163010101
010111610010000101011010100010111010100100101010111010101001001011 10101000
1110101600111010100100100101110101000111010100101000101110101000101 1101010
00010010111010100011101000101000101110100101041011101010016161001621101001
010101610101 10101000010101010110106001001110100001010101010111010101000101
01110101010001010111010000001110101010001001011101000000111010101001000101
1101010000001101010000101 101 6000001110100100000010111010100011101010010001
010111010100110101010100010101101000001£610141010010101011010000001001 1 (10
10101601601110101001101010101006100101101010011010010010011101000001 1010101
01010010101101010001001101000101001010101110160000110101010101010010110100
01000111010001010101010101 1010001000111010000101011101600100100001 11010011
(10000000100111010000001001011101000100010100111¢10000001001011 10100101010
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01010111010000101010001101000100101110100001000001110100001001 £ 10100610000
0101110610161001011010001006000101110100001010101011101000000101010111010001
00001010111016003¢000141011101001063000111010100160100110100000010101110100




88 o Algoritmalar ve Turing Makineleri
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Hvinde yeterli kapasitede bilgisayar: olan ve yeni seyleri denemekten hoslanan gi-
rigimei okurlarim, metinde verilen taramiamalan kullanarak, yukardali kodu ge-
gith ve basit Turing malkinesi sayilarma nygulayarak, soz konusu kodun gergekten
bir evrensel Turing makinesinin uygulanmasin verdigini kontrol edebilirler!

Bir Turing makinesi icin farkli bir tanim uygulayarak w'nun deferini azaltmalk
miimkifin olabilirdi. Ornegin, STOP komutunu kaldirir ve yerine, makinenin
icinde bulundugu bir i¢sel durumdan sonra 0 igsel durumuna her giriginde dur-
masinl saglayan bir kural konulabilir. Bu yéntemle pek bagarili sonug alina-
maz (belki hi¢ sonug abmamaz). Amacimz i¢in en iyi sonug, bantlan 0 veya 1
chginda igaretlerle igaretlemekle ahnabilir, Goriiniigte eok kisa kodlamal: ev-
rensel Turing makineleri literatiirde tanimlanmms olmakla hirlikte bu kisahk
yamltieidir, glinkii genel olarak Turing makineleri son derece karmagik kodla-
ma sistemlerine bagimlidirlar.

8. Bu iinlii sav ile ilgili teknik olmayan konular igin, blkz. Devlin (1988).

9. Yukandaki yontemi tekrar tekrar uygulamak suretiyle bu gelistirilmis al-
goritmay1 da kugkusuz alt edebilirdik. Elde edecegimiz bilgiyi, algoritmamiz
daha da geligtirmek icin kullanabilirdik; fakat, yeniden geligtirilen bu algorit-
mann da Gstesinden gelebilirdik ve bu baylece stiriip giderdi. Bu tekrarlayic,
yontemin bizi hangi noktaya gétirecegi Godel’in teoremi cergevesinde ele
alimacaktar. (Bolim IV, s. 130-131)
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II. Béliim
Matematik ve Gergek

Tor’'Bled-Nam Ulkesi

Cok uzaklardaki bir iilkeye yolculuk etmekte oldugumuzu
hayal edelim. Bu ilkeye Tor'Bled-Nam adim verelim. Uzaktan
alglama cihazimizin aldi sinyal gimdi éniimiizdeki ekranda
belirdi (Sekil 3.1):

Sekil 3.1 Garip bir tilkeden ilk gorintiler.

Bu ne olabilir? Garip goriinisglii bir bocek mi? Yoksa, belki de dag-
lardan inen akarsularin kanstig, sular koyu bir gél mii? Veya ci-
varmndaki sehir ve koylere yollar uzanan yollariyla biiyiik ve tuhaf
bir gehir mi? Belki de bir adadir. Eger buysa, o zaman yakinmnda
bir kita bulabilir miyiz diye bir bakahm. Bunun i¢in algilama ci-
hazimzin biiyiitmesini onbes kez kiicilterek iyice “kugbakisi” bir
giriintii elde etmeliyiz. Igte tiim tilke ekranda goriindi (Sekil 3.2).
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Sekil 3.2 Bir biitiin olarak TorBled-Nam.
Diger sekillerde biiyiitiifen bélgeler oklamn hizasmda bulunmaktadr.

Bir 6nceki resimdeki ‘ada’, bu yeni resimde bir nokta gibi kalds.
Adadan cikan ¢izgilerin hepsi (yollar, nehirler, képriiler?) sade-
ce biri hari¢ hepsi kesildi. Adamin sagindaki gortintiniin tam
ortasindan gikan bu tek uzanti, yeni resimde sagdaki biiyik
sekle baglanmaktadir. Bu biiyik gekil ilk gordiagiimiz adaya
¢ok benzemektedir, ancak bazi farklar yok degildir. Goériintiiyil
bu yeni geklin kiy1 ¢izgisi tizerine odaklarsak pek cok yuvarlak
girinti gikintr gértiriiz. Bu yuvarlak cikintilar tizerinde de ben-
zer minik gikintilar bulunmaktadir. Her kiigiik cikint1 bir nok-
tada daha biiylik aikintiya baglanmakta, cikinti iistiine cikinta
yifilmaktadir. Goriinti netlestikee, bu yapidan mini mini bir
yigin ¢izginin diga aktifim gériiriiz. Her bir ¢izgi belli nokta-
larda catallanmakta ve cok kez delicesine kivmlip biikiilmekte-
dir. Belli noktalarda algilama cihazinin ciziimleyemedigi dii-
gam noktalan fark edilmektedir. Artik anlagihyor ki bu cisim
ne bir ada, ne bir kita ve ne de bir gezegen yiizeyidir. Belki de
canavar bir bicege bakmaktayiz ve gordiiklerimiz daha ana
karmindan ayrilmamis yavrularidir.
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Yaratigimizin gikintilarim anlamak icin algrlama cihazimi- ;
zin biyiitmesini on kez kadar artirarak yakindan inceleyelim. ‘
(Sekil 3.2’de Sekil 3.3 olarak belirtilen yer).

Sekil 3.3 “Begli” yaprya sahip bir gikinta.

Cikints, biitiin olarak, sadece baglanti noktas: disinda, yarati-
#in kendisine biiytik bir benzerlik gostermektedir. Dikkat eder-
seniz, belli noktalarda, begli teller biraraya gelmektedir. Belki
de bu uzantimin belli bir “begli” yapisi var (Tipki en tstteki ¢i-
kintinin “Ugli” yapis: gibi). Gergekten de bir sonraki daha kii-
¢iik boyuttaki cikintiya yakindan bakinca “yedili” yap: buluruz;
daha sonra “dokuzlu” bir yap: belirir ve bu, ikiser ikiger artan,
tek tam sayilarla karakterize edilen yapilarla béyle devam
eder. Simdi de Sekil 3.2’ye gére biiylitmeyi on kez artirarak
sagdaki biiyiik yariktan iyice igeri girelim (Sekil 3.4).
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Sekil 3.4 Tenizaty vadisi’ sag alt kbgede goriindyor.

Daha pek cok minik ¢cikintilarin varlifini ve bunlarin ipliksi
uzantilarmni goriiriiz. Sag tarafta, artik “denizati vadisi” diye
adlandiracagizmz bolgede, minik “denizati kuyrugu” geklinde
spiraller farkederiz. Biyiitmeyi yeteri kadar artirirsak aym
bolgede cesit cesit “deniz giilleri” veya ¢icek gortintmiinde ki-
simlar buluruz. Belki de gercekien buras: egzotik bir kiyi geri-
di, érnegin her noktasindan bin bir gegit canh figkiran bir mer-
can adasidir. Cigek gibi goriinen geylerin herbirisinin, biiytit-
meyi daha da artirinea, pek ¢ok minik fakat cesithi uzantilar ve
spiral kuyruklardan olugan inamlmaz derecede karmagik yapi-
lar olduklam ortaya cikar. Denizati kuyruklarindan biiyiikce
bir tanesine (29’lu bir grkintiya bagh olamina) biraz yakindan
bakalim! Eger biiytitmeyi yaklajik 250 kez artirirsak Sekil
3.5°deki spiralle karsilagiriz. Demek ki baktigimiz basit bir
kuyruk degil, ileri geri kavrilan sayisiz minik spirailerden, ah-
tapot, denizat1 gérintmindeki bolgelerden ibaret karmagik bir
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Jekil. 8.6

Sell 3.5 Bir denizat kuyrugunun yakin gorintisi.

sekilmiy. Pek ¢ok yerde, tam iki spiralin birbirine degdigi nok-
tada, bir yap1 bulunmaktadir. Bunlardan bir tanesine biiyiit- |
meyi 30 kez artirarak bakalim. Tam ortadaki o tamdik gekli go-
rityor musunuz? Sekli 6 kez daha biiyiitiince, (Sekil 3.7) bagtan

&=

Sekil 3.6 Iki spiralin baglant: noktasmin biiytitilmiig hali. Tam merkezde minik bir yav-
ranun varhg goriilmekte,
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Sekil 3.7 Goriintisii biyitalinee yavrunun ana yapiya benzerligi ortaya gkiyor.

beri incelemekte oldufumuz yapimin aymsi bir yavru yaratik
daha gikt1 karsimiza. Eger daha yakindan bakarsak, bundan -
kan tellerin esas yapidakilerden biraz farkl oldugunu goériiriiz;
daha bir kivrimhdirlar ve daha ételere uzanmaktacdirlar. Yine
de kiiciik yaratik, atasindan pek farkl: degildir; hatta agag yu-
kan es konumlarda kendi yavrularnna sahip oluncaya kadar.
Biiyiitmeyi artirarak bu yavrular: yakindan inceleyebiliriz. To-
runlarn da ortak atalarina benzediklerini goriir ve artik bunun
sonsuza dek béyle siiriip gidecegine inanirz. Algilama cihazi-
miz1 giderek artan biiytitme giglerine ayarlayarak bu olaga-
nisti TorBled-Nam tilkesini istedigimiz kadar yakindan aras-
tirabiliriz. Burada sonsuz bir gesitlilik buluruz: Iki bilgenin
hicbiri bir digerinin tipatip aymsi degildir —ama daha ilk bakig-
ta belirgin bir ortak yapi da vardir. O tanidik boceksi yaratik-
lar giderek kiiciilen boyutlarda tekrar tekrar karsimiza ¢ik-
maktadirlar. Her seferinde civardaki telsi yapilar bir dnce gor-
dugiumiizden farklidir ve bizlere inamilmaz karmagikiikta fan-
tastik yeni manzaralar sergilerler. Rastladigirmz bu garip, de-
gisken ve sahane iilke nedir? Kuskusuz pek gok okuyucu bunu
zaten bilmekte. Fakat bilmeyenler de olabilir. Bu dinya Man-
delbrot kiimesi' diye bilinen soyut bir matematiksel yapittan
bagka bir gey degildir. Sekil, kugku gbtirmeyen karmagikhifina
karsin, inamilmaz derecede basit bir kural tarafindan yaratil-
maktadir. Bu kurah acikliyabilmek igin énce kompleks sayila-
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rin ne oldugunu agiklamam gerekecek. Bu aciklamayr burada
yvapmak uygun, ¢iinkii ileride kompleks sayilara tekrar gereksi-
nim duyacagiz. Kompleks sayilar, kuantum mekaniginin vapisi
icin mutlaka gereklidirler ve bu nedenle icinde yasadigimiz
diinyamn iglevlerinin temelini olugtururlar. Ayrea, matemati-
gin biiylik mucizelerinden birisi de kompleks sayilann varligi-
dir. Bir kompleks sayinin ne oldugunu agiklamak i¢in énce oku-
yucuya Teel sayr’nin ne demek cldugunu hatirlatmaliyim. Bir
de, reel (gercek) say1 kavram ile ‘gercek diinya’'min gercekligi
arasinda nasil iliski kurulduguna deginmek yararh olacaktir.

Reel Sayilar

Dogal sayilarin
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, ...

ile gisterilen tam sayllar oldugunu hatirlayalim. Bunlar, sayi-
lar arasinda en temel ve basit olanlardir. Ayni tiirden cisimler,
dogal sayilar kullamlarak sayilabilir: Tarlada otlayan yirmiye-
di koyun, cakan iki simsgek, oniki gece, bir kelime, dért laf, sifir
yeni fikir, bir hata, alti eksik, iki yén degisimi, vb. seylerden
konugabiliriz. Dogal sayilar toplanarak veya carpilarak yeni do-
gal saytlar bulunabilir. Gecen béliimde verdigimiz genel algorit-
ma tartismasimin konusu dogal sayilarde

Ancak, baz onemli iglemler bizi, dogal sayilarin disina cik-
mak zorunda rakabilir. Bunlarin arasinda en basiti gkarma
iglemidir. Bu iglemi tamimlayabilmek icin eksi sayilar gerekli-
dir. Bu amagla tiim tam sayilar: veririz:

.y —6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,...

Elektrik yiikii, banka hesabi, tarih*, vb. bazi geyler ancak bu
tiir sayilarla ifade edilebilir. Ancak, tam sayilarn kullamm da
hala yeterli degildir, ¢iinkii bir tam sayiy1 baska bir tam sayiya
bilemeyiz. Bunun icin kesirlere, bagka bir deyisle, rasyonel sayi-
lara gerek duyariz:

6,1,-1,1/2,-1/2,2,-2,8/2,-3/2, 1/3, . . ..

* Gercekte, sifir yul kullamlmadigy i¢in, tarihierle ilgili normal uygulamalarda
buna geregince uyulmaz.
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Bu sayilar sonlu aritmetik iglemleri igin yeterlidir, fakat pek
cok problem igcin bundan da éteye gecip sonsuz veya limit iglem-
leri tamimlamak zorunda kalirz:

n = 2 {(2/1)(2/3)(4/3)(4/5)(6/5X(6/T)(8/7)8/9)...}
ve
n=41-13+15-17+19-111+ ).

Bu tinli ifadelerin birincisi Ingiliz matematikeisi, dil bilgini ve
sifre uzman John Wallis tarafindan 1655'de, ikineisi ise, Iskog
matematikeisi ve astronomu (ve ilk yansitmal: teleskopun mu-
cidi) James Gregory tarafindan 1671°de bulunmusgtur. Aynen =
gibi, bu gekilde tanunlanan sayilar, rasyonel olmak zorunda de-
gillerdir (Yani, n ve m # 0 tamsayilar olmak iizere n/m geklin-
de yazilamazlar). Boyle sayilan icerebilmesi i¢in, say1 sistemi
genigletilir. Bu genigletilmis sayi sistemine reel (gercek) say1
sistemi denir. -
Ondalk gisterimde

~583.70264439121009538...
gibi sonsuz haneli sayilar reel sayilardir. Bu gésterimde n sayis1
T = 3.14159265358979323846. ..

olarak gosterilir.
Bu gekilde gosterilen sayilar arasimda

V2 = 1.41421356237309504...

gibi art1 kesirli sayilarn karekikleri (veya kiipkokleri, dérdiin-
cii kokleri, vb.), veya n sayisimin Isvigreli biiyiikk matematikci
Leonhard Euler tarafindan bulunan

bl ='\/{6(1 +1/4 +1/9+1/25+ 1/36 + .. )L

gisterimi de vardir.

Reel sayilar, ashinda, giindelik hayatimizda her an karsimiza
cikan, en cok kullandigimiz say taridir. Ancak, coklukla bu
saylar yaklagik olarak ele aliriz; bir kac basamaga kadar ag-
Limlarimi kullanmakla yetiniriz. Diger taraftan, matematiksel
onermelerde reel sayilam kesin olarak belirlemek gerekir ve bu
durumda sonsuz basamakl1 ondalik agilimda veya n icin Wallis,



97

Gregory ve Euler tarafindan verilenlere benzer sonsuz mate-
matik agihimlara gerek duyariz (Buradaki reel say tariflerinde,
normal olarak, ama sadece aligkanlik nedeniyle, ondahk aghm-
lar1 kullanacagim. Bir matematikei icin reel sayilan gosterme-
nin bundan daha uygun yollari vardir, fakat bunlari burada dii-
stinmemiz gerekmiyor).

Tam bir sonsuz acthm bulunamiyacagini sanabilirsiniz, fakat
gercek bu degildir. Basit bir érnek olarak su sonsuz dizgeyi ala-
lim:

1/3 = 0.333333333333335...,

Burada noktalar 37lerin sonsuza kadar eklendigini gistermek-
tedir. Her kesirli sayr tekrar eden bir ondalik agilima sahiptir.
Ornegin, :

93/74 = 1.2567567567567567...,. .

sayistmin agiliminda 567 dizisi sonsuza dek tekrarlamr, fakat
kesirli say1 tam olarak da ele alinabilir. Diger taraftan

0.220002222000002222220000000222222220...

acthmu irrasyonel bir sayiy1 tammlar ve bu sayr kuskusuz kendi
bitiinligi icerisinde ele alimir (0’lar veya 2’ler dizisi her keresin-
de belli bir oranda uzamaktadir). Bunlara benzer daha pek cok
drnek verilebilir. Her bir durumda tatmin olmamiz, acilimi
gerceklestirmek i¢in gerekli kuralhn bilinmesine baghdir. Birbiri-
ni izleyen her basamaktaki rakam veren bir algoritma varsa, bu
algoritma bize tam bir sonsuz ondalik aghm digtinebilmenin
yolunu acar. Acilimlar: bir algoritmayla verilebilen reel sayilara
hesaplanabilir sayilar denir (bkz. s. 59-60) (Iki tabanminda agthm
yerine, diyelim 3 tabanm kullanmanin bir énemi yoktur. Yuka-
ndaki anlamda ‘hesaplanabilir’ sayilar hangi taban kullamlirsa
kullanilsim aym saydardir). Burada inceledigimiz 7t ve V2 reel sa-
yilar1, hesaplanabilir sayilarin birer drnegidir. Herbiri i¢in kural
vermek biraz karmasik olabilir ama ilke olarak zor degildir,
Ancak, bu anlamda hesaplanabilir olmayan pek cok reel say1
bulunmaktadir. Bir énceki boliimde gayet iyi tamiml olmakla
birlikte hesaplanamayan dizgelerin varligim gosterdik. Ornek
olarak, su ondahk aglim diigtinebiliriz: n’inci basamaktaki ra-
kam, n savisi lizerine islem yapan n’inci Turing makinesi du-

AT TYTEF T o

ST T
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rursa 0, durmazsa 1 almsin. Genelde, bir reel say: icin sadece
bir sonsuz ondalik agilimn varligim isteriz. n’inci basamag ve-
ren bir algoritmamn bulunmasin:, ya da n'inci basamaga kona-
cak rakami tanimlayan bir kuralin belirlenmesini istemeyiz.*
Hesaplanabilir sayilarin kullaniminda gercekten tuhafliklar
varduir. Sadece hesaplanabilir sayilarla ugrasiyor olsaydik bile
iglemlerimizin tiimi hesaplanabilir olmayabilirdi. Ornegin, iki
hesaplanabilir saymin bir digerine esit olup olmadifma karar
vermek bile genelde hesaplanabilir bir is degildir. Bu tir usa-
vurmalar i¢in daha ¢ok tiim reel sayilari ele almay: tercih ede-
riz; dolayisiyla ondalik agilimlar sadece birer hesaplanabilir
dizge olmak yerine herhangi bir sey olabilirler.

Son olarak, sonsuz sayida 9 rakamiyla biten bir ondalik ac1-
hmla verilen bir reel say1 ile sonsuz sayida 0 ile biten ondahkl
agihima sahip bir reel say1 arasinda esitlik kurulduguna isaret
etmek istivorum:

—27.1860999999... = -27.1861000000...

Kag Tane Reel Say: Var?

Rasyonel sayilardan reel sayiara gecerken yapilan genelle-
menin ne kadar genis kapsaml oldugunu anlamak icin burada
biraz ara verelim. '

Ik bakista, degal sayilardan daha fazla tamsay1 bulundugu
diigtiniilebilir. Clinkii her dogal say1 ayni zamanda bir tamsay:
oldugu halde, bazi tamsayilar (yani, eksi sayilar) dogal say1 de-
gildir. Benzer olarak, kesirli sayilarin tamsayilardan daha cok
oldugu diigtintilebilir. Ancak, durum hi¢c de boyle degildir.
1800’lerin sonlarinda, ¢ok Gzgiin disiincelere sahip, Alman
asillh Rus matematikeisi Georg Cantor'un 6ne siirmiis oldugu
glcli ve giizel sonsuz sayilar feoremine gére, kesirli sayilarn
da, fam sayilarin da, dogal sayilann da toplam sayis ¥, (alef
stfir) ile gosterilen aym sonsuz sayidadir (Buna benzer bir fik-
rin, 250 yil kadar dnce, 1600’lerin basinda biiyitk Italyan fizik-
¢isi ve astronomu Galileo Galilei tarafindan ifade edilmis ol-
masi ilgingtir. Galileo'nun diger baz buluslarina V. Blim’de
tekrar deginecegiz). ' '
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Tam sayilarm adeti ile dogal sayilarn adetinin aym cldugunu
girmek icin aralarinda asagidaki gibi ‘bire-bir egleme’ vapilir:
Tam saytar Dogal sayilar

~1

o
ORORORROROR RN
=1 M s OB D

2n—1
2n

=
Tt

Bu listede, sol koldaki her bir tam say1 ile sag koldaki her bir
dogal say: sadece ve sadece bir kez gegerler. Cantor'un teore-
minde bdyle bir bire-bir eglesmenin varhigi, sol koldaki nesnele-
rin adetinin sag koldaki nesnelerin adeti ile aynz oldugunu giis-
terir. Boylece, tamsayilarin adeti, gergekten, dogal sayilarin
adetine egit olmaktadir. Burada bu say1 sonsuz cikiyorsa da, bu
onemii degildir (Sonsuz sayilarn kullanim: nedeniyle kargilas-
tifimiz tek tuhaflik, yukandaki listenin bir yanindan baz ele-
manlar gkarsak bile, iki stitun arasinda 2ald bire-bir egleme
yapabilmemizdir). Benzer olarak, ama biraz daha karmasgik bir
bigimde, kesirli sayilar ile tamsayilar arasinda da bire-bir esle-
me kurabiliriz (Bunun igin, verilen bir kesirli sayinin pay: ve
paydasindan olusan cifti, tek bir dogal sayiyla géstermenin yol-
larindan herhangi birini secebiliriz; bkz. II. Bslim, s. 50-51)
Dogal sayilarla bire-bir eglenebilen kiimelere ‘sayilabilir’ denir.
Sayiabilir kiimelerin eleman sayis1 Ry dir. Tamsayilar kitmesi

gibi, kesirli sayilar kiimesi de sayilabilir.
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Eleman adeti sayilamayan kiimeler var micir? Dogal sayilar-
dan tam sayilara, oradan da kesirli sayilara gegerken, sayl sis-
temimizi genigletmis olduk ama gergekte eleman sayisl artmis
olmadi. Tim bu durumlarda elemanlarin sayilabildigini gor-
diik. Belki de okuyucu tim sonsuz kiimelerin sayilabildigi izle-
nimini edinmistir bile. Ama daha degil, ¢iinkii reel sayilara ge-
cildiginde durum ¢ok farkhdir. Cantor'un en kayda deger
basarilarindan birisi, kesirli sayilardan daha ¢ok reel sayinin
varhgini kanitlamsg olmasidir. Cantor'un yéntemi II. Bolim'de
bahsi gecen ve Turing’in de, Turing makinelerinin durma prob-
leminin ¢éziimsiizliigini kanitlamak igin kullanmig oldugu ké-
segen cizik yontemidir. Turing’in kamti gibi, Cantor'un kamti

da olmayana ergi (reductio ad absurdum) tzerine kuruludur.

Diyelim ki kamtlamak istedigimiz sonug¢ yanhgtir; yani, reel sa-
yilar kiimesi sayilabilir. Oyleyse 0 ve 1 arasindaki reel sayilar
da sayilabilir ve bu sayilarla tamsaylar arasinda bire-bir esle-
me kuran bir liste olugturulur:

Dogal sayilar Reel Sayilar

0 0.10357627183...
0.14329806115...
0.02166095213...
0.43005357779...
0.92550489101...
0.59210343297...
0.63667910457...
(.87050074193...
0.04311737804...
0.78635081150...
0.40916738891...

O W =1 T U W
1LY

et

Kosegenin tizerindeki rakamlari koyu yazdim. Bu rakamlar,
yukardaki liste i¢in sirasiyla 1,4, 1,0,0,3,1,4, 8,5, 1, ... bulun-
mustur. Kégegen yontemi, ondalik agihmmmin her hanesi yukar:-
daki dizide yer alan rakamlardan farkli olan 0 ile 1 arasinda bir
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reel sayiy1 yazmaktan ibarettir. Bunu daha agik belirtmek igin,
diyelim ki kégegen tizerindeki rakam 1 degilse o haneye 1 yaza-
him, 1 ise o haneye 2 yazalim. Béylece yukaridaki listeden

0.2121112111 2...

reel sayis1 bulunur. Bu reel say1 listede yoktur ciinkii virgiilden
sonra 1. hanedeki rakam, listenin 1. sayisimin 1. hanesinden
farkhdir; 2. hanesindeki rakam 2. sayrsinin 2. hanesinden, 3.
sayinin 3. hanesinden, vb. farklidir. Bu bir celigkidir, ciinkii yu-
kardaki listenin, 0 ile 1 arasindaki biitiin reel sayilar icerdigini
kabullenmistik. Bu geligki, gistermek istedigimiz sonucun ka-
mitidir. Yani, dogal sayilarla reel sayilar bire-bir eglenemezler;
dolayistyla, reel sayilarn sayis: kesirli sayilardan daha coktur
ve sayilamazlar,

Reel sayilarm adedi C ile gésterilen sonsuz sayidir. Bu sayi-
ya neden K, denmedigi sorulabilir. Gergekten ¥, sayis1 ¥ydan
biiyiik bir sonraki sonsuz sayiy1 géstermektedir ve C = &, egit-
liginin dogru olup olmadiginin kamtlanmas: heniiz ¢éziilmemis
bir problemdir ve sireklilik varsayim: ad: verilmektedir.

Ote yandan hesaplanabilen sayilarin saydabilir olduklarini
hatirlayalim. Bunlar: saymak icin, reel sayilarin her birini iire-
ten Turing makinelerini siraya koyup saymamiz yeterlidir. Lis-
tede zaten bulunan bir reel sayiy1 iireten Turing makinesini ls-
teden gikarmak isteyebiliriz. Turing makineleri sayilabilir ol-
duguna gore, hesaplanabilir reel sayilar da sayilabilmelidir.
Neden bu listeye kiogegen yontemini uygulayip listede bulun-
mayan yeni bir hesaplanabilir say1 bulamay1z? Bunun yanit:
genelde, bir Turing makinesinin listede bulunup bulunmad:g-
na hesaplanabilir bir gekilde karar verilememesidir. Karar ve-
rilebilmesi, durdurma problemini ¢ézebilmemize baghidir. Bazi
Turing makineleri bir reel sayimin ondalik basamaklarini tam
verirken takilir ve artik bagka bir ondalik basamak vermezler
(giinki, yanit vermek icin duramazlar). Hangi Turing makine-
sinin béyle takilacagini énceden hesaplayarak séylemenin yolu
yoktur. Durdurma problemi adi verilen problem temelde budur.
Dolayisiyla, kissegen yéntemimiz bir reel say1 vermekle birlikte
bu say1 hesaplanabilir bir say1 degildir. Ashinda bu tartismays,
hesaplanamaz sayilarin varlighm, kanitlamak icin kullanabilir-
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dik. Turing’in 6nceki béliimlerde deginilen algoritmalarla ¢ozii-
lemiyen problem siiflarimin varlifim gdsteren tartigmasi, tam
olarak, bu uslamlamay: izler. Kogegen yonteminin bagka uygu-
lamalarmn ileride gérecegiz.

Reel Sayilarin ‘Gergekligi’

Hesaplanabilirlik kavramim bir yana birakirsak, reel sayila-
ra ‘gercek’ denmesinin nedeni, uzakiik, ag, zaman, enerji, si-
caklik, vb. pek gok geometrik ve fiziksel slciim sonucunun reel
sayilarla verilmesinden kaynaklanir. Ancak, soyut tanimian-
s reel sayilarla fiziksel nicelikler arasindaki iligki hic de sa-
nildigr kadar agik degildir. Reel sayilar, herhangi bir gergek fi-
ziksel somut nicelik yerine bir matematiksel ideallestirmeye da-
yanirlar. Ornegin, reel sayilar sisteminin bir 6zelligi, ne kadar
vakin olursa olsunlar herhangi iki saymin arasinda lg¢tinci bir
sayimmin mutlaka bulunmasidir. Fiziksel uzakhklar ya da za-
manlar icin bu ézelligin dogrulugu pek de agk degildir. Iki nok-
ta arasmmdaki fiziksel uzakh@ daha kiigitk parcalara ayirmaya
baglarsak, bir siire sonra @yle kiiciik bir mesafe dlgegine ulag-
riz ki, bilinen anlamda uzaklik kavramimin kendisi anlamim yi-
tirir. Bir atom-alta parcacigin boyutunun 10°”de birine* egit ‘ku-
antumlu gravitasyon’ élgeginde beklenen budur. Ama reel sayi-
larla, bu mesafe Slceginden ¢ok daha kiigiiklerine, gergek boyu-
tunun 10*°de birine, 10*de birine veya 10" ’de birine ve da-
ha kiigiik boyutlara kadar gidebilmeliydik. Benzer nitelik, ¢ok

. Kiigiik zaman araliklan i¢in de gecerlidir.

izikte reel say1 sisteminin kullanima, fiziksel uzakhik ve za-
man kavramlanyla biiyiik bir aralikta uyum saglanmasinin ya-
ni sira matematiksel kollaniglhihd, basitligi ve giizellifi nede-
niyledir. Bu secim, biitiin bu fiziksel kavramlarla her arahkta
uyum saglayalim diye yapilmamgtir. Cok kiiciikk mesafe ve za-
man odlceklerinde biyle bir uyum beklenmez bile. Mesafe 6l¢-
mek icin bildigimiz cetveller kullanihir ama bu cetveller atomla-

*10® fle 1'den sonra 20 adet sifir konarak bulunan 100000000000000000000 sayis1 gos-
terilir. ’
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rimm boyutu diizeyinde, taneli bir vapida gortineceklerdir. Salt
bu neden, reel sayilar: él¢iim sonuclarini vermek icin kullan-
manuza engel olamaz. Fakat boyle kiiciik mesafeleri élcerken
cok daha biyik dikkat gerekir. En azmdan ¢ok kiiciik mesafe
dlgeklerinde temel ilkelerde bir zorlukla karsilasmayacagimiz-
dan kugkuya diigebilirdik. Neyse ki Doga bize gercekten iyi
davranmis; glinlitk veya daha biiyiik 6lceklerde kullanmaya
ahsgthigmiz reel sayilar, atomlardan bile cok daha kiiciik 6lcek-
lerde kullanihiglihiklarim koruyorlar. Reel sayilarmm kullanim,
bir elektron veya proton boyutunun yiizde birine kadar kesin-
likle, ‘kuantumlu gravitasyon élgeginde’, yani bu atom-alt: par-
caciklarin boyutundan yirmi mertebe kiicik sleeklerde ise, bii-
yitk olasilikla gecerlidir. Bu, deneyime dayali olaganiistii bir
genellemedir. Ote yanda, reel sayilarla él¢iilen mesafe kavram:
en uzak kuasarlara ve daha ttelere kadar gegerli goriinmekte-
dir. Boylece en az 10* veya 10% veya daha biiylik bir arahk ta-
ranmig olmaktadir. Reel say: sisteminin uyguniugu cogu kez
sorgilanmaz. Bu sayllarin uygunlugu iizerine ilk deneyimleri-
miz ashnda béyle ¢ok simrh bir aralikta kalmasina karsin, reel
sayllarin, fiziksel olgularin dogru bir tammmim veérdigine neden
bu kadar giiven duyulur? Bu giiven, belki hakli olmamakla bir-
likte (ve ¢ok kez acikea belirtilmemesine karsin), Doganin ola-
Zantistii matematiksel bltinligiine olan inancmzla birlikte,
reel say! sisteminin mantiksal giizelliginden, tutarlihigindan ve
matematiksel giiciinden kaynaklamyor olmali.

Kompleks Sayilar

Reel say1 sisteminin matematiksel etkinliffi ve siklignin yam
stra, O6rnegin, karekiki alinabilen bir sayinin mutlaka artr bir
sayl veya sifir olmas: gerektigi, eksi sayilarm karekskiiniin ali-
namamasi gibi bazi olumsuz 6zellikleri vardir. Fiziksel diinyay-
la dogrudan iligki kurabilmek sorusunu bir an icin bir yana bi-
raksak bile, matematik yoniinden art: sayilann oldugu gibi eksi
sayllarn da karekokiiniin alimabilmesi ¢ok yarar saglar. -1 sa-
yisimin karekokiniin varoldugunu kabul edelim veya bayle bir
sayiy1 icat edelim. Bu sayiy: 4" simgesiyle gésterdigimiz zaman
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i* = -1 egitligi elde edilir. Dogal olarak, i nicelifi reel bir say
olamaz, ¢iinkii herhangi bir reel sayimn kendisiyle carpima (ya-
ni, karesi) mutlaka sifirdan biiyiik (veya say: sifirsa, sifira egit)
bir reel sayidir. Bu nedenle, kareleri eksi olan sayilara sanal
sayilar da denir. Oysa, bu sayilara da, kullanmaya ahgik oldu-
gumuz reel sayilar kadar gercek olduklarim énemle vurgula-
mak gerekir. Daha 6nce degindigim gibi, reel sanlarla fiziksel
gergeklik arasindaki iligki, dogadan acik bir @ priori dogrulan-
mas1 gelmeyen sonsuz kiigiikk bir matematiksel ideallegtirme
igerir ve ilk bakigta goriindigd gibi ne agik ne de zorlayicadar.

—1 sayisimin karekokiini bulduktan sonra, tiim reel sayilarin
karekokini bulmak biiyik bir caba gerektivmez. a bir art: say1
ise, i x Va sayis1 ‘~’ sayisumn. bir karekokiidiir (Oteki karekok
—i x Ve sayisidir). Peki i sayisinin kendisinin de karekskii var
mdir? Kugkusuz vardir. Hemen saglamasim yapahm:

(1 + N2

sayisinin (ve bunun eksi igaretliginin) karesi i e egittir. Bu say1-
nin karekékii var midir? Yamt yine evet olacaktir:

\/ 1+1Uv2) \/ 1 -1Vv2)
2 2

sayisinin ve bunun eksi igaretlisinin kareleri gergekten (1+i)~2
verir,

Bu tiir nicelikleri olustururken reel ve sanal sayilar topla-
maya ve elde eftifimiz sayinin herhangi bir reel sayyla carpi-
mina —veya sifirdan bagka sayilarla boliimine— (¢linki bu sayi-
min bir bolistyle carpim demektir) izin verdigimize dikkat ede-
lim. Sonucta bulunan sayilara kompleks sayilar denir. Bir
kompleks say:, ‘a’ ve b’ reel sayilar olmak tizere

g +ib

seklindedir. a’yva kompleks sayimin reel kismi, b'ye ise sanal
kismi denir. Iki kompleks sayiyi toplamak veya gikarmak igin
i* = ~1 kabulti altinda, okulda 6grendigimiz cebir kurallan iz-
lenir: :
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(a+1b) + (e+id) (a +¢) + itb+d)
(a+1ib) x (c+1id) = {ac—~bd) + 1iflad +be)

Iste simdi dikkate deger bir geyler oluyor! Bu yeni say: siste-
mini bulmaktan amacimiz her zaman karekdk alabilmektir.
Gerci heniiz agik olarak gérilmiyor ama bunu yapabiliyoruz.
Cok daha fazlasim da yapiyoruz. 18. ylzyilda yagamig biiyiik
matematikel Leonhard Euler’in gosterdigl gibi, kiip kokleri, be-
ginci kokleri, doksan dokuzuncu kokleri, #'inct kokleri, (1+1)nei
kokleri zahmetsizee alabilivoruz. Kompleks sayilarin sihirli yo-
niinii gosteren bir baska 6rnek olarak, okulda 6grenilen biraz
karmasik gorinimli bir trigonometri formiiliine bakalim: Iki
acinin toplarmnm sinfisint ve kosiniisiini veren

sin{A+B)=sindAcosB5+cosAsinB
cos (A+B)=cos A cos B —-sind sin B

bagintilari, cok daha basit (ve dolayisiyla hatirlamas: daha ko-
lay) olan™

eiA+1'B _ ei:\ eiB
kompleks denkleminin, sirasiyla, reel ve sanal kisimlaridir. Bu-
rada bilmemiz gereken sadece ‘Huler formili’dir (Gériisiine
gire bu formiil, Euler'den yillar énce, 16, yizy:lda, Ingiliz mate-
matike¢i Roger Cotes tarafindan da bulunmustur):

eb=cos A +isinA.

Bunu bir 6nceki denklemde yerine koyar
cos (A +B)+isin (A + B)={cos A +isin A}{cos B +1sin B)

ifadesini bulur ve esitligin sag yamndaki parantezleri acarsak
istenen trigonometri formiillerine ula;;}lrlz
Bundan da dte,

Qopta z+agZ+a2+..+a, 2" =0

*a = 2 7182818285, ... sayis1 {dogal logaritmalann temeli, ve ©n sayisimn Onemi
ile kiyaslanabilir matematiksel tneme sahip irrasyonel bir say1),
e=1+V1+1{1x2)+M1x2x3)+..
olarak tanimlanir; e®'in anlami, e’nin z'nci kuvveti olup, asagidaki bagint
saflanir:
e?=1+2z 1+22 (1xD+z22(1x2%x3)+...
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cebirsel denklemi bir kompleks z sayis: igin her zaman coziile-
bilir (ay, ay, g, ..., @, dive verilmis kompleks sayilarda a, # 0 ol-
malidir).
Ornegin,

z™ 4+ 999 2% w2t =417 + 1

bagintisin saglayan bir z kompleks sayisi, varhg: hi¢ de acik ol-
mamakla birlikte, bulunur. Bu olguya bazen cebirin temel teore-
mi ad1 verilir. Pek cok 18. yiizy1l matematikeisi bu sonucu is-
patlamak ipin ugrastilar. Euler bile tatmin edici bir genel ispat
veremedi. Sonunda 1831°de biyiik matematikei ve fen adamn
Carl Friedrich Gauss, carpict dzgiinliikte bir uslamlamayla ilk
genel ispat1 verdi. Ispatin can alicr noktasi, kompleks sayilar:
geometrik olarak betimlemesi ve buradan hareketle ispatlama-
da topolojik* kavramlar kullanmasiyda.

Aslinda, kompleks sayilarin geometrik tanimim ilk kez Gauss
kullanmamistir. Yaklasik 200 yil daha 6nce Wallis kullanmus,
fakat Gauss kadar giiclii sonuclar elde edememistir. Kompleks
sayilarn geometrik tarifi, Isvicreli bir katip olan Jean Robert
Argandin adiyla amibr. Argand bu gosterimi 1806’da bulmustu
ama gercekte bu tarihten 9 yil énce aym sonuca Norvecli ka-

Ay
Sanal
eksen
X z
¥ ¥y
X
0 1 Reel eksen

Sekil 3.8: z = x + iy kompleks sayisnn yosteren Argand ditzlems,

* ‘Topolojik’ s6zciigil, bazen ‘esnek yiizey geometrisi’ olarak da anilan bir tiir
geometri kapsaminda kullanilnustir; bu geometride gergek uzakhklar énemli
olmayip, nesnelerin yalnmzea stireklilik szellikleri dikkate aliniz.
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| Sanal
- 2
ol
Ve ¥

Reel

To

Sekil 3.9: u=1+113,2 =2 +1, ve w =—1.5 —i 0.4 noktalarmin Argand dtzlemindeki
yerleri.

dastrocu Caspar Wessel ulagnugtl. Ahslmms (fekat tarthsel yon-
den dogru olmayan) kullarama sadik kalarak, kompleks sayila-
rn standart geometrik tammmina Argend dizlemi diyecegim.

Argand diizlemi x, y Kartezyen koordinatlariyla verilen bildi-
gimiz Eukleides diizlemidir. x (saga dogru arti, sola dogru eksi
olgiilen) vatay uzakbklan, y ise (yukan dogru art: asag dogru
eksi 8lgiilen) diigey uzakliklarn gostermektedir. Boylece z = x +
iy kompleks sayis1 Argand dizleminde koordinatlar (x, ¥) ile
verilen bir noktayla gdsterilir. 0 (bir kompleks say olarak di-
giiniildigiinde) koordinat merkeziyle, 1 ise x ekseni Gzerindeki
bir noktayla gosterilir (Bkz. Sekil 3.8).

Argand diizlemi kompleks sayilar kiimesini basitce bir ge-
ometrik resim iizerinde gistermeye yarar. Bu bizler icin pek yeni
birgey degil. Reel sayilan bir geometrik resim, yani her iki yonde
sonsuza uzanan bir dogru ilizerinde nasil diizenleyecegimizi za-
ten bilmekteyiz. Bir noktaya 0, bir diger noktaya 1 dersek, 2 nok-
tasim Gyle yerlegtiririz ki I’den 2’ye yer degigtirme, (’dan 1'e yer
degistirmeye egittir, 0 ile 1 noktalanmin tam ortasinda 1/2 var-
dir. ~1, 0'in soluna, 0 tam —1 ile 1 arasinda kalacak sekilde yer-
legtirilir vh. Bu bicimde gosterilen reel sayilar kiimesine reel ek-
sen denir. Kompleks sayilar icin kullandighmiz koordinatlar as-
Iinda iki reel sayidan ibarettir. ¢ + ib kompleks sayis1 a ve b reel
sayilan ile gosterilir. Bu iki sayn diizlemde bir noktanin koordi-
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u+v

v

Sekil 3.10: & ve v kompleks sayilarinm paralelkenar yintemiyle elde edilen u + v
toplamm.

natlandir. Ornek olmast i¢in Sekil 3.9'da (Argand diizleminde)
u=1+il1l3,v=-2+1i w=~15-10.4 kompleks sayilarinin
yerlerini yaklagik olarak gésterdim.

Kompleks sayilar tizerindeki temel cebirsel iglemler olan top-
lama ve carpma biylece agik bir geometrik tanima kavusur.
Once toplamayi ele alalm. u ve v Argand diizlemine yukarda
aciklandiga gibi yerlestirilmis iki kompleks say: olsun. u + v
toplami iki noktanin ‘vektér toplamr’yla gosterilir.

Yani u + v noktas1 u ve v noktalar ile koordinat merkezi 0 nok-
tasimin olugturdugu paralelkenarin dérdiinci kosesinde bulu-
nur. Bu tamimia (bkz. Sekil 3.10) gercekten iki kompleks say:-

B

uv

Sekil 3.11: u ve v korapleks sayilarmin garprom ww, 0, v, uv tarafindan olegturulan tgge-
nin, 0, 1, u tarafindan olugturulan iicgene henzemesini saflar. Buna dzdes olarak, uvin
("dan uzakhg, u ve v'in 0°dan uzakhiklarmm carpimina esittir; 0, 1, zv w'in reel eksen
{yatay eksen}ile yaphig ag1, u ve v noktalarnim bu eksenle yaptiklari agilarn toplamidur.
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nin toplamimm verildigini gormek pek zor degildir; ancak bu is-
pati vermeyecegim.

uv carpuminin da agk ama belki biraz daha zor gorilen bir
geometrik yorumu vardir (Sekil 3.11) (Ispata yine vermeyece-
gim). 1 ile uv noktalam arasinda kalan ag, 1 ile u arasindaki
aq ile 1 ile v arasmdaki agimin toplamdir (Tim agilar saat yo-
niiniin tersine art: olarak dleilmektedir). vv noktasimin, merke-
ze uzakhi@l ise ’nun merkeze uzakhg ile v’nin merkeze uzakli-
gimin carpimuna egittir. Bu 0, v ve uv noktalarimin olusturdugu
diggeninin 0, 1 ve u noktalarimin olugturdugu Gggene benzer ol-
dugunu sdylemeye esdegerdir (Bu geometrik yapilarla tanis ol-
mayan gayretli bir okuyucu bu kurallarin kompleks sayilarn
toplam: ve carpim: igin verilen cebirsel kurallarmn ve yukarida-
ki trigonometrik 6zdegliklerin dogrudan birer sonucu olduklari-
m gistermek isteyebilir).

Mandelbrot Kiimesinin Insa Edilmesi

Artik Mandelbrot kiimesinin nasil tanumiandigini gérecek
durumdayiz. z rasgele se¢ilmig bir kompleks say1 olsun. Bu say1
Argand diizleminde bir noktayla gisterilebilir. Simdi z say1s1n1
yeni bir kompleks sayiya gotiiren z — 2* + ¢ gonderimini digi-
nelim. Burada ¢ sabiz (vani verilmig) bir kompleks sayidir. 2% +
¢ sayis1 Argand diizleminde yeni bir noktayla verilir. Ornek ola-
rak ¢ sayis1 1.63 —1 4.2 diye verilmisse; bir z sayist

z2->22+163-i4.2
sayisina gider. Ornegin 3 yerine
F+163-i42=9 +'1.63 —-14.2=10.63~i4.2
konmahdir, -2.7 + i 0.3 yerine ise

(-2.7+1,03°+1.63-14.2
= (2. 7F — (0.3 + 1.63 +1 (2(-2.7) (0.3) — 4.2]
=8.83-15.82

konmalidir. Sayilar ¢ok karmagiklaginca, hesaplan bir elektro-
nik bilgisayarda yirtitmek gerekir.
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v

Sekil. 3.12 Eger Argand diizlemindeki noktalar dizisinin tiim noktalar bir gersberin
icine alingbiliyorsa, diziye sumirlc denir. (Sekildeki dizi =L+l 1 sayisindan
tliretilmigtir. 2z

Simdi, ¢ ne olursa olsun, 0 say1s1 verilen ¢ sayisina gider. Pe-
ki ¢'nin kendisi hangi sayiya gider? ¢ sayis1 verine ¢* + ¢ konma-
Irdir. Bu stireci ilerlettifimizi ditgiinelim ve ¢* + ¢ sayismn yeri-
ne ne koyacagmiza bakalim. Biylece

B rcParec=ct+ 208+ +c
buluruz. Islemi bir kez daha tekrarlayalim. Bir sonraki say1

W+ 2+ +ef+re=c"+4c"+ 65+ 6"+ Be' + 20" + cF+ ¢
¢ikar. Islem bunun fizerinde tekrarlarmr ve biylece siirer gider.
Baylece 0 ile baglayan bir kompleks sayilar dizisi elde ederiz:

0,¢,c*+e,c*-2c"-c*+¢, ...

Bazi ¢ kompleks sayilari igin, elde ettigimiz bu say1 dizisi
higbir zaman Argand diizleminin merkezinden ¢ok uzaklara gi-
demez. Daha dogru bir gsekilde stylersek; biyle ¢ secimleri icin
elde edilen say1 dizisi sirirlidor. Yani dizinin biitiin elemanla-
11, merkezi koordinat merkeziyle cakisan sabit varigapls bir
cemberin iginde kalirlar (Sekil 3.12). Bunun iyi bir érnegic =0
durumunda gériilir. Cinki bu durumda dizinin tim eleman-
lart O’a esittir. Simirli say1 dizisine ikinci érnek ¢ = -1 duru-
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mudur. Ciinkii bu durumda ise dizi 0, -1, 0, -1, 0, -1, ...; sek-
lindedir. Diger bir érnek olan ¢ = i i¢in say1 dizisi 0, i, i~1, —i,
i1, -, 1 — 1, -i... geklindedir. Halbuki, diger pek ¢ok bagka ¢
kompleks sayilar igin dizi merkezden giderek daha uzaklasa-
rak sonsuza varir, yani dizi iraksalktir; sabit yaricapli bir cem-
ber i¢ine alinamaz. Bu duruma bir érnek ¢ = 1 secimidir, ¢iin-
kii elde edilen dizi 0, 1, 2, 5, 26, 877, 458330, ... seklinde sonsu-
za gitmektedir. ¢ = —3 se¢iminde de dizi 0, -3, 6, 33, 1086, ...
geklinde aym davramsi gosterir. ¢ = i ~1 i¢in de dizi 0, i-1,
—i-1, -1 + 31, ~9 ~ i5, 65 + 191, 5257 + 1 10011, ... seklinde s1-
mirsizdir.

Mandelbrot kiimesi, yani, bizim Tor'Bled-Nam {ilkesindeki
siyah bblge tam olarak Argand diizleminde sinirl dizilere kars:
gelen ¢ sayilarindan ibarettir. Beyaz bolge ise simirsiz dizilere
kars: gelen ¢ noktalarindan olusur. Onceden gordiiffiimiiz o ay-
rintili resimlerin hepsi bilgisayar aiktilarindan ¢izilmisti. Bilgi-
sayar sistematik olarak blitiin ¢ kompleks sayilarim tarar. Her
bir ¢ degeri icin olas1 0, ¢, ¢® + ¢, ... dizisini bulur ve uygun bir
kritere gore dizinin sinirli kalip kalmadigina karar verir. Eger
dizi simurliysa, bilgisayar ekranda ¢ sayisina karsgt gelen nokta-
va bir siyah yuvarlak koyar. Eger dizi simirli degilse, beyaz yu-
varlak kovar. Sonuc¢ta, ekranda taranan arahktaki her bir mi-
nik kutuya siyah mi voksa bevaz mi nokta konacagina tek tek
bilgisayar tarafindan karar verilir.

Mandelbrot kiimesinin karmagikhigi, ézellikle bir matematik
tanimi olarak kiimenin taniminin ne kadar basit oldugu géz
ontne ahndiginda, gercekten ¢ok dikkat cekicidir. Ayrica kii-
menin genel yapisi secmis oldugunuz z — z? + ¢ génderiminin
cebirsel gekline pek de duyarl degildir. Diger pek cok tekrarla-
yan kompleks ginderimler de (6rnegin z —» 2° + 1 2* + ¢} (baglan-
gi¢ icin uygun bir sayimin secilmesi kaydiyla; bu belki 0 degil de
degeri her génderim icin acik bir matematik kural tarafindan
uygun olarak belirlenen bagka bir say1 olabilir) sagilacak dere-
cede benzer yapilar verir. Gercekten, tekrarlayan kompleks
génderimlere gore, bu ‘Mandelbrot’ yapilarmin bir tiir evrensel
va da mutlak niteligi bulunmakiadir. Bu yapilarin incelenmesi
matematikte karmastk dinamik sistemler adiyla anilan bash
basina bir konu olmustur.
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Matematiksel Kavramlarin Platonik Gergekligi?

Matematik¢inin diinyasindaki nesneler ne kadar ‘gercek’?
Bir giriige gore, stz konusu nesnelerin tiimi ile ilgili hichir gey
gercek giriinemez. Matematiksel nesneler yalnizea kavramlar-
dir; cogu kez, cevremizdeki diinyada olugumlar ve gdriintigteki
diizenleriyle matematikeiyi etkileyerek onlarin uslarinda ideal-
lestirdikleri nesnelerdir ama yine de ussal ideallestirmeden 6te
degillerdir. Insan usunun zorunlu iriinierinden bagka birsey
olabilirler mi? Aym zamanda matematik kavramlarinda, bir
matematikcinin ussal yargilarimin cok Gtesine uzanan derin bir
gerceklik gbzlenebilir. Sanki, kavramlar degil de insan digiin-
cesi baz dis gercefe —kendine 6zgii olup bize yalmz bir kismim
gosteren gercege— dogru yonlendirilmektedir.

Mandelbrot kiimesi bu konuda etkileyici bir 6rnektir. Olaga-
niistii 6zenle tasarmmlanmsg olan bu kiimenin miman ne bir kisi
ne de bir matematikei ekibidir. Sistemi ilk kez® inceleyen Polonya
kikenli Amerikali matematikei (ve fraktal teorisinin Onciisi) Be-
noit Mandelbrot, cok ilging bir seylerin izi tizerinde oldugunu far-
ketmekle birlikte, sistemin dziinde gizh harika yapiy: énceleri an-
hyamadi. Bilgisayarnm ekraminda ilk gériintiiler belirmeye bag-
ladhgi zaman, izlemekte oldugu belirsiz yapilann, bilgisayarimn
yanlis igslem yapmasindan kaynaklandifini sandi (Mandelbrot
1986) Bu vapilarin kiimenin kapsaminda yer aldifina ancak bir
slire sonra inandi. Mandelbrot kiimesinin karmagik yapisimn
tim ayrintidarmi hig birimizin anlamas: veya bunlarn bir bilgisa-
var tarafindan gizler éniine serilmesi olanaksizdir. Sankd diisin-
ce sistemimizin bir parcasi deffil de kendine 6zgii gercege sahip bir
vapidadir. Kiimeyi hangi matematikgi veya bilgisayar uzmam in-
celerse incelesin, ayni temel matematiksel yapiya yaklagik yapilar
bulacaktir. Bilgisayarlar icin de durum farkl degildir; ancak, bil-
gisayarlarin islem huz, bellek kapasitesi, grafik gésterme yetenegi
gibi farkh etkenleri, ayrintili ¢kt miktarinda ve hizinda bazi
farklar yaratabilir. Bu konuda bilgisayar, ilke olaralk, bir deneysel
fizikeinin fiziksel diinyanm yapisini kegfetmek icin kullandify bir
deney cihazi gibi kullamlmaktacir. Mandelbrot kiimesi, insan ak-
hmin bir bulugu degildir; bir kesiftir. Everest Dag nasil orada dy-
lece duruyorsa, Mandelbrot kiimesi de orade dylece duruyor!
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Aym gekilde, kompleks sayilar sistemi de, herhangi bir mate-
matikcinin akil yapisinin cok otesinde, derin ve siiresiz bir ger-
cege sahiptir. Kompleks sayilar fikri ilk kez Gerolamo Cardano
tarafindan yazlan bir kitapta ileriye siirildii. 1501-1576 yillan
arasinda yasayan bir doktor olan Italyan Cardano aym zaman-
da bir kumarbaz ve yildiz falasiyda (Isamin falina da bakmagta).
1545°de, cebir tizerine ‘Ars Magna’ adinda énemli ve etkileyici
bir kitap yazdi. Genel bir kiibik denklemin kéklerini veren
coziimiiniin ilk kompleks ifadesi bu kitapta yer almigtir.* Ancak
bu ifadenin belirli bir agamasinda, denklemin ii¢ gercek’
cizuminiin bulundugu ‘indirgenemez’ iglemlerde, eksi bir
sayirun karekokiing almak zorunda kaldigim farketmigtir. Ona
gsagirticr gelse de, bu karekokleri alabilseydi, aneak bu gartla,
yvanmit1 tiimiyle (kesin yanitin anlam: daima gercektir) vere-
bilecegini anladi. Daha sonraki yillarda, 1572'de, Raphael Bom-
belli, TAlgebra' adlz kitabinda Cardanc’un eserini biraz daha
ilerleterek, kompleks sayilarin esas cebirini incelemeye baglada.

Baglangigta, eksi sayilarn stz konusu karekéklerinin alin-
mas1 islemi sadece bir ara¢ —belirli bir amaca hizmet eden
matematiksel bir bulug— olarak gériinse de, bu matematiksel
nesnelerin éngérillen amaclarm asarak cok daha fazla igler
basardiklan daha sonra anlagilmigtir. Yukanda degindigim gibi,
kompleks sayilamn matematik iglemlerine dahil edilmelerindeki
ik amag¢ karekdklerin serbestce ahnmasimi saglamak idiyse de,
bu sayilan kullanarak, herhangi bir karekikiin ahnmas: veya ne
cegit olursa olsun bir cebir denkleminin ¢oziimii olasthiffina bir
odiile sahip olur gibi sahip oluyoruz. Cok gecmeden bu sayilarn,
daha dnce akhimizin ucundan bile gecmeyen sihirhi ézelliklere sa-
hip olduklarimi anhyoruz. Bu ozellikler, bu sayilarnn dogasinda
oylece bulunuyorlar. Bu ozellikler, kuskn gotiirmez ileri goriisli-
lilklerine ragmen, ne Cardano, ne Bombelli, ne Wallis, ne Coates,
ne Euler, ne Wessel, ne Gauss, ne de bir bagka biiyilk matemna-
tikei tarafindan bu sayilara kazandinlmamistir. Boylesine bir si-
hir, sayilarin zaten dogasinda vardi ve matematikeiler yavas ya-
vag bu sihirin farkina vardiar. Cardano, kompleks sayilar: ilk
kez ortaya koyarken, daha sonralarn Cauchy integral formiild,

*Kismen, Scipione del Ferro ve Tartaglia tarafindan daba once yazilan kitaba
dayanir.
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Riemann génderimi teoremi, Lewy genigletme dzelligi gibi cegitli
adlarla tammlanacak bu dzelliklerin farkinda degildi. Bu 6zellik-
ler, 1539larda Cardano'un karsilagtign sayilarn ozellikleri olup
hichir degigime ugramamsgtir.

Matematik icad m1 yoksa kegif midir? Matematikciler sonug-
lara ulagtiklar: zaman, éziinde gercek olmayan, tzenle tasarim-
lanmag zihinsel yapilar m1 tretiyorlar, yoksa bu yapilar &y-
lesine giiclii ve ince tasarumlanmig ki, mimarlan tizerinde ‘ger-
¢ek’ izlenimi yaratip onlar yamiltryorlar m? Yoksa matematik-
ciler, ashnda, bu yapilarn dziinde zaten bulunan gercekleri,
matematikeilerin iglemlerinden tamamen bagimsiz varolan
gercekleri ortaya mi ¢ikariyorlar? Sanirim, gimdiye kadar,
birincisinden g¢ok ikinci girise yatkin oldugumu, en azindan
kompleks sayilar ve Mandelbrot kiimesi agisimdan ikinci gbriigi
benimsedigimi okurlarim anlamglardir. )

Ancak konu bu kadar basit degil. Matematikte &yle drnekler
vardir ki ‘kegif sozeiginimn kullamlmas: ‘icad’ sézctiginin kul-
laniimasindan daha dogru olur. Iste bu gibi durumlarda yapimn
dzii, ona daha sonra kazandirilan dzelliklerden fazla énem kazanar.
Bunlar, matematikeilerin “Tanri’min isi’ ile karg: karsiya kaldiklar
durumlar diye niteleyebilecegimiz durumlardir. Ancak,
matematiksel yapinin boyle bir egsiz dzellife sahip olmadig:
durumlar da vardir. Bir sonuca gotiiren kamtin tam ortasinda
matematikel, cok dzel bir sonuca ulagabilmek i¢cin 6nceden
tasarimlanmarmug ve ‘tek’ olarak tamumlanamiyacak bir yapiy: kul-
lanmak ihtiyacim duyabilir. Bu durumda elde edilecek sonucun
yamsi, baglangicta igleme dahil edilen yapidan farkli olmayacag
igin kegif yerine “eat’ stzciigini kullanmak daha dogru olur. Bun-
lar gercekten de ‘insan igi'dir. Bu acidan, gercek matematiksel
kegifler, genellikle, ‘sadece bir bulug’ olan icatdan daha biyik
bagarlar veya esinlenmis diigtinceler olarak kabul edilebilirler.

Bunun gibi simiflamalar, sanatta veya teknikte kullamlan-
lardan pek farkl: degildir. Buyik sanat yapitlariy, digerlerine
gire ‘Tanri’ya daha yakin'dir. Sanatgilar arasinda, en biyik
vapitlarinan bir ¢esit goksel varlifa sahip sonsuz gercekleri
vansittiklarna dair duygu yvaygindir.* Buna karsihik, daha az

*Panmmig Arjantinli yazar Jorge Luis Borges'in sozlenyle .. iinlii bir ozan bir
mucidden zivade bir kégiftir.”
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tnemli yapitlar, daha rasgele, daha ‘diinyevi’ 8zelliktedir, Aym
sekilde, basit, umulmadik bir fikrin uygulanmasiyla gayet
ekonomik olarak gerceklestirilen bir miihendislik yapita da bir
icatdan gok bir kegif olarak nitelenebilir.

Sozunt ettigim goksellik, sonsuzluk gibi duygularin
matematikte, dzellikle derin matematiksel kavramlarda cok
daha gii¢li oldugunu hissetmekten kendini alamiyorum.
Matematik kavramlarinda insam diirtiileyen oyle bir egsizlik
ve evrensellik var ki, benzerini sanatta veya teknikte bulmak
olas1 degil. Matematiksel kavramlarin béyle bir siiresiz, goksel
anlamda varelduklar fikri Yunan felsefeci Platon tarafindan
eski caglarda (1.0. 360) one surilmistar. Sonucta, bu goriis
¢ogu kez matematiksel platonizm olarak amilmaya baslanmisg-
tir. Bu konu, ilerideki béliimlerde bizim i¢in bir hayli énemli
olacaktir.

I. Bolim’de, ussal olgunun varligini bir algoritmanin
matematiksel digiincesi icerisinde buldugu savina dayanan
giiclii AT gériigiinii ayrntili gekilde ele almmstim. II, Bsliim'ds,
algoritma kavramimin gergekten derin ve ‘Tanri vergisi’ bir
fikir oldugunu vurgulamigtim. Bu béliimde ise, bu gibi ‘Tann
vergisi’ matematik gtriiglerinin, bizim ‘dinyevi’ varliimizdan
bagimsiz bir ¢esit ebedi varliga sahip olduklarin: tartismak-
tayiz. Ussal olgu icin géksel tipte bir varolma olasihfim sag-
layarak giicli Al goriisiine katkida bulunabilir miyiz? Bana
gbre bunu yapabiliriz. Daha sonraki béliimlerde bu gériisiin hi¢
de yabancisi olmayan bir goriigi savanacagim. Fakat, ussal ol-
gu kendine biyle genel bir siginak bulabilecekse bunu algorit-
ma kavramiyla yapabilecegine inanmiyorum. Algoritmadan cok
daha ustaca tasarimlanmis bir araca ihtiyacimmz olacak. Al-
goritmik kavramlarin, matematigin ¢ok dar ve simrh
bslimiinil olusturdugu savi, bundan sonraki tartigmamizin
kenusunu olugturacak. Bir sonraki bélimde algoritmik ol-
mayan materatigin kapsam ve ustaca tagarim ile ilgili fikirler
edinmeye baslayacagiz.
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1. Bkz. Mandelbrot {1986). Mandelbrot sisteminin ilging renkli resimlerinin de yer aldign
Peitgen ve Richter'den (1986) uyarlayarak yaptifzm alintilar. Daha 1lgmg: sekiller i¢in
bkz. Peitgen and Saupe (1988).

2. Bildigim kadaryla, herhangi bir reel say igin, ondaltk agilimindaki n’inei hanenin
gerpekte ne oldugunu saptamak konusunda daima bir ¢esit kural olmas: gérisii ahgl-
marmig olmasma kargin tutarl bir goriigtir. Ancak, boyle bir kural, énceden tasarimlan-
mtg bigimsel bir sistemde etkili ya da hatta tammlanabilir olmayabilir (bkz. IV. Botiim).
Umarim tutarhdir, ¢linkél bu gériise bagl kalmak arzusundayim.

3. Bu kiimeyle 1k kez kimin kargilagh tartigma korsusu olmustur (bkz. Brooks and Matels-
ki 1981, Mandelbrot 1989); oysa, hiyle bir tarhgmanm baglatitims olmas: dahi, kiimenin
bulunugunun bir icaddan pole hir kegfe benzedigi goriisiine daha fazla destek saglar.
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IV. Boliim
Dogruluk, Kanit ve Sezgi

Hilbert’in Matematik Programi

Dogru nedir? Diinya hakkinda neyin dogru neyin yanhs cldu-
guna dair yargilarimizi nasil olugtururuz? Sadece baz algorit-
mayt ~kuskusuz dogal segimin giicli etkinlifini daha az etkin al-
goritmalara yegleyerek— uygulamakla ma yetiniriz? Dogrunun
ulu katina ulagabilen algoritma disinda, bir bagka yol —6nsezi, ic-
gidi veya sezgi~ var olamaz mi? Zor bir soruya benziyor bu. Yar-
gilarnmnz, duygu-verileri, mantiksal iglem ve tahmin iglemlerin-
den olusan karmagik, icten-baglantih sistemlere dayamir. Ayrica,
diinya ile ilgili konularda neyin dogru neyin yanhs oldugu hak-
kinda genel bir gériig birligi olmayabilir. Seruyu basite indirge-
mek igin, sadece matematiksel dogrulukia ilgilenelim. Matema-
tik sorulariyla ilgili olarak yargilammmz —belkd hatta belirli’ bil-
gimizi— nasil olugtururuz? Boyle bir soru bize hi¢ olmazsa biraz
daha agk segik anlaglabilir gériiniiyor. Neyin gercekten dogru,
neyin gergekten yanlis oldugu gibi bir soruyu gerektirmiyor
—yoksa gerektiriyor mu? Sahiden mafematiksel dogruluk nedix?

Matematiksel dogruluk ile ilgili soru, eski Yunan felsefecileri-
ne ve matematikcilerine —ve, kugkusuz, daha da eskilere— kadar
uzanan eski bir serudur. Ancak, yaklagik son yiiz yilda, soruya
agiklik getiren énemli asamalar, ¢ok ilging yeni sezgiler elde edil-
mistir. Iste bu yeni gelismeleri anlamaya gahsacagz. Diisiinme
sirecimizin gercekten tiimiiyle algoritmaya dayah olup clamya-
cagl sorusuna parmak basan ¢ok tnemli konular1 tartigacagz.
Bu konularda uzlagmaya varmamz bizim igin 6nemlidir,

Ondokuzuncu yiizyihn sonlannda matematikeiler, matematik-
sel kamtlama yontemlerinin giderek daha giiclenmesinin de etki-
siyle, biiylik gelismeler kaydetmiglerdi (Daha 6nce tamstigimiz
David Hilbert ve Georg Cantor, daha sonra tamsacagimz biiyiik
Fransiz matematikei Henri Poincaré, bu gelismelerin énciileri-
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dir). Béylece matematikeiler bu giiclii yontemleri, giderek artan
bir giivenle uygulamaya baglamiglardi. Yéntemlerin gogunda,
sonsuz elemanh kiimeler* dikkate aliniyor, kiimelere gercek
‘seyler’ —potansiyel olarak varoluglarinin étesinde, varoluglarm:
tamamlamis biitinler— goziiyle bakmamn mimkiin oldugu be-
nimsendigi icin kamtlar cogu kez bagarnl oluyordu. Bu gicli fi-
kirlerin pek cogu Cantor’un, tutarli bigimde sonsuz kimeler
kullanarak gelistirdifi sonsuz sayilar kavramindan kaynaklan-
mistir (Bir énceki bélimde bu konuya gdyle bir goz atmistik).

Ancak, matematikeilerin yéntemlere duyduklan given,
1902’de Ingiliz mantik bilimeisi ve felsefeci Bertrand Russell'mm
tinld ikilemini (Cantor tarafindan da beklendigi gibi, kégegen’
vénteminin dogrudan sonucu olarak) ortaya atmasiyla sarsildi.
Russellin tezini anlamak icin énce, kiimelerin tam bitinler
olarak ele alinmasina iligkin bir fikir edinmemiz gerekir. Belirli
bir dzellikle karakterize edilmis herhangi bir kiime digiinelim.
Ornegin, kirmizi nesneler kiimesi, kumizihkla karakterize edi-
lir. Herhangi bir nesne yalniz ve yalniz kirnuzilifa sahip ise bu
kiimeye ait olabilir. Bu durumda, bir tek nesneyi sahip oldugu
bir szellikle tamimlayabiliyorsak, bdyle nesnelerden olusan kii-
menin tiimii i¢in aym 6zelligi kullanabiliriz: ‘Kirmizihik’, bitin
krmiz nesnelerin kilmesidir (Diger bagka kiimelerin de, boyle
basit bir tzellikle karakterize edilmeyen elemanlara sahip kii-
melerin de, ‘orada’ yer aldigim algilayabiliriz).

Kavramlar:, kitmelerle tanimlama fikri, Alman mantik bi-
limcisi Gottlob Frege tarafindan 1884’de ileri siiriilen yonte-
min 8ziini olugturmugtur. Bu yontemde sayilor, kitmelerle ta-
nimlanmaktadir. Ornegin, gercek 3 sayisi ne demektir? ‘Uc-
lilk’ 6zelligini biliyoruz ama 3"in kendisi nedir? ‘Uglik’, nesne-
ler toplulugunun bir dzelligidir, bir baska deyisle, kitmelerin
bir dzelligidir. Bir kiime, yalmz ve yalmz ii¢ elemandan olugu-
yorsa bu kiime ‘cliik’ ézelligine sahip demektir. Ornegin, bir
olimpiyat dalinda madalya kazananlar kiimesi, bu “iclik’ ozel-

# Bir kiimenin anlam, bir biitiin olarak ele alinabilen geyler -fiziksel nesneler
veya matematiksel kavramlar- toplulugudur. Matematikte, bir kiimenin ele-
manlari, cogu kez, kitmenin bagka kiimeleri olusturacak gekilde bir araya gele-
bildigi igin, kiimelerin bizzat kendileridir. Boylece kitmelerin kitmeleri, kiirnele-
rin kiimelerinin kiimeleri, vs. seklinde diigiiniilebilir.
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Ligine sahiptir. Aym sekilde, {i¢ tekerlekli bisikletin tekerlek-~
leri, normal yoncamn yapraklari, veya x* -~ 6 x> + 11x -6 =0
egitliginin yanitlarmm olusturdugu kiimeler de “iglik’ dzelli-
gine sahiptir. Oyleyse Frege'nin, gercek 3 sayisi ile ilgili tam-
m nedir? Frege'e gire 3, kiimelerin bir kiimesi olmahdir: ‘Ug-
ik’ ozelligine sahip tim kiimelerin kiimesi.! Buna gore bir kii-
me, yalmz ve yalmz Frege'in 3 kiimesine ait ise, iic elemana
sahip olabilir,

Bu biraz déngii gibi giriiniirse de, gercekte degildir. Sayilars,
genel bir tammlamayla, denk kiimelerin toplamlar: olarak ta-
nmimlayabiliriz; burada ‘denk’ sézciifiy, birbiriyle bire bir eslene-
bilen elemanlara sahip anlammdadir (Daha basit ifadeyle ‘aym
sayida elemana sahip olmak’ demektir). Buna gbre 3 sayisi, ele-
manlar: arasinda, érnegin, bir elma, bir portakal ve bir armut-
tan olusan bir kiime bulunan kiimelerden birisidir. Bu tanimin,
83. sayfa’da deginildigi gibi, Church’iin ‘@’ taumindan cok fark-
b bir ‘3’ tamm olduguna dikkatinizi ¢ekerim. Bugiinlerde daha
popiiler olan bagka tanimlar da vardar.

Peki, Russell'in ikileminden ne haber? Bu ikilem, agagida ta-
mmianan bir B kitmesiyle ilgilidiz:

R, bizzat kendileri, kendi elemam clmayan biitiin kiimelerin
olugturdugu kitmedir,

Bu tamima gire R, kiimelerin belirli bir koleksiyonudur; ve
bir X kiimesinin bu koleksiyon igerisinde yerini almas1 icin ge-
rekli kriter, X kiimesinin kendinin, kendi elemanlarm arasmda
yer almamasidir,

Bir kitmenin gercekten kendisinin bir elemani olabilecegini
varsaymak sagma mi? Hic de degil. Ornegin, sonsuz kiimeler-
den olugan I kiimesini (sonsuz sayida bir¢ok elemandan olugan
kitmeler) ele alalim. Elbette sonsuz olarak cok sayida farkl
sonsuz kiimeler vardir, bu nedenle, I'in kendisi de sonsuzdur; I
gercekten kendine aittir! Oyleyse nasil oluyor da Russell'm an-
layig: bizi bir ikilemle kars1 karsiya birakiyor? Soruyoruz: Rus-
sell'n ‘R’ kamesi kendinin eleman: madir, yoksa degil midir?
Degilse R'ye ait olmahdir ¢inkii R, tamamiyle, kendi kendileri-
nin elemam olmayan kimelerden olugur. Buna gére R, sonucta
R'ye aittir —igte bir celigki! Diger taraftan R, kendlsxmn bir ele--
mam ise, kendisinin’ sézciigii bizzat R'yi ifade ettifiine gire R,
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elemanlarimin bizzat kendilerince temsil edilmedigi kiimeye
aittir, yani kendinin elemamn degildir —igte yine bir celigki!*

Bu, hig¢ de hafife alinacak bir uslamlama degildir. Russell, mate-
matikcilerin kanitlarinda kullanmaya bagladiklar dénemde kiime-
teorik uslamlamasini oldukea agin sekilde kullanmaktaydi. Islerin
kontrolden ¢iktifi agkea giriltiyordu ve ne gegit bir usavarimin
uygulanmasinin dogru olacagl konusunda daha titiz davranmak
gerekivordu. Kullanilacak uslamlama yontemi ikilem yaratmama-
liydr ve evvelee gergek olduklam bilinen ifadelerden yalmz dogru
ifadeler ¢ikarilmaliydi. Russell, meslektag: Alfred North Whitehe-
ad ile birlikte, aksiyomlardan ve yontemsel kurallardan clusan son
derece bigimsel bir matematik sistemini geligtirmeye girigti. Amag,
her cesit dogru matematiksel uslamlamamn kendi projelerine uy-
gulanabilirligini kamtiamakt:. Russell''n kendi paradoksuna yol
acan ikilemli nsavarimlardan sakinmak icin kurallar dikkatle se-
¢ildi. Russell ve Whitehead'in birlikte {irettikleri 6zel proje ¢ok hii-
yik bir yapitti, Ancak, cok zahmetli bir uZragt: ve sonunda proje-
nin kendi kapsaminda yer alan uslamlama yvontemleriyle simrh
kaldu, II. Bolim’de tanisti@imiz biiyik matematikei David Hilbert,
daha uygulanabilir ve kapsaml bir projeye bagladi. Proje kapsami-
na, herhangi bir matematik alam ile ilgili tiim degru matematiksel
uslamlama gegitleri dahil edilecekti. Ayrnea Hilbert projenin ¢elis-
kiden uzak oldugunu kamitlamamn da miimkiin olacagm digini-
yordu, Boylece matematikeiler, sonsuza kadar, sarsilmaz bir temel
{izerine oturabileceklerdi.

Ancak Hilbert ve arkadaglarimn umutlar, 1931'de, 25 yasla-
rinda zeki bir Avusturyals matematik mantikeisa olan Kurt Go-
del'in, Hilbert’in programim altiist eden teoremiyle sténdii. Go-
del’in teoremi giyleydi: Aksivomlardan ve yintemsel kurallar-
dan veya benzerlerinden olugan herhangi bir kesin (‘hicimsel’)
matematik sistemi, basit aritmetik teoremlerinin tanimlamala-
rmi (I1. Boliim’de deginilen ‘Fermat'in son teoremi’ gibi) kapsa-
yacak kadar genig kapsamli olmasi ve ¢eligkisiz olmas: kogu-
Tuyla, sistemin kapsamina alinan vontemlerie ne kanitlanabilir

* Russellin paradoksunu basit ve eflenceli bir 6rnekle aciklamak miimkiin: Bir
kiitiiphanede iki katalog bulundugune digiiniin. Bunlardan bir tanesi, kiitip-
hanedeki tiim kitaplann, tabii bu arada kendilerinin de adlarini igerirken dige-
ri, kendilerinden bagka t{im kitaplarin adin: lgemyor Hangi katalogun listesin-
de ikinci katalogun ad yer alir?
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ne de kamtlanamaz baz1 bildirimleri igermelidir. Buna gére, bu
gibi bildirimlerin dogrulugu hakkinda, onayl véntemlerle ‘ka-
rar verilemez’. Godel, gergekte, uygun bir aritmetik teoremi
geklinde kodlandiginda aksiyom sisteminin tutarlib@nin bildi-
riminin ‘karar verilemez’ yéntem oldugunu kendiliginden ka-
nitladigini ghstermistir. Stz konusu karar verilemezlik’ kavra-
memn ziintl anlamak bizim i¢in Snemli olacaktir. Gédel tecre-
minin, Hilbert’in programim nasil altiist ettifini gérecegiz. Go-
del teoreminin, ayni zamanda, sezgimizi kullanarak, herhangi
bir formel matematik sisteminin simrlarini asmamiza nasil sag-
ladigini da gorecegiz. Bunlan anlayabilmemiz, bundan sonra
ele alacagimiz konular agisindan son derece énemlidir.

Formel Matematik Sistemleri

‘Aksiyomlardan ve yontemsel kurallardan olusan formel mate-
matik sistemi’ ile ne kastettigimizi biraz daha agiklamammz gere-
kecek. Matematiksel bildirimlerimizi ifade etmek icin kullandig-
miz bir cesit simgeler alfabesine sahip oldugumuzu varsayalum.
Bu simgeler, ‘aritmetigi’ sistemimize dahil edebilmemiz icin, do-
gal sayilardan olusan bir kodlama sistemine de olanak saglama-
hdir. Kurallann tamimlanmasim gerektiginden fazla karmagik
hale getirse de, bilinen 0, 1, 2, 3, ..., 9, 10, 11, 12, ... rakam siste-
mini kullanabiliriz. Dogal sayilann agilhimm géstermek igin, 6r-
nefin, 0, 01, 011, 0111, 01111, ... gibi daha basit bir agcihm kulla-
nabiliriz (veya, ortak bir noktada uzlasalim diyorsamz, ondalik
sistemi de kullanabiliriz). Ancak, diger kodlama sistemleri, actk-
lamalarimizda bazi kangikliklara neden olabilir endisesiyle ben
tanmmlamalarimda, yukardaki standart kodlama sisteminden
vazgecmeyecefim. ‘Kelimeleri’ veya ‘sayilar’ ayirmak icin bir
‘ara’ semboltine de gereksinim duyabiliriz ama biz yine basit yolu
secerek virgiil (,) kullanacagiz. ‘Degisken’ dogal sayilart (veya
tam sayilari, rasyonel saylan, vb. ama yine de burada dogal sa-
yilara bagh kalalim) gosteren ¢, u, v, w, x, y, 2, £, t7, t°",... gibi
harfler kullanmamz gerekecek. Bir ifadede ortaya cikabilecek
degisken sayilarin adedini sinarlamamak icin ¢, ¢, ... gibi harfle-
re ihtiyacimz olabilir. Simgelerin gercek adedinin sonsuz olabil-
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mesi amaciyla, () isaretini, formel sistemin ayr1 bir simgesi ola-
rak kabul ediyoruz. Aritmetik iglemleri igin =, +, X, v&.; ¢esith pa-
rantezler () [;]; manttksal simgeler icin & (‘ve’) ; = (‘gereltirir’);
ve (‘veya’), < (yalmz ve yalmz); ~ (‘degil’ veya bdyle degilse...)) gi-
bi simgeler gerekecektir. Ayrica, mantik nicelik gostergelerine,
‘niceleyici’lerine, ihtiyac vardir: varolma niceleyicisi 3 (‘vardir...
soyle ki’) ve evrensel niceleyici V (‘tiimii i¢in ... sahibiz’). Buna go-
re, ‘Fermat'in son teoremi’ gibi bildirimler yazabiliriz:
~Zwxyz [+ 1+ (y + D" =(z + 1]

{bkz. II. Bsliim, s. 68). (‘3 gistermek icin ‘0111 yazabilirdim
ve bicimsel sisteme daha uygun olabilecek “kuvvetini alma” kod
sistemi kullanabilirdim; fakat, dedigim gibi, gereksiz karisik-
liklardan kacinmak amaciyla aligilagelmis simgeleri kullan-
makta 1srarhiyim). Yukaridaki bildirim (ilk késeli parantezde
son bulan} sévle okunur:

“... esitligini saglayan w, x, y, z dogal sayilar yoktur.”

¥ simgesini kullanarak Fermatn son teoremini yeniden su se-
kilde de yazabiliriz:
Y w,xy,2 [~ G+ 1+ (y + 1 = (z + 1]
Mantik agsindan yukaridaki okumayla aym anlamda olmak
tzere soyle okuruz:
‘Hicbir w, x, v, z dogal say1s1 ... esitligini saglamaz.’

Teoremlerin timiind gosterebilmek igin harflerin kullaml-
mast gerekiyor., Bu amacla P, Q, R, S... gibi biiyiik harfler kul-
lanacagim. Yine Fermat'in teoremine uygulayalim:

F=~TFwxyzlx+ I+ +1)"=(z+ 13

Bir teorem, birden fazla defiskene de bagimli olabilir; érnefin,
Fermat snermesiyle belli bir w + 3 kuvveti i¢in ilgilenebiliriz:*

Gw) = ~Axyz lx+ ™+ @y + D=+ 1))

* Fermatin teoreminin tamarm Fnin dogrulugu hald bilinmemekle birlikte,
GHO), G, G(2), G(3)... gibi tekil snermelerin dogruluklarn yaklasik G(125000)
kadar bilinmektedir. Bagka bir deyigle, 125000°ci kuvvetlerin kargilif1 bildirime
kadar highir kiip, art1 kiiplerin toplamu olamaz, higbir dérdiincis kuvvet, dor-
diineii kuvvetlerin toplam olamaz, vb.

(Kitabn yazldi tarih olan 1989dan sonra Fermat teoreminin kanit: veril-
migtir. ¢.n.) ’



123

Buna gére G{0), ‘hi¢hir sayumn kipt iki art1 isaretli saymin
kiiplerinin toplam olamaz’ tezini ortaya koyarken G(1) aym te-
zi dordiincii kuvvetler icin savunur, vh. (F'den sonra w’ in bu-
lunmayisina dikkatinizi cekerim). Bu haliyle Fermat teoremi,
G(w), tiim w degerleri tarafindan saglantr seklinde 6nerilebilir:

F =9 wlGw)l

G( ), bir énergesel fonksiyona, yani bir veya daha fazla degiske-
ne bagimh énermeye drnektir. '

Sistemin aksiyomlar:, simgelerin anlamlar: verildiginde,
dogrulugu kendini-kamtlar nitelikte ortaya ¢ikacag varsayilan
genel dnermelerden olusan bitimli bir liste iiretecektir. Orne-
#in, aksiyomlarimiz arasinda bulunabilecek énermeler veya
onergesel fonksiyonlar P, Q, R () sunlar olabilir:

(P& Q) =P,
~(~P) =P,
~ A[R(x)] &> Vx[~ R(x)]

Bu fonksivonlarn ‘kendiliginden kamtlanmis dogrulugu’ anlam-
larndan hemen bulunabilir (Birinei énerme: ‘P ve @'niin her iki-
si de dogruysa, P dogrudur; ikinei énerme: P ‘nin dogru olmadi-
&1 dogru degildir’ ile ‘P dogrudur’ énermelerinin 6zdeghigini sa-
vunur; tigiinci énerme, Fermatn son teoremini ifade eden iki
yontem arasindaki mantiksal egitlifi rnekler. Agagidaki gibi
bazi temel aritmetik aksiyomlan da listeye dahil edebiliriz:

Vaylx+y=y+x]
Vayellx+vixz=(xxz) +(vxal

Ancak, bu aritmetik iglemleri daha basit aksiyomlarla inga ede-
rek bunlardan uslamlama yontemiyle elde edilecek bildirimleri
teoremler olarak nitelemek tercih edilebilir. Yontemin (kendini-
kanttlar) kurallar sdyle ifade edilebilir:.
‘P’den ve P = § aksiyomundan Q'u uslamlama ile elde ede-
biliriz.’
 x [R (x)] aksiyomundan, R(x)deki x yerine bir dogal say1
kulanilarak herhangi bir énermeyi uslamlama yéntemiyle
elde edebiliriz.
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Biitiin bunlar, inga edilmis olan énermelerden yeni énermeleri
nasll elde edebilecegimizi gisteren komutlardir.

Simdi aksivomlardan hareketle ve yéntemin kurallarim: tek-
rar tekrar uygulayarak uzun bir énermeler listesi hazirlayabili-
riz. Herhangi bir asamada aksiyomlan tekrar sahneye cikarr,
uzaylp giden listemize dahil etmis oldugumuz snermelerden
herhangi birini tekrar tekrar kullanmaya devam edebiliriz.
Boyle dogru bir gekilde inga edilen bir listeye dahil 6nermeler
teorem adiyla amlir (ancak bunlarnn pek cogu, matematiksel
bildirimler clarak snemsizdirler veya ilgine degillerdir). Kamt-
lamak istedigimiz belirli bir P 6nermesine sahipsek, kurallara
gore yapilandirilmig ve bizim P énermemiz ile son bulan bayle
bir liste bulmaliyiz. Liste sayesinde, P’nin kanitzn: sistemin ige-
risinde bulabiliriz; ve P, biylece, bir teorem olabilir.

Hilbert'in programinin amaci, matematigin herhangi bir iyi-
tanamlanmg alan ile ilgili her cesiz dogru matematiksel uslam-
lama yontemini i¢ine alacak kadar genis kapsamh bir aksi-
yvomlar ve yontemsel kurallar listesi yaratmakti. Bizim mate-
matik alamimiz aritmetik olsun (Fermat’m son teoremi gibi bil-
dirimlerin yapilabilmesi icin 3 ve V gibi niceleyici gostergele-
rin yer aldigr bir alan). Konumuzla ilgili olarak aritmetikten
daha uygun bir alan bulamayiz. Ciinki#l aritmetik, Gédel’in
yinteminin uygulanabilecegi kadar genel kapsaml bir alandir.
Hilbert'in programina uygun olarak, genis kapsamli bir aksi-
yomlar ve yontemsel kurallar sistemine sahip olursak, herhan-
gi bir aritmetik onermesi ile ilgili matematiksel kanitin ‘dogru-
luguna’ ait kesin kritere de sahip oluruz.: Béyle bir aksiyomlar
ve kurallar sisteminin, sistem cercevesinde formiile edilebilen
herhangi bir matematik bildiriminin dogru olup olmadigina
prensipte karar verebilmeyi saglayacak kadar bitiinlik tagidi-
#1 imit edilmekteydi.

Hilbert ise, bir matematik énermeyi, divelim P’yi, temsil
eden bir simgeler dizisi igin, Pnin dogru olup olmadigina bagh
olarak, ya P veya ~ P'nin kamtlanabilecegini umuyordu. Simge-
ler dizisinin, ‘dizim’ acisindan dogru, yani formalizmin tiim ku-
rallarim —¢ift parantezlerin, vs. dogru yerlestirilmesi gibi— yeri-
ne getiren ‘stz dizimi / sintaks’ agsindan dogru oldugunu var-
saymak zorundayiz. Ancak bu durumda P, iyi-tanimlanmag
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dogru veya yanhs anlama sahip olabilir. Hilbert'in timidi ger-
ceklegseydi, onermelerin anlam ile ilgili endigelerimizden tii-
miiyle kurtulabilirdik! P, dizim bakimindan dogru bir simgeler
dizisi olurdu. P bir teorem ise (vani, sistemin icerisinde kanitla-
nabilivorsa) onu, dogruluk degeri dogru olarak, ~ P bir teorem
oldugu taktirde onu, dogruluk degeri yanlg olarak niteleyebi-
lirdik. Bunun bir anlam tagimas igin, dizinin eksiksiz olmasi-
mn yamsira tutarl olmasina da ihtiyacimiz vardir. Bagka bhir
deyisle, P ve ~ P’nin her ikisinin de teoremler olarak yer aldif
bir P simgeler dizisi bulunmamalidir. Aksi halde P, aym: za-
manda hem dogru hem de yanlg olur!

Matematiksel bildirimlere, formel bir matematik sisteminde
yer alan simge dizilerinden bagka higbir sey olmadiklan gozty-
le bakmak suretiyle anlamlarimdan kurtulma goriigd, matema-
tigin formalizme veya bigimsellige bakis agisidir, Bu goriisii be-
nimseyenler icin matematik bir ¢egit ‘anlamsiz oyun’dur. Ancak
bu giriigler bana cekici gelmiyor. Matematige 6ziinii kazandi-
ran —kor algoritma iglemleri degil- ‘anlam’dir. Neyse ki Godel
formalizme ezici bir darbe indirdi! Bunu nasil yapti, gérelim.

Godel Teoremsi

Gidel'in tartigmalarmn bir kism ¢ok ayrintali ve karmagik-
1. Ancak, bunlarn girdisini ciktisini incelememiz gerekmiyor.
Ote yandan ana fikir, ¢ok basit, giizel ve genis kapsamhydi. Te-
oremin karmasik kism (bu kisim da biiyik bir beceri eseriydi),
formel sistemin her bir kuralimin, ve cegitli aksiyomlarinin arit-
metik iglemlerine nasil kodlanacagm gosteriyordu (Teoremin
ana fikrinin genis kapsamli olmasinin bir nedeni de, boyle bir
kodlamanin yapilabilecek en verimli caligmalardan birisi oldu-
gunu anlamasiydy). Kodlamay: uygulamak igin, onermeleri do-
gal sayilarla etiketlemenin bir yolunu bulmamiz gerekiyor. Bu
yollardan birisi, dizinin uzunluguna gére genel bir siralamanin
her bir belirli uzunlugu icin, formel sistemin tim simge dizile-
rine sadece bir cesit ‘alfabetik’ siralamanin uygulanmasidir
(Boylece, alfabetik siraya dizilmis birim uzunlukta dizileri, yine
alfabetik sirada iki birim uzunlukta diziler ve bunlan ¢ birim
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uzunlukta diziler, vb. izleyebilir). Bu siralamaya leksikografik
siralama* adi verilir. Ashnda Gide! daha karmagik bir numa-
ralama sistemi kullanmugtir, fakat, bu gibi farklar bizim icin
énemli degildir. Bizi 6zellikle ilgilendiren konu, yukarda degi-
nilen G(w) gibi tek degigkene bagh 6nergesel fonksiyonlardir.
Simdi n’inci 6nergesel fonksiyonu (simgeler dizisinin secilen s1-
ralamasinda) w'e uygulayahm;

P, (w).

Istersek numaralama sistemimizi biraz ‘geligigtizel’ diizenleye-
rek baz ifadelerin dizim bakimindan dogru olmamasim sagla-
yabiliriz (Bu durumda, dizimsel yénden dogru dizime sahip ol-
mayan ifadeleri kodlama sisteminden atmaya ¢aligmaktan cok
daha kolay bir aritmetik kodlama saghyabiliriz). P, (w) dizim
bakimindan dogru ise, n ve w dogal sayilan ile ilgili son derece
iyi tamimlanmg bir aritmetik bildirimi olacaktir. Tam olarak
hangi aritmetik bildirimi oldugu, kullanilacak numaralama sis-
teminin detaylarina bagh olacaktir. Bu konu, teoremin karma-
sik kismunin kapsamina girmekte ve burada ele aldigimz konu
balkimindan bizi ilgilendirmemektedir. Sistemdeki bir teoremin
kamitini olugturan onermeler dizileri, tercih edilen siralama
plam kullamlarak, dogal sayilarla da etiketlenebilir.

H.

sayisy, n'inel kamti ghstersin (Yine, ‘gelisigiizel bir numarala-
ma’ kullanabiliriz ve buna gire, n'in baz1 degerleri ile ilgili n
ifadesi dizim agismdan dogru olmayacak ve bu nedenle hichir
teoremi kamitlamayacaktir).

Simdi, w dogal sayisina bagh asagidaki onergesel fonksiyonu
ele alalim:

~ 3 (I, kamtlar P, (w)].

* Leksikografik siralamay, & + 1 igin, formel sistemin gesitli simgelerini, asla
kullamlmayan yeni bir ‘sifirla birlikte knllanarak 2+1 tabamnda yazmlan dogal
sayilarin normal sralamas olarak diigiinebiliriz (Yeni sifirin asla kullantidma-
masi sorunuy, sifirla baglayan sayilarin yeni sifirin atilmassyla aym olmasmdan
kaynaklanir). Dokuz simgeli dizilerin basit leksikografik siralamas:, sifirsiz
normal onlu sistemde yazilabilen dogal sayilarn siralanmasider: 1, 2, 3, 4, ...
8,9,11,12, .., 19,21, 22, ..., 99, 111, 112, ...
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Kogeli parantezler igerisindeki bildirim kismen kelime kullani-
larak verilmis olmasina kargin mikemmel ve tam olarak tanim-
lanmug bir bildirimdir: x’ci kamtin gercekte, w deferine uygula-
nan F,, () onermesinin bir kamtr oldugunu savunmaktadir. Ké-
seli parantezin disindald 3, degiskenlerden birini bildirimden c1-
karma gorevini iistlenmigtir (... tnermesini saglayan x mevcut
degildir’) ve bu nedenle, yalniz bir degliskene, w’e, bagimli bir
Onergesel aritmetik fonksiyonu elde etmig oluruz. Bu bildirim,
bir bittiin olarak, P, (w} ifadesinin kamitimn bulunmadifim sa-
vunur. Ben bu #fadenin dizim agismdan dogru sz dizimine sa-
hip oldugu kamsindayim (P, (w)} gramer a¢ismdan dogru ifade
edilmemig olsa da bu kamdayim; dizimi yanhs ifade edilmig bir
ifadenin kamit1 olmayacag i¢cin, P, (w)in dogru ifade edilmesi
durumunda ifadenin tamam: da dogre olurdu). Gergekte, uygu-
lanmakta oldugunu varsaydifimuz gibi, aritmetik bildirimlere
cevirme iglemi nedeniyle yukaridaki bildirim, w dogal sayis: ile
ilgili bir aritmetik bildirimidir (késeli parantez icerisinde ver
alan bildirim, iki dogal say1, x ve w, ile ilgili iyi-tamimlanmis bir
aritmetik bildirimidir). Bildirimin aritmetige kodlanabileceginin
agikga goriildugi siylenemez ama kodlanabilir. Bu gibi bildi-
rimlerin aritmetige kodlanabilecegini kamtlamak, Godel'in tezi-
nin karmasik kisminin kapsaminda yer alan en dnemli ‘zor
ig’tir. Daha once belirttigimiz gibi, kesinlikle hangi aritmetik
bildirimi oldugu, numaralama sistemlerinin detaylarnaz ve da-
ha cok, aksiyomlarm detayli yapisma ve formel sistemimizin ya-
pisina bagh olacaktir. Biitiin bunlar, teoremin karmasik kismi-
na ait oldugu i¢in ayrintilar: bizi burada ilgilendirmiyor.

Tek degigkene bagh tiim énergesel fonksiyonlar numarala-
dik; bu nedenle, biraz ince yazomug oldugumuz fonksiyona bir
say1 vermemiz gerekiyor. Bu say: %" olsun. Onergesel fonksiyo-
numuz, listede &’ci olarak yerini alir. Buna gére,

~ 3 2[T1, kamtlar P (w)] = P, (w)

olacaktir. $imdi, bu fonksivonu ézel bir w degeri; w = & icin in-
celersek, asagidaki onermeyi elde ederiz:

~ 3 «[I1, kanitlar P,(k)] = Py(k)




198, Dogruluk, Kanit ve Sezgi

P, (k) onermesi iyl tanimlanmg (dogru séz dizimine sahip)
bir aritmetik bildirimidir. Formel sistemimizde bir kanits var
madir? Olumsuz ifadesi ~ P,(k)Ynin bir kamt1 var midir? Her iki
sorunun da yamti ‘haywr’ okmalidar. Godel'in yénteminin teme-
linde yatan anlamt inceleyerek, yanitin ‘hayir’ olmasi gerektigi-
ni anlayabiliriz. P,(k) sadece bir aritmetik énerme olsa da, egit-
ligin sol tarafina yazdigimiz: ‘P,(k) tnermesinin, sistem igeri-
sinde, kamti yoktur’, ifadesini savunmak amaciyla inga edil-
migtir. Aksiyomlarimizi ve yoniem kurallarim dikkatle yerleg-
tirdiysek ve numaralama iglemimizi dogru yaptiysak, P,(%)
dnermesinin sistem icerisinde herhangi bir kaniti olamaz. Cin-
ki, boyle bir kamit olsaydi, Pi(k) énermesinin kendi savundugu
bildirimin anlami, yani kamt yoktur’ anlami, yanhs olurdu ve
bu nedenle P.(k), bir aritmetik dnerme olarak yanhs clurdu.
Formel sistemimiz, vanhs onermeleri kanitlayacak kadar kit
insa edilmis olamaz! Bu nedenle gercek, Py(%k) tnermesinin ka-
mtinin clmamasidir. Ama zaten Pi(k) 6nermesinin bize anlat-
maya calistigh da budur. Béylelikle, P,(k) dnermesinin savundu-
gu dogru bir bildirim olmalidir ve P (k) bir aritmetik Snerme
olarak dogrudur. Sistem icerisinde kaniti bulunmayon dogru
bir énerme bulmuag olduk!

Olumsuz énerme ~ Py(k) hakkinda nasil bir yargiya varma-
miz gerekir? Biraz once Ph(k} dogru ise ~ Py(k) tnermesinin
yvanhg olmas1 gerektigini kamitlamigtik ve bizden, sistem igeri-
sindeki yanlis énermeleri kanitlamamiz bekleniyor! Bu neden-
le, ne P.(k) ne de ~ Py(k), formel sistermimiz cercevesinde kamt-
lanabilir. Iste Godel teoremi budur.

Matematiksel Sezgi

Bu agamada ¢ok ilging bir konunun ortaya gikhigs goriiliiyor.
Insanlar cogu kez, Godel teoreminin, bigimsellestirilmis mate-
matiksel! uslamlamanin gerekli stmirlarn: gisteren olumsuz bir
tez oldugunu sanirlar. Ne kadar genig kapsamli oldugumuzu
diistintirsek digiinelim yine de agin gozlerinden kacip gidecek
tnermeler daima bulunacaktir. Fakat, P,(k) nermemiz igin bu
konuda kaygilanmaya gerek var ma? Yukardaki savunmamiz
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sonucunda P,(k) énermesinin gercekten dogru bildirim oldugu-
nu kamtladik hile! Sistem kapsaminda formel olarak kanitla-
namamasina kergin Pu(kYnin dogru cldugunu anlayabildik.
Matematiksel formalizmi ne pahasina olursa olsun savunanlar
gercekten kaygilanmallar, ¢iinki uyguladigimiz uslamlamay-
la, formalistlerin ‘dogry’ hakkindaki goriiglerinin eksik oldugu-
nu gosterdik. Aritmetik icin angi (tutarh) forme! sigtem kulla-
nmbirsa kullamlsin, dogru olduklarnni gérebildigimiz fakat for-
malistin nerdigi yontemle, dogruluk deferi dogru ile tanimla-
namayan bildirimler vardir. Kat1 bir formelistin béyle bir dege-
re yaklasmaya cahgmas: durumunda izleyecegi en iyi yol belki
de, dogruluk kavramindan hic bahsetmemek, valmzea belirli
bir formel sistem cercevesinde kanitianabilirlikten sbz etmek-
tir. Ancak, béyle bir yéntem ¢ok smirlayic goriiniiyor. Béyle bir
vontemle Gédel teoreminin ana hatlarmni bile ¢izemezsiniz, ciin-
kil bu teoremin ana kisumlari, gercekte neyin dogru neyin yan-
hig oldugu hakkinda yargiya varmak icin uslamlama yvintemin-
den vararlamir.? Bazi formalistler, aritmetik énermeleri olarak
son derece karmagik ve sikuer olduklar: gerekeesiyle Py(k) gibi
bildirimlere aldirmadiklarm iddia ederek daha ‘pragmatik’ bir
vaklagim benimserler. Bu gibi formalistin savi séyledir:

Tvet, Py(k) gibi acaip bir bildirim vardir ama onunla
ilgili kanitlanabilirlik veya dogruluk goriisim sizin ic-
giidiisel goriigtiniizle bagdasmaz; bu gibi bildirimlere
ciddi matematikte rastlanmaz (en azindan benim ilgi-
lendigim matematikte rastlanmaz) ciinkii bu gibi bildi-
rimler tuhaf bir sekilde harmagik ve matematik olarak
yapaydir.”

Gergekten de, matematik bildirimler olarak tam yazldikla-
rinda P, (k) gibi 6nermeler son derece karmagik ve tuhaf gorii-
nimludir. Ancak, son yillarda, Gédel-tipi énermelere esdeger,
oldukca basit ve benimsenebilir matematiksel ézelliklere sahip
bildirimler ileri giriilmiigtiir.* Bunlar, aritmetigin normal aksi-
yvomlariyla kanitlanamazlar, fakat aksiyom sisteminin bizzat
sahip oldugu “acikea dogru olma” ézelliginin sonucudurlar.

Formalistin, ‘matematiksel dogruya’ profesyonelce ilgi duy-
mamasi, matematigin felsefesi agisindan bana ¢ok garip geliyor.
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Ustelik bu tutum, o kadar da pragmatik degil. Matematikgiler
kendi usavanm yéntemlerini kullamrken savlarnmn, karmasik
bir formel sistemin aksiyvomlari ve yontem kurallariyla formiile
edilip edilemiyecegini stirekii kontrol etmek durumunda kalmak
istemezler. Sadece savliarinin, dogruyu saptamak icin gecerli bir
arag olup clmadifindan emin olmak isterler. Gidel savi biyle
bir gegerli aragtar ve bu nedenle bana oyle geliyor ki P.(%), 6nce-
den belirlenebilen aksiyomlarin ve yéntem kurallarinm uygu-
lanmasiyla, yani daha alisalig bir yintemle, elde edilebilen bir
matematikse! dogru kadar iyi bir matematiksel dogrudur.

Bu arada bir yontem kendiliginden ortaya cikayor: Diyelim
Py(k) —burada gimdilik G, ile gosterecegim~ gercekten miikem-
mel gegerliligi olan bir 6nermedir; bu nedenle, onu ek bir aksi-
yom olarak sistemimize ekleyebiliriz. Kugkusuz, bu sekilde de-
Zistirilen yeni sistemimizin kendine ait Gddel énermesi, §rmegin
(3 olacaktwr ve bu dnerme de yine sayilarla ilgili miitkemmelen
gecerli bir bildirimdir. G, Snermesini de aym sekilde sistemimi-
ze katalim. Bu durumda, kendine ait G, Gidel tnermesine sahip
(vine mukemmelen gecerli) degistirilmis bir sistemimiz daha
olacaktir; bunu da sisteme ekleyerek Gz Gidel énermesini elde
edelimm ve aym iglemi sonsuz kere tekrarlayahm. Elde edecegi-
miz Gy, Gy, Gy, Gg..... ek aksiyomlanndan olugan listenin fimii-
ni uygularsak ne olur? Simdi elimizde simirsiz (sonsuz) bir aksi-
yomlar sistemi bulunduguna gore, Gidel yonteminin uygulana-
bilir cldugu artik pek de agik degildir. Ancak, Gédel snermeleri-
nin bu sekilde stirekli birlegtirilmesi mitkemmel bir sistematik
stire¢ olup, aksiyomlardan ve yéntemin kurallarindan olugan
normal bir sonlu mantik sistemi geklinde yeniden ifade edilebi-
lir. Bu sistemin de kendine ait Gédel snermesi, diyelim G,,, va-
rolacagi ve bu dnerme de sisteme eklenebilecegi igin Godel éner-
mesi Gy, , ; olarak ifade edilebilir. Bunu tekrarlarsak G, G, , 1,
Gy 12 Gy 4 3, - Zibi bir Snermeler listesi elde ederiz. Bu énerme-
lerin hepsi, dogal sayilarla ilgili olarak mitkemmel tammlanmis
bildirimlerdir ve hepsi de formel sistemimize eklenebilir. Bu da
yvine mikemmel bir sistematik siire¢ olup biitiin bildirimleri
kapsayacak kadar genis kapsamhdir; fakat, kendine ait Godel
tnermesine, Gy, , y, veya Gy, Gnermesine, sahip olacag igin, bizi
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Gz Gnermesine gotiirecek iglemi baglatarak Gy, Gyo, 1, Gug v 25
vh. olugan veri bir sonsuz fakat sistematik aksiyomiar listesi tire-
tebiliriz. Aym iglemi yineliyerek G, ve sonra G, vb. tnermeler
iretmemiz olasdir, Simdi bu yontem timiyle sistematiktir ve
kendine ait 3, Godel 6nermesine sahiptir.

Bunun sonu var m? Bir bakima, hayir; fakat bizi, burada ay-
rintilara girmeyecegimiz kadar zor matematiksel goriglere
vonlendirivor. Soz konusu yontem, Alan Turing tarafindan
1939°da sunulan bir yazida tartisilmisti.* Aritmetikte herhangi
bir dogru (fakat evrensel olarak nicellegtirilmis) énermenin, bu-
na henzer sekilde, vinelemeye dayal ‘Godellegtirme’ siireciyle
elde edilebilmesi ilgingtir! (Bkz. Feferman 1988). Ancak, siireg,
bir nermenin degru veya yaunhg olduguna nasil karar verecegiz
serusunu da 6n plana gikiyor. Kritik konu, her agamada, Gédel
onermelerinin olusturdugu sonsuz ailenin ek bir aksiyom (veya
simrh sayida aksiyomlar) {iretecek gekilde nasil kodlanmasi ge-
rektigini yamtlamaktir. Bu amagla sonsuz ailemizin, herhangi
bir algoritmik yéntemle sistematik hale getirilmesi gerekir. Sz
konusu sistemlegtirmenin, kendinden bekleneni dogru olarak
gerceklegtirmesini saglamak igin, daha tnce Py(kYin degru bir
onerme oldugunu kanitlarken yaptigimiz gibi, sistemin diginda
bir kaynaktan, sezgilerden yararlanacagiz. Ancak, sezgiler sis-
temlegtirilemez ve bu nedenle, gercekten, herhangi bir algorit-
mik islemin diginda kalmaktadirlar!

Pi(k) Gidel tnermesinin, aritmetikte gercekten dodru bir hil-
dirim oldugunu kamitlamaya yardimei olan sezgi vetenegimiz,
manhikellarin diigiince ilkesi adim verdikleri genel yontemin bir
drnegidir; boylece mantikg aksiyvom sisteminin ve yintemin
kurallarinin anlami dzerinde ‘digtinceye dalarak’ ve kendini,
bu sistem ve yéntemlerin matematiksel dogruya ulasmak icin
gercekten gecerli araclar olduklarmna inandirarak, aksiyomlarla
ve kurallarla ulagilamayacak dogru bildirimleri g6z konusu sez-
giyle kodlayabilir. Yukarida ana hatlariyla aciklandifh gibi,
P,(k) snermesinin dogruluguna bu ilkeyle ulagilmistar. Ik Go-
del sav: ile ilgili bir bagka diigiince ilkesi (vukarda agklanma-
mis olsa da), matematiksel dogrulara ulagmak igin gecerli bir
arac olarak kabul ettigimiz bir aksiyom sisteminin ashnda tu-
tarl: oldugu olgusundan yeni matematiksel dogrular iretilmesi




1326 Dogruluk, Kanit ve Sezgi

esasina dayanir. Sezginin ilkeleri, cogu kez, sonsuz kiimelerle il-
gili uslamlamayi icerirler ve bu nedenle, Russell'inkine benzer
paradokslara sirtkleyebilecek tiirde hir sava ¢ok fazla yaklas-
maktan sakinmak icin bunlan uygularken daima dikkatli olun-
malidir. S6z konusu ilkeler formalist uslamlama yénteminin
tam anti-tezini olugturur. Dikkatli davranildiginda, daha 6nce
varhiklarinmin farkinda olunmayan yeni matematiksel sezgilere
ulasmak amaciyla, herhangi bir formel sistemin kat1 sinirlari-
nmin digina sigramak mimkindir. Matematik literatiirinde bu-
nun giizel drneklerine rastlanabilir, Matematikcileri, dogru ile
tgili yargilarina yénlendiren ussal iglemler yalniz formel sis-
temlerin yontemierine dayah degildir. Gédel énermesi P, (k) nin
dogrulugunn anlamamiz aksiyomlar aracihgiyla olmamisgtir. Bir
diiglince ilkesinde ‘anlamga’, yalmz algoritmik islemlerie bagari-
lamayacak bir matematik islemini gerektirir. Boyle bir matema-
tik isleminin, matematiksel bir formel sistem gercevesinde nasil
kodlanabilecegi konusu X. Boliim’de incelenecektir.

P, (%) dnermesinin kamtlanamazhiging’ fakat aym zamanda
dogrulugunu kanitlayan tez ile Russelln ikilemi ile ilgili tez
arasinda belli bir benzerlifin varhf okurun dikkatini ¢ekmis
olabilir. Durma problemini ¢izecek bir makinenin varolmadigi-
m savunan Turing teziyle de aralarinda benzerlik vardir. Bu
benzerlikler rastlantisal degildir. Ucii arasinda giicli tarihsel
baglar mevcuttur. Turing, savini Gédel’in eserinden esinlene-
rek bulmusgtur. Goédel, Russellin ikilemini pekéla bilivordu ve
mantigl aswu zorlayan bu tir ikilemli uslamlamay1 dogru bir
matematik teoremi haline getirebildi (Tam bu savlar, bir dnce-
ki bolimde deginilen Cantorun “késegen ¢izik” kavramindan
kaynaklanmaktadir).

Bizi Russell'ln ikilemine gitiiren uslamlamay1 red ederken
nicin Godel'in ve Turing'in savlarnm kabul edelim? Russellin
ikilemi ‘muazzam biyik’ kiimeleri iceren daha belirsiz uslam-
lamaya dayamirken Godel ve Turing’in savlarn ¢ok daha kesin
tamimianmis olagan matematiksel teoremlerdir. Ancak, arala-
rindaki farkin istenildifi kadar kesin cizgilerle belirlenmemis
oldugunu kabul etmek zorundayiz. Kesin cizgilerle ayirim ya-
pilmast, formalizmin amac olmustur. Godel, kati formalist g6-
rigiin tutarhi olmadigini gostermis, fakat tamamen giivenilir
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bir alternatif goriis de ileri stirmemistir. Bence konu hentz ¢§-
ziimlenmig degildir. Russellin ikilemine gétiiren ‘muazzam bii-
yitk” kiimelere dayall uslamlama gibi yontemlerden kaginmak
icin cagdas matematigin benimsedigi yontem her yoniyle tat-
min edici degildir.* Ayrica, bunlari formalistik ferimierle —ve-
va, bir bagka deyisle, geligkilerle karsilagilmayacag konusunda
tam giivence vermeyen terimlerle— ifade etmek egilimi hala
agir basmaktadir.

Ne olursa olsun, bana dyle gelivor ki, Godel’in teoreminin
acikca sergiledigi sonug, matematiksel dogruiugun herhangi bir
formalist cerceve icerigsine siknstimlamiyacagidir. Matematiksel
dogruluk, salt formalizmin cok 6tesinde bir seydir. Godel'in teo-
remi olmaksizin da bunu anlamak olasidir. Cunki, bir formel
sistem insa etmege kalkigsak hangi aksiyomlar1 veya hangi ku-
rallart sececegimize nasil karar verebiliriz? Hangi kurallar: se-
cecefiimiz konusunda bize yol gosteren her zaman ve mutlaka,
sistemin simgelerinin anlami verildifinde, bunlardan icgiidiisel
olarak ne anladigimz olmalicir. Hangi formel sistemin, “kendi-
ni kanitlar” olma ve “anlamhhk” bakimndan icgiidiisel olarak
kabul edilebilir, hangisinin kabul edilemez olduguna nasil ka-
rar verebiliriz? Kuskusuz, kendi icinde-tutarhlik fikri burada
veterli olamaz. Bu baglamda ‘sezilebilir’ olmayan ve yanls ol-
duklar: veya anlamsiz olduklar1 gerekcesiyvle red edecefimiz
aksivomlar: veya yontemsel kurallan iceren bircok kendi icinde
—~tutarh sisteme sahip olabiliriz. Yine de gereksinim duyacag-
mz kavramlar, Godel teoremi olmaksizin dahi, ‘kendini-kanit-
layabilme’ ve ‘anlamllik’ kavramlaridr,

Ancak, Gidel teoremi clmaksizin, sadece dnce formel sistemi
insa etmek, sonra bunun dogrulugu saptamak icin kullanilan
matematiksel 6nermenin bir parcast olarak ondan kurtulmak
amaciyla ‘kendini-kanitlama’ ve ‘anlamlilik’ kavramiarni ilk ve
son kez kullanabilecegimizi diislemelk miimliin olabilirdi. Daha
sonra, formalist diigtinceye gire, stz konusu ‘bulamk’ icgtlidiisel

#Kiimeler ve ‘siniflar arasinda bir aynm yaplmaktadir. Kimelerin biraraya
gelerek diger kiimeleri veya smiflari olugturmasina izin verilirken siiflarin
‘biiyitk’ olmalarm nedeniyle bu gekilde daha biyik koleksiyonlam clugturama-
diklar: kabul edilmektedir. Ancak, bir eleman koleksiyonunun ne zaman kiime,
ne zaman sif sayilacag konusunda bir kural getirilememektedir.
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kavramlar, uygun formel matematikcinin 6n diisiince sistemi-
nin bir parcasi olarak rol alabilecek, fakat matematiksel dogru-
lugun fiilen sergilenmesinde highir rol iistlenemiyecekti. Godel
teoremi bu gbriigiin, matematigin temel felsefesinde yerinin ol-
madigim gostermektedir. Matematiksel dogruluk fikri, forma-
lizm kavramimm simrlariman cok tesine uzanir. Matematiksel
dogruluk kavraminda, mutlak ve ‘Tanr-vergisi’ olan birsey var-
dir. Son béliimiin sonunda tartigildigi gibi, matematiksel Plato-
nizmin ilgi alan: budur. Herhangi bir formel sistemde bu kav-
ram, gecici ve ‘insan-yapist’ bir nitelik tagir. Formel sistemler,
matematik fizerine tartigmalarda gercekten cok degerli roller
tstlenirlerse de, dogrulugun saptanmas: yéniinde sadece kigmi
(veya yaklagik) bir rehber olabilirler. Gergek matematiksel dog-
ruiuk salt insan yapismin Gtesine gecger.

Platonizm mi Yoksa Sezgicilik mi?

Bu agamaya kadar, matematik felsefesinin iki zit ekoli ile il-
gili gbriiglerimi, formalist ekolden gok Platonist ekole agiwhk ko-
yarak, ortaya koydum. Bunu yaparken ayirmurm oldukca basit-
lestirilmig tuttum. Oysa, definilmesi gereken birgok ince ayrinti-
lar var. Ornegin, ‘Platonizm’ baghg altinda, matematiksel di-
glince nesnelerinin herhangi bir tiirde gergek “‘varhga’ sahip olup
olmadhklar: veya sadece matematiksel ‘dogruluk’ kavraminin
mutlak olup olmadif tartigilabiliv. Bu gibi aymmmlar, kenumuz
cercevesinde ele almamay: uygun gérdiim. Kamimes, matematik-
sel dogrulugun mutlakhg; ile matematik kavramlarmin Platonik
varolugu temelde aym seydir. Ornegin Mandelbrot kiimesiyle
fligkilendirilebilecek ‘varclug’ kavrami, ‘mutlak’ dogasinin bir
dzelligidir. Argand diizleminin bir noktasimn Mandelbrot kiime-
sine ait olup olmadigy, hangi matematikel veva bilgisayar tara-
findan incelenirse incelensin, mutlak bir sorudur. Mandelbrot
ktimesinin ‘matematikciden bagimsiz olma’ dzelligi ona Platonik
bir varlhik kazandirir. Ayrica, Mandelbrot kiimesinin ince
ayrintilari, bilgisayar kullanarak ulasabilecegimiz smimn gok
Stesindedir. Bu aygitlar, ‘bilgisayardan bagims:’, cok daha derin
ve kendine dzgii bir yapiyla ilgili olarak ancak yaklasik degerler
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verebilirler. Ancak, bu konuda kabul edilebilir ayirm yapabilme-
mizi saflayan birgok yaklagim bulunmasimi takdir ediyorum. Bu-
rada, bu ayirimlarin iizerinde fazlaca durmamz gerekmiyor.

Gergek bir Platonist oldugunu iddia eden bir kimse, Platoniz-
mini tagiyabilecegi noktada goriis ayrhklaryla kargilasmay: go-
ze almahdir. Bizzat Godel koyu bir Platonist idi. Su ana kadar
ele aldigim matematik bildirimleri, stekilerinin yaninda Slimir
kalan tiirden bildirimlerdir.® Ozellikle kiimeler teorisinde tartig-
maya agtk daha cok bildirim ortaya cikabilir. Kiime teorisinin.
biitiin dallan incelendiginde dylesine.agin biiyiklikte ve dylesi-
ne belirsiz inga edilmis kiimelerle kargsilagilabilir ki, benim gibi
oldukea kararh bir Platonist bile, bunlarn varolmalarmin, veya
olmamalarinin, gercekten bir ‘mutlak’ konu olugturdugu hakkmn-
da kugku duymaya baslayabilir.® Bir agamada kimeler, dylesine
karmagiklagir ve kavramsal yénden kusku uyandinc tanimla-
malara doniigebilirler ki, bunlarla ilgili matematik bildirimlerin
dogrulugu veya yanlighg: sorusu, ‘Tann-vergisi’ niteliginden cok
bir ‘gbriis meselesi’ niteligini alir. Bir insanin, Godel ile birlikte,
Platonizmin uzun yolunu katetmege ve biylesine asir1 boyutlar-
daki kiimelerle ilgili matematik bildirimlerinin dogrulugunun
veya yanhgh@mn daima bir mutlak veya Platonik’ konu olup ol-
madifim aragtirmaya hazir olmasi, veya bir noktada bundan
vazgecip sadece kiimeler olduk¢a yapic ve normal boyutta oldu-
gu zaman mutlak dogruluk veya yanhgh@ arastirmas:, tartisma-
mizin digindadir. Bizim igin, biraz tnce degindigim standartlara
gire, onem tagiyan kiimeler (sonlu veya scnsuz) komik denecek
kadar kii¢iik boyutludur! Bu nedenle, cesitli Platonistik goriigler
arasindaki ayrim bizi fazlasiyla ilgilendirmeyecek.

Ancak, sezgicilik (ya da sonluculuk) gibi bagka matematik fel-
sefeleri de vardir ki, bunlar zit ugta yer alarak hangi sonsuz kii-
me olursa olsun, bunlarin tamamlanms varligim kabul etmeyi
red eder.* Sezgicilik, 1924'te, Hollandali matematikei L.E.J.
Brouwer tarafindan, matematiksel uslamlama yénteminde son-
suz kiimeler son derece serbest kullanildiginda kargsilaglabile-
cek (Russell'n ikilemi gibi) ikilemlere alternatif bir yvanmt —for-
malizminkinden farkh— olarak ileri stiriillmiigtiir. Bu gériigiin

* Bezgicilik, insan digiincesini yansithif distintldiga igin bu adla anhr.
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kolkderi, Platon’un 6grencisi olan fakat Platon’un matematiksel
nesnelerin mutlak varli ve sonsuz kiimelerin kabul edilebilirli-
g1 hakkindaki goriislerini red eden Aristoteles’e kadar uzanir.
Soz konusu goriige gire kiimeler (sonsuz veya degil), tzlerinde
bir ‘varhga’ sahip degillerdir; sadece, sistem kapsaminda ele-
manlarm tayin eden kurallar sayesinde ele alinahilirler.

Brouwer'in sezgicilifinin karakteristik bir ozelligi, ‘Gelinciiniin
olmazh@ yasas’m kabul etmemesidir. Bu yasa, bir bildirimin
olumsuz geklinin red edilmesinin, bu bildirvimin énermesi ile eg-
degerde oldugunu savunur. (Simgelerle ifade edildiginde: ~ (~ P)
< P.) Herhalde Aristoteles de, mantiksal yénden bu kadar ‘agik
secik’ ifade edilen bir énermenin red edilmesinden mutsuziuk
duyardi! Basit ‘sag duyu’ terimleriyle agklandifinda stz koenusu
yasa, “kendini kamtlayan dogruluk’ olarak yorumlanabilir: Bir-
seyin dogru olmadig: yanligsa, bu gey kuskusuz dogrudur! (Bu
yasa, reductio ad absurdum ytnteminin temelini olusturur (Bkz.
8. 71). Fakat, sezgiciler, bu yasay yadsiyabileceklerinin farkina
vardidar. Ciinkil temelde ‘varclus’ kavramna farkh bir yaklasim
getiriyorlar ve bir matematiksel nesnenin gercekten varoldugu-
nu kabul etmeden 6nce onun kesin bir (ussal) yapisimin sunul-
masim gerekli goriiyorlardi. Buna gére sezgici igin ‘varolug, ‘ya-
picz varolug’ anlamimdadir. Reductio ad absurdum yontemine uy-
gun bir énermede bir varsayim ileriye siiriiliirken, sonuclarnmn
bir celiskiye gotiirebilecegi, bu celigkinin séz konusu varsayimin
vanhs olduguna dair istenilen kamt saglayacag imé edilir. Var-
sayim, belirli baz tzelliklere sahip matematiksel bir nesnenin
varolmadigim éneren bir bildirime dénugebilir. Bu durumda bir
celiski goriilirse, basit matematikte gkanlacak anlam, éngbri-
len varhgin gercekten varoldugudur. Fakat boyle bir sav, kendi
bagina, boyle bir varhg inga edecek bir yontem saglayamaz. Bir
sezgiciye gore bu gesit bir varolus, highir zaman varolus clamaz;
ve iste bu baglamda, tigiinciiniin olmazh yasasm ve reductic
ad absurdum yéntemini kabullenmeyi red eder. Gercekten de
Brouwer bu gesit bir yapici-olmayan ‘varclug'tan hic hoglanma-
mugtir.” Gergek bir yapilandirma olmaksizin béyle bir kavram an-
lamsizdir diyerek tezini savunmugtur. Brouwer mantifinda, bir
nesnenin varolmayisinin yanhghgmdan bu nesnenin gercekien
varoldugu anlami gtkarilamaz!
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Kanimea, matematiksel varclugta vapicilik aramanin takdir
edilecek bir yam olmakla birlikte Brouwer’in sezgicilik gériigi
biraz fazla agiridir. Brouwer fikirlerini ilk kez 1924'de, yani
Church ve Turing’in eserlerinden on yildan fazla bir stire 6nce,
agiklamastir. Simdi artik, yapicilik kavrami —-Turing’in hesapla-
nabilirlik fikri baglaminda—, matematiksel felsefenin aligildik
cergevesinde incelenebildigine gore, Brouwer’in bizi yénlendir-
mek istedigi asiribiklara gitmemiz gerelkmiyor. Yapiahgl, mate-
matiksel varolug konusundan ayr: bir konu clarak ele alabili-
riz. Sezgicilifin izinde gidersek, matematigin kapsadifn cok
glcli énermeleri kullanmaktan kendimizi ahkoymamiz gerekir
ki kenu hévlece tikanacak ve kisirlasacalktrr.

Sezgici gorisun insam icine sirtkleyebilecegi cesitli zorlule-
lar ve giriniisteki tuhafliklar ayrintilariyla anlatmak istemi-
yorum; fakat, kargilagilabilecek sorunlardan bir kagma degin-
mek yararly olabilir. Brouwer'in sikca verdigi bir érnek, m'nin
ondalik aciiimiyla ilgilidir:

3.141592653589793...

Bu ondalik agithmin herhangi bir yerinde yirmi adet birbirini iz-
leven yvedi rakam

n=3.141592653589793... TITTITTITTT7T77TI779...;

var mi yoksa yok mu? Basit matematiksel ifadeyle, su anda bii-
tin soyleyebilecegimiz va ‘var’ ya da ‘yok’ demektir —ancak bun-
lardan hangisinin yamt oldugunu bilmivoruz! Bu, yeterince za-
rarsiz bir bildirim gibi gorinebilir. Ancak, sezgiciler, “T'nin on-
dalik acihiminin bir yerinde birbirini izleyen yirmi adet yvedi ra-
kami vardir, aksi halde yoktur’ ifadesinin gecerliligini— bisyle bir
acilimin bulundugu veya bulunmadig (kendilerince kabul edile-
bilir yapic bir tarzda) saptanmadikea veya saptamncaya kadar
—inkér edeceklerdir! w'nin ondalik actliminin bir yerinde birbiri-
ni izleyen yirmi adet yedinin dizilimini géstermek icin degrudan
hesaplama veterli olacakken, béyle bir dizilimin gercekte bulun-
madigim géstermek icin bir matematik teoremine ihtivac vardir.
Highir bilgisayar, bugiine degin, w'nin hesabhinda, biyle bir dizili-
min varcldugunu saptayacak kadar gelismemistir. Biyle bir di-
zilimin varligini olasilik cercevesinde imit edebiliriz ama bir




138 « Dogruluk, Kanit ve Sezgi

bilgisayarin diyelim saniyede 10%¥iglem hizinda basamak iretti-
gini varsaysak bile, acthmi bulmak icin yiiz il4 bin yil arasinda
bir siire gerekebilir! Bence, béyle bir aglimin varlifinin, dogru-
dan hesaplanmaktan cok, bir giin, matematiksel iglemle saptan-
mag olasihii daha fazla gorlintiyor (bu belki cok daha glcli ve
flgine bir teoremin yan sonucu olur) —ama sezgiciler tarafindan
onaylanmayacak bir tarzda saptanacaktir!

Bu bzel sorun matematigin gercek ilgi alanina girmez. Ank-
lamasi kolay oldugu igin yalmzea bir érnek olarak verilmigtir.
Brouwer, kendi agir sezgicilifinin ¢ercevesinde, 7'nin ondalik
acthmimn bir yerinde pes pese gelen yirmi adet yedinin varh-
ginmn $u an icin ne dogru ne de yanhs oldugunu savunacaktar.
Gelecekte bir giin bu veya su sekilde dogru yvanit, hesapla veya
(sezgisel) matematiksel kamtla, bulundugu takdirde énerme,
duruma gire ‘dogru’ veya ‘yanlig’ olacaktir. Buna benzer bir di-
ger drnek ‘Fermatn son teoremi’dir. Brouwer’in agir1 sezgici
goriigiine gdre, simdilik, bu tesrem de ne dogru ne yanhstir, fa-
kat gelecekte bir tarihte dogru da olabilir yanlhis da.* Bence,
matematiksel dogrulugun bu cesit dznelligi ve zamana-bagrml-
Iigh hi¢ hoslamilmayacak bir niteliktir. Bir matematik sonucu-
nun resmen kamtlanip kantlanmadigh veya ne zaman kanit-
landig1 gercekten 6znel bir konudur. Matematiksel dogruluk bu
cesit topluma bagh kriterlere dayandinlmamalidir. Zamana gé-
re defigen bir matematiksel dogruluk kavramina sahip olmak,
fiziksel diinyay: tammmlamak i¢in insamin givenle kullanabile-
cefZini umdugu matematik yoniinden, en iyimser bir ifadeyle,
beceriksizlik ve olumsuzluktur. Sezgicilik tezini savunanlarn
hepsi, Brouwer kadar agiri bir tutum takinmayacaktir. Ama
nasil olursa olsun, yapilandirmacalifin amaclarna sempati du-
vanlar icin bile sezgici bakis ags, ackea girildiagi gibi pek bir
hantaldir. Sadece uygulanabilecek matematiksel uslamlama
yoniinden cok sinirlayici olmasi gibi tek olumsuz 6zelligi nedeni
icin bile gliniimiziin matematikcilerinden pek az, sezgiciligi
ciddiye alabilir.

Glinlimiz matematik felsefesinin iic ana akimim kisaca ta-
mimladim: Formalizm, Platonizm ve Sezgicilik. Matematiksel

*Nitekim bu teoremin dogrulugu 1998'de Ingiliz matemaiikeisi A. Wiles tarafindan ka-
mitlanmis ve kantin dogrulugu genel kabul gérmiistiir (e.n.]
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dogrulugun mutlak, digsal ve ebedi oldugunu ve insan-yapis:
kriterlere dayanmadifiini, matematik nesnelerinin kendilerine
ozgil ve zamanla simirli olmayan bir varhga sahip olduklarim,
ne insan toplumuna ne de belirli fiziksel nesnelere bagh olma-
difinm1 savunan Platonik gérige yakinhk duydugumu gizlemiyo-
rum. Platonizm ile ilgili gorislerimi bu kisimda, bir énceki ka-
sumda ve I1II. Bslimin sonunda agikladim. Umarim okuyucum
bu konuda benimle beraber yola citkmaya hamirdir. Yol iizerinde
kargdagacaklanmiz igin bu énemlidir.

Turing’in Sonucundan Cikan
Godel-Tipi Teoremier

Gédel teoremini sunarken bircok ayrintiyva, bu arada tarihsel
olarak belki de en 6nemlisine, aksiyomlarin tutarhhgnin ‘ka-
rar verilemez’ olduguna iliskin sava, deginmedim. Amacim,
Hilbert ve gagdaglan igin biiyik énem tasiyan ‘aksiyomun tu-
tarhibgmin —kamtlanabilirligi problemini vurgulamak degil, fa-
kat Godel'in belli bir énermesinin, ele aldigimiz bigimsel siste-
min aksiyomlarnni ve kurallarint kullanarak ne kanitlanahilir
ne de ciirtitiilemez oldugunu gosteremeyecegimizi, ancak islem-
lerin anlamlarma ‘sezgiyle’ ulagirsak, dogru bir énerme oldugu-
nu acikea enloyacagimizt vargulamakiir!

Turing’in, Gédelin yapitima inceledikten sonra, kendi teore-
mini, dorma probleminin c¢éziilemezlifine dair teoremini, gelig-
tirmig oldugunu séylemigtim. Her iki teoremin bir¢ok ortak
noktas: bulunmaktadir ve gercekten de, Godel'in sonucuna Tu-
ring’in yéntemiyle ulagsilabilir. Bunun nasil gergeklesecegini in-
celeyelim ve bu arada Godel teoreminin altinda neler yattign
halkkinda oldukea farkh bir bakis acis1 edinelim,

Bicimsel matematiksel sistemin baglica 6zelligi, verilen bir
matematiksel onerme ile ilgili simgeler diziginin, sistem cerceve-
sinde, bir kanit clustuwrup olusturmadigina karar vermek islemi-
nin hesaplanabilir olmasini gerektirmesidir. Matematiksel kamt
ditgiincesinin bicimlestirilmesinde yegane amac, ne de olsa,
gegerli bir uslamlama yontemi icin karar almak zorunda kalma-
maktir. Onerilen bir kanitin gercekten bir kamt olup olmadigm,
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titmiiyle, mekanik ve énceden belirlenmis bir yontemle kontrol
stmek miimkiin olmalidir; bagka bir deyigle, kamtlar: kontrol
eden bir algoritma bulunmalidir. Cte yandan, énerilen matema-
tiksel bildirimlerin kamtlamp: (veya kargit- kamitlarim) bul-
mak, mutlaka algoritmamn gérevidir demiyoruz.

Gergekte, herhangi bir bigimsel sistemde ne zaman bir kanit
varsa, kamiti bulmak igin bir algoritma da daima vardir. Ciin-
kii, sistemimizin, szmarh bir simgeler ‘alfabesiyle’ ifade edilebi-
len dilde formiile edildigini varsaymahyiz. Daha dnce yaptifi-
miz gibi, simge dizilerini, her bir dizi uzunluklarna gére alfa-
betik siralanmak sartiyla leksikografik olarak siraliyalim (s.
138). Boylece, dogru inga edilen tim kamitlarn, leksikografik
plédna uygun numaralanarak siralanmasim saglamig oluruz.
Kanitlar listemize sahip olmakla, formel sistemin tim feorem-
lerine de sahip oluruz. Cinkd teoremler, dogru gekilde inga
edilmis kanitlarin son siralarinda yer alan énermelerdir. Siste-
min #im simgelerinden clugan dizilerinin leksikografik listesi-
ni, bu diziler kamt olarak anlam tagisin veya tasimasin, dikka-
te alabilir ve sonra, ilk diziyi, kamt olup olmadigini denemek
icin kamit-sinama algoritmamizla test ederiz ve kanit degilse
listeden atarz; sonra ikinci diziyi ayni sekilde test eder ve ka-
nit olmadigim anlarsak onu da listeden gkanrz; sonra liglineii-
siinii, dordiincisiind vb. aym sekilde test ederiz. Bu gekilde, bir
kanit varsa onu, sonugcta, listenin bir yerinde buluruz.

Hilbert, matematik sistemine, sistem kapsaminda dogru for-
miile edilmis herhangi bir matematik énermesinin dogrulugu-
na veya yanlighgma formel bir kamtla karar vermemizi sagla-
yacak kadar giiclii bir aksiyomlar ve kurallar sistemi bulmay:
basarsaydi, bu gibi énermelerin dogruluguna karar verilmesini
saglayacak genel bir algoritmik yonteme sahip olacaktik. Bu ni-
cin béyle? Ciinkii, yukanda genel hatlariyla ¢izilen yontemle
aradifimiz dnermeye listenin son satirnnda rastgelirsek, oner-
meyi ispatladik demektir. Ama bunun yerine, tnermemizin
olumsuz sekliyle karsilasirsak, onermemizi ¢érdimiis oluruz.
Hilbert'in programi eksiksiz olsaydi, bu sonuglardan birine ve-
ya digerine sonugta mutlaka ulagirdik (ve, tutarh olmas: duru-
munda iki sonug birlikte asla meydana gelmezdi). Boylece, me-
kanik yéntemimiz herhangi bir agamada daima son bulacak ve
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biz de sistemin titm énermelerinin dogrulugu veya yanhshg
hakkinda yargiya varmamizi saglayan evrensel bir algoritmaya
sahip olacaktik. Bu durumda, matematik onermeler hakkinda
genel bir algoritma bulunmadifina dair Turing’in vardigy sonu-
cun aksi kamitlanmis olacakt:. (Bkz. Bolim II) Sonuc olarak
Gédel’in, Hilbert-tipi hicbir programin, tartismakta oldugumuz
baglamda eksiksiz bir program olamayacag geklindeki goriigii-
nii fillen kamitlamig olurduk.

Aslinda Gé6delin teoremi bundan daha 6zel bir amacla inga
edilmistir. Cinkli Godel'in ilgilendigi bicimsel sistemden, genel
matematik $nermeler i¢in de@il yalmz aritmetik énermeler i¢in
veterli olmasi beklenmekteydi. Turing makinelerinin gerekli
tiim islemlerinin aritmetikten yararlanarak uygulanmas: olasi
mudir? Bagka bir deyigle, dogal sayilarin tim hesaplanabilir
aksiyomlar (yani, Turing makinesinin iglemlerinin sonucu tek-
rarlayan, veya algoritmik fonksiyonlar) basit aritmetik terimle-
riyle ifade edilebilir mi? Gerc¢ekte bunu yapabiliriz ama tam
olarak degil. Standart aritmetik ve mantik kurallarina (3 ve V
dahil) gire bir islem daha yapmahyiz. Bu islem, sadece

‘K(x)1 dogrulayan en kiiclik dogal say1 x¥’

secer. Burada K( ) aritmetik iglemlerle hesaplanan herhangi
bir énergesel fonksiyon olup, kargithginda béyle bir saymm bu-
lundugu varsayihr; yani 3 x[K(x)] dogrudur (Béyle bir say1 bu-
lunmasayd islemimiz, varolmayan ve bulunmas: istenen x sa-
yisim bulmak cabas: igerisinde ‘sonsuza kadar stiregiderdi)™.
Ne olursa olsun, Turing'in sonucuna dayali yukarndaki sav,
Hilbert’in, bicimsel sistem cergevesinde tiim matematik dalla-
rini hesaplara indirgeyen programimn savunulamayacagini
gosteriyor. g

Yontem, bu sekliyle, dogru fakat sistem igcerisinde kamtlana-
mayan bir Godel énermesine (P,(k) gibi) sahip oldugumuzu he-
men gostermez. Ancak, I1. Boliim’deki (s. 83) ‘bir algoritmay1 na-
g1l altedebiliriz’ tartismasim hatirlarsaniz, buna cok benzer bir

“ Bu tiir sanssiz olasiliklarin meydana gelmesine izin vermek gerekir; biylece
herhangi bir algoritmik iglemi tanimlamak sansina sahip olabiliriz. Turing ma-
kinelerinin genel tammini yapabilmek igin, ashinda hi¢ durmayan Turing maki-
nelerine hoggdriivle baktiiimizl ammsayiniz.
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seyi burada yapabilecegimizi goreceksiniz. Hatirlayacafimz gi-
bi, bir Turing makinesinin isleminin durup durmayacagna ka-
rar vermek icin herhangi bir algoritma verildiginde, calisacagim
bizim anlayacagumz fakat algoritmanin anlayamiyacag bir Tu-
ring makinesi iglemini tretebiliriz (Algoritmanin, bir Turing
makinesi igleminin ne zaman duracag hakkinda bize dogru bil-
gi vermesi gerektigi konusunda 1srar ettigimizi, ama bazen algo-
ritmanmn kendisi sonsuza kadar igledigi icin, Turing makinesi-
nin ne zaman duracaginm bize bildirmedigini animsayimz). Bu
nedenle, Godel'in teoreminde oldugu gibi, verilen algoritmik is-
lemin basaramadighni ger¢eklestiren bir snermeye sahip olarak,
sezgiden yararlanarak, genelde nevin dogru oldugunu {Turing
makinesinin igleminin dormayacagim) gérebiliriz.

Tekrarh Sayilabilir Kiimeler

Turing'in ve Godel'in sonuclarinin temel égelerini kiime te-
orisi dilinde, grafik bigimde, tanimlamanin bir yolu vardir. Boy-
lece esas konulann 6n plana akabilmesi icin, belirli simge sis-
temleriyle veya formel sistemlerle zorunlu tamimlamalar yvap-
maktan kurtulabiliriz. {4, 5, 8}, {0, 57, 100 003}, {6}, {0}, {1, 2, 3,
4, ..., 9999}, {0, 1, 2, 3, 4, ...}, (0, 2, 4, 6, 8, ...}, hatta tam kiime
N= (0, 1, 2, 3, 4, ...} veya bog kiilme @ = { ] gibi kiime gruplarim
inceleyebilmek icin yalmiz 0, 1, 2, 8, 4, ..., gibi (sonlu veya son-
suz) dofal sayr kiimelerini inceleyecefiz. Sadece hesaplanabilir
sorularla, ornegin: ‘Hangl tiir dogal say1 kiimeleri algoritmalar
tarafindan dretilebilir, hangileri dretilemez? gibi sorularla ilgi-
lenecegiz.

Bunun gibi konulan ele almak i¢in, istersek, her bir n dogal
saytsuun belirli bicimsel bir sistemde belirli bir simgeler dizisi-
ni temsil ettigini diginebiliriz. Bu, sistemdeki énermelerin
(‘stz dizimi’ dogru yapilmig) leksikografik siralamasina gore
simgelerin n’inci sirasi, yani @, olacaktir. Her dogal say1 bir
onermeyi temsil eder. Formal sistemin tim Snermelerinin kii- -
mesi, N kiimesinin timi tarafindan temsil edilecek, ve érne-
gin, bicimsel sistemin teoremleri, dogal sayilarin daha kiiciik
bir alt kiimesini, érnegin P kiimesini, olugturacaktir. Ancak,
snermelerle ilgili herhangi bir beliri numaralama sisteminin
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detaylar tnemli degildir. Dogal sayilarla dnermeler arasinda
baglanti kurmak icin thtivactmiz olan tek sey, kendisini temsil
eden n dogal sayisindan (uygun bir simgeler sisteminde yazil-
mig) Q, énermesini elde etmek i¢in bilinen bir algoritma, ve
Q,'den n’yi elde etmek icin bir bagka algoritmadir. Béyle iki al-
goritma verildifinde, 6zel bir formel sistemin énermelerinin k-
mesiyle, dogal sayilar kiimesi N’i dzdeglestirebiliriz.

Tdm Turing makinelerinin tiim iglemlerini kapsayacak ka-
dar genis kapsaml, tutarll —ve aym zamanda, aksiyomlarinin
ve yéntem kurallarimin ‘doffru oldugunu kendiliginden kanit-
lar’- seklinde nitelenebilecek kadar ‘duyarl’ oldugu bir bicim-
sel sistem secelim. Artik, bicimsel sistemin Q,, Q;, Qs, Qs,... gi-
bi énermelerinden bazilan, sistem icerisinde gergekten kanitla-
ra sahiptir. Bu ‘kanitlanabilir’ énermelerin numaralar;, N’de
bir altkiime, bir P “teoremler’ kiimesini olusturacaklardir. Be-
lrli bir bi¢cimsel sistemde dnermeleri kamitlaryla birlikte birbi-
ri arkasina tireten bir algoritma bulundugunu daha &nce gor-
miigtiik (n’den algoritmik olarak 7'inci kamt’ [T,'in elde edildi-
gint daha 6nce agiklamigtik. Biitiin yapmamiz gereken, sistem
kapsamnda kamtlanabilir n’inci énermeyi, yani n’inci teoremi
bulmak icin n’inci kanitin son dizesine bakmaktir). Oyleyse,
P'nin elemanlanm pespege iireten (tekrarlar bulunmas fark et-
mez) bir algoritma var elimizde.

Bir algoritma kullamlarak iiretilebilen P gibi bir kiime, tek-
rarl sayilabilir kiime adiyla anilir. Sistem kapsaminda kanitla-
namaz olan énermelerin, yani tersleri kanitlanabilir énermele-
rin, {yolumuza devam ederken terslerini almak suretiyle kamt-
layarak sayabildigimiz i¢cin aym zamanda tekrarh sayilabilir
kitme olugturduklarim unutmayalim) tekrarh sayilabilir bircok
alt-klimesi vardir, ve bunlarm tammlamak icin formel sistemi-
mize bag vurmak gerekmez. Tekrarli sayilabilir kiimelerin ba-
sit 6rnelkleri, cift saylar kimesi

{0,2,.6,8, ..,

kareler kiimesi

{0.1,2,9,18, ...},
ve asal sayilar kiimesi

12,3,5,7, 11, ..)dir.
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Agkea goriildiigi gibi bu kiimelerden her birini bir algoritma
vasitasiyla firetebilmekteyiz. Yukarida verilen Ug¢ érnekten her
birinde kiimenin tiimleyeninin, yani kiime icinde yer almayan
dogal sayilar kiimesinin de tekrarlh sayilabilir oldugu goriile-
cektir. 85z konusu ¢ trnekte, timleyen kiimeler, sirasiyla,
soyledir:

(1,3,5,7,9, %;
2,3,5,6,7,8,10,...1; ve
{0,1,4,6,8,9, 10, 12, .1

Bu tiimleyen kiimeler icin de bir algoritma iiretmek kolay ola-
caktir. Gercekten de, herhangi bir n dogal sayisimn ¢ift olup ol-
madifina, kare olup olmadifina veya asal say1 olup olmadifina
algoritmik olarak karar verebiliriz. Béyle bir algoritmay:, hem
asil kiimeyi hem de onu tiimleyen kiimeyi Gretmek i¢in kulla-
nabiliriz. Hem kendisi hem de tiimleyen kiimesi tekrarh sayila-
bilir bir kiimeye yinelenen kiime denir. Elbette ki yinelenen bir
kiimenin tiimleyeni de bir yinelenen kitmedir.

Peki, tekrarli sayilabilir fakat yinelenemiyen kiimeler var
mdir? Biraz durahm, bakalim bunun arkasindan ne gelecek.
Béyle bir kiimenin elemanlan bir algoritmayla tretilebilecegi-
ne gore, kiimede yer aldigindan kuskulandifimiz —ve, bir an
icin gercekten kiimede yer aldigim varsayalim— bir elemanin
gercekten kitmenin elemani olup olmadigina karar vermemizi
saglayacak bir araca sahip olacagiz. Bize gerekli olan tek gey,
algoritmamizin, incelemekte oldugumuz elemam buluncaya ka-
dar kiimenin tiim elemanlarini taramasina izin vermektir. Fa-
kat, varhgindan kugkulandighimiz elemanin kiimede gergekten
bulunmadigim varsayalim. Bu durumda algoritmamiz ise yara-
myyacaktir, ¢inkd bir karara varmaksizin taramasini sonsuza
dek siirdiirecektir. Bu nedenle, ‘tiimleyen’ kiimeyi tiretmek icin
bir algoritmaya thtiyacimiz vardir. Her iki algoritmayla dona-
nimh olarak kendimizi yeterli hissetmemiz gerek. ki algorit-
madan birini ya da digerini kullanarak zanliy1 her durumda
yakalayabiliriz. Ancak, bu mutluluk, yinelenen bir kiimeyle ne
vapacagimiza baghdir. Burada kiimemizin yalmzca tekrarh sa-
yilabilir oldugu fakat yinelenen nitelikte olmadigl varsayilmig-
tar: Tiimleyen kiimeyi Wretmek i¢in ¢nerdifimiz algoritma orta-
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da yoktur! Boylece tuhaf bir durumla kars1 karsiyayiz. Kiime-
deki bir elemanin ger¢ekten kiimede olup olmadigina algoritma
yardimyla karar verecegiz, ama gergekten kiimede olup olma-
digim yine algoritmayla garanti edemiyoruz! Boyle bir durumla
gercekten karsilasilabilir mi? Tekrarh sayilabilir fakat yinele-
nemeven kiimeler gercekten var mudir? Peki, P kitmesinden ne
haber? Yinelenen bir kiime midir? Tekrarh sayilabilir oldugunu
biliyoruz. Oyleyse tiimleyen kiimenin de tekrarh sayiabilir
olup olmadigina karar vermemiz gerekiyor. Ashnda, P tekrarh
sayilabilir kiime degildir! Bunu nasil kamtlayabiliriz? Pekéla,
Turing makinesinin iglemlerinin, bicimsel sistemimizin iglem-
leri arasinda yer aldiginin varsayildigim hatirlayiniz. n'inei Tu-
ring makinemizi T, ile gdsterdifimize gore

., (n) durur’

bildirimi bir Snermedir. Bicimsel sistemimizde her bir n dogal
sayisl icin bu énermeyi S(n) ile gosterelim. S(n) 6nermesi n’nin
baz1 degerleri igin dogru, baz degerleri icin yanls olacaktrr.
Dogal sayilar 0, 1, 2, 3, ..., n tarafindan taranirken, tiim S(n)
kitmesi, N’in alt-kiimesi olan S ile temsil edilecektir. Simdi,
Turing’in temel sonucunu (II. Bélim, s. 70) hatirlayin: T,,(n)in
ashnda durmadigy durumlarda “T,(rn) durmaz’ énermesini dog-
rulayan bir algoritma yoktur. Bu sonug, vanhg S(n)ler kitmesi-
nin tekrarh sayilabilir olmadifim gostermektedir.

Sin P’de yer alan kasoanin, dogru S(n) lerden olustugunu go-
riilyoruz. Bu neden boyle? Kugkusuz herhangi bir S(n) kanmitla-
nabilir ise, dogru clmahdir (cinkd formel sistemimiz anlamiz
secilmistir!) Bu nedenle, 8'in P kiimesinde yer alan kismm, sade-
ce dogru S(n) tnermelerinden olugmahdr. Ustelik, P kiimesi-
nin kapsami disinda hichir dogru S(n) énermesi yer alamaz,
ciinkd 7,(n) durursa, gercekten sistemin icerisinde yer alan bir
kamt elde edebiliriz.*

Simdi, diyelim ki, P kiimesini tiimleyen kiime tekrarh sayila-
bilmektedir. Bu durumda, bu tiimleyen kiimenin elemanlarim
iiretmek icin bir algoritmaya ihtiyacimz olacaktir. Bu algorit-

= Kamt, duruncaya kadar calisan makinenin hareketini yansitacak asamalar
silsilesinden olugabilirdi. Makine durur durmaz kamit tamamlanmig olurdu.
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may1 tarayarak rastladigimmz her S(n) énermesini kaydedebili-
riz. Kaydedecegimiz tiim S(n) énermeleri yanlis énermeler ola-
cagl icin yontemimiz ashnda bize yanlis S{n) énermeler kiime-
sinin tekrarh sayimim verecektir. Fakat, yanhg S{n) dnermele-
rinin tekrarh sayilabilir olmadifim biraz énce belirtmistik. Bu
geliskiye dayanarak, P'nin timleyen kiimesinin tekrarh sayila-
bilir olmadigim séyleyebiliriz. Oyleyse, kamitlamaya ¢alistig-
miz gibi, P kiimesi yinelenen bir kiime degildir.

Bu ozellikler, gercekte, bigimsel sistemimizin tam olmayaca-
gim gosterir. Bagka bir devigle, sistemin icerisinde ne kanitla-
nabilir ne de ¢lritilebilir énermeler yer almalidir. Ciinki, bu
gibi ‘karar verilemez’ dnermeler bulunmazsa, P kitmesini tiim-
leyen kitmenin, ¢iriitiilemez onermeler kiimesi olmas gerekirdi
(kanitlanamayan herhangi bir sey ciiriitilemez). Fakat ciiriitii-
lemez énermelerin, tekrarh sayilabilir kiime olusturduklarin:
gormistiik. Oyleyse bu durumda P kiimesi yinelenen kiime ol-
malichr. Ancak P, yinelenen bir kiime degildir. Iste bu celiski bi-
¢cimsel sistemin tamamlanamiyacagim gosterir, ve Godelin te-
oreminin ana savidir.

Peki, N'nin formel sistemimizin dogru dnermelerini temsil
eden alt-kiimesi T ne olacak? T yinelenebilir bir kiime midir? T
tekrarly sayilabilir mi? T'yi tiimleyen kitme tekrarh sayilabilir
mi? Gercekte, tiim bu sorularin yamt: ‘Hayir'dir. Bunu anlama-
nin hir yolu,

T, (m) durur’

bildiriminin yanls énermelerinin bir algoritmayla tiretilemiye-
cegini, daha once yaptifimiz gibi, géstermektir. Bu nedenle,
vanhs dnermeler, biitiin olarak bir algoritma tarafindan {ireti-
lemezler, ¢linkii biyle bir algoritma, tim yanhis ‘T,(n) durur’
énermelerini dzellikle sayacaktir. Aym sekilde, tiim dogru éner-
meler kiimesi de bir algoritma tarafindan iretilemez (¢iinkii
biyle bir algoritmaya, tirettiZi her bir snermenin tersini aldirt-
mak suretiyle, tim yanlis onermeleri tretmesi basit bir sekilde
saglanabilir). Dogru dnermeler tekrarh sayilabilir olmadigina
(yanhg tnermeler de &yle) gire, sistemin kapsaminda kamtla-
nabilir énermelere kiyasla ¢ok daha karmasik ve derinlemesine
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bir yap1 olustururlar. Bu durum yine Gédelin teoremine bir 6r-
nektir: Matematiksel dogruluk kavramina, formel bir sav yo-
luyla ancak kismen ulasilabilir.

Ancak, tekrarh sayilabilir kiimeler olugturan bazi basit dog-
ru aritmetik énerme simflar vardir. Grnegin,

3w, x...,z[flwx,..,2) =0]

gibi dogru énermelerin ~burada f{ ), toplama, ¢itkarma, ¢arpma
ve karesini alma gibi basit aritmetik islemlerden ing4 edilmig
herhangi bir fonksiyondur —tekrarl sayilabilir kiime olugturdu-
gunu (bu kiitmeye A diyorum) gérmek zor degildir.® Bu cesit bir
énermenin drnegi, dogru olup olmadigint bilmememize karsin,
‘Fermat’in son teoremi’in olumsuz seklidir. Onermenin A ) de-
geri, asagidaki iglemle saptanabilir;

fw, x, v, 2) = (c+ 1)%+3 4 (y + 1748 — (z + 1)w3

Ancak, A kiimesi hic de beklendigi gibi yinelenen bir kiime de-
gildir (Ilk haliyle Godel teoreminin bir sonucu olmasina kar-
sin goritlmesi pek de kolay olmayan bir olgudur). Béylece,
‘Fermat’in son teoremi'nin dogru veya yanhs olduguna, ilke
olarak bile, karar vermemizi saglayacak bir algoritma bula-
madak!

Sekil 4.1’de yinelenen bir kilmeyi, verilen bir noktanin ka-
meye ait olup olmadigimi dogrudan soylemenin miimkin oldu-
gunu diistinebilmemiz i¢in, basit sinirlara sahip bir alan sek-
linde gsematik olarak gostermeye calistim. Resimdeki her nok-
tamin, dogal bir sayiyl temsil ettigi dégiinitlmelidir. Tiimleyen
kiime de, basit gériiniiglii bir alan olarak gésterilmektedir. Se-
kil 4.2°de, tekrarh sayilabilir fakat yinelenmeyen bir kitmeyi
karmagik sinirlara sahip bir kiime olarak gostermege calis-
tim; bu resimde, simirm tekrarh sayilabilir tarafindaki kiime-
nin, diger taraftaki kiimeye kiyasla daha basit gortiniimli ol-
masina galigilmstir. Sekiller son derece gematik tasarimlan-
mig olup, herhangi bir anlamda ‘geometrik yénden dogru’ ol-
malar: amaglanmamistir. Ozellikle, diz iki-boyutlu bir diiz-
lem gibi gosterilmis olmalarinin bir énemi yoktur! Sekil

:
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Sekil 4.1. Yinelenen bir kitmenin son derece gematik tasarimi.

Sekil 4.2. Tekrarh sayilabilir fakat yinelenemeyen bir kitmenin (siyah alan) son derece
sematik tasarimi. Amag, beyaz alanmnin, hesaplanarak trefilebilen siyah alan gikanl-
diktan sonra sadece ‘geriye kalan’ olarak nitelenebilecefini gistermektir; bir noktamn
gercelte beyaz alanda yer aldigin: iddia etmek hesaplanabilir bir konu degildir.

4.3'de, P, T ve A alanlarinin, N kiimesi icerisinde nasil yer al-
diklarini sematik olarak gésterdim.
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Mandelbrot Kiimesi Yineienen
Bir Kiime midir?

Yinelenmeyen kiimeler, geregince karmagik olma ézelligine
sahip olmalidirlar. Karmagikliklar, bir anlamda, tim sistem-
legtirme girisimlerine kars1 koyacak 6lgiide olmahdir. Aksi hal-
de, boyle bir sistemlegme herhangi bir uygun algoritmik yonte-
min elde edilmesiyle scnuglanabilir. Yinelenmeyen bir kiime
icin, bir elemanin (veyva ‘noktanin’) kiimeye ait olup olmadigina
karar vermekle ilgili genel bir algoritmik yontem vyoktur. IIL
Béliim’in baginda, Mandelbrot kiimesi adiyla amilan, olaganiis-
tit karmagik gortiniigli bir kiimeyle tamgmigtik. Tamimlanma-
sinda kullamlan kurallar gagilacak kadar basit olmasina karsin
bu kiime, son derece dzenli bir yapimin sonsuz cegitlerini sergi-
ler. Olimlii gozlerimizin 6niine serilen béyle bir yapi, yinelen-
meyen bir kitme érnegi olabilir mi?

Ancak okuyucu, bu son derece karmagik yapinin, yitksek-
hizl: modern elektrenik bilgisayar teknolojisiyle girebilmemiz
i¢in ingd edildifine dikkat etmekte gecikmeyecektir. Elektronik
hilgisayarlar, algoritmik islemin nesnellegmis sekli degiller mi-

Sekil 4.3. Cesitli nermeler kiimelerinin son derece sematik tasarmm. Sistemde kanitla-
nabilir énermeler kitmesi P, A gibi, tekrar tekrar sayilabilir olmasina karsin yinelenebi-
lir degiidir; dogru énermeler kiimesi, T, tekrar tekrar saylabilir bile degildir.
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dir? Kuskusuz dyledirler ama bu resimleri bilgisayarin firettigi-
ni unutmayalim. Argand dizlemindeki bir noktanin, yani bir ¢
kompleks sayisimin, Mandelbrot kiimesine mi (siyah renkli)
yoksa tiimleyen kiimeye mi (heyaz renkli) ait oldugunu sapta-
mak i¢in bilgisayar

z-rzZ+ ¢

gonderimini, ¢ sayiginl elde etmek icin dnce z = (’a, sonra ¢? + ¢
sayist elde etmek igin z = c'e, sonra of + 2¢% + ¢ + ¢ sayisin el-
de etmek icin z = ¢? + ¢ sayisina vh. uygulayacaktir. Eger, 0, ¢, ¢2
+ ¢, ¢+ 2¢% + ¢2 + ¢, ...dizisi yakinsaksa ¢ tarafindan temsil edi-
len nokta sivah renklidir; aksi halde beyaz renklidir. Makine,
biyle bir dizinin yakinsak olup olmadigim nasil bilir? Ilke ola-
rak bu soruda, dizinin sonsuz sayida terim sonrasmda ne olaca-
ginin bilindigi farzedilir. Yani soru, tek bagina, hesaplanabilir
bir konu degildir. Neyse ki, elemanlarin yalmz sonlu bir sayisin-
dan sonra dizinin raksak oldugunu siyvleyebilmenin birgok yolu
vardir (Gercelite, 1 + v2 yaricapindaki daireye ulasir ulasmaz
dizinin 1wraksak cldugundan emin olabiliriz).

Buna gtire, belli bir anlamda, Mandelbrot kiimesini ttimleyen
kiime (yani, beyaz alan) tekrarli sayilabilir bir kimedir.
¢ kompleks sayist beyaz alanda yer alivorsa, bu gercedi kamtla-
vacak bir algoritma da var demektir. Peki, siyah alandan, yvani
bizzat Mandelbrot kiimesinden ne haber? Siyah alanda yer al-
digh sanilan bir noktamn ger¢ekten sivah alanda yer aldifum
kesinlikle bildirecek bir algoritma var mi? Bu sorunun yamt:
heniiz bilinmiyor.® Bu konuda meslektaglarima ve uzmanlara
damstim. ama hic¢ birisi béyle bir algoritmanin varhgindan ha-
berdar girinmiiyordu. Béyle bir algoritmamn varolmadifina
dair bir kamta da rastlamamiglardi. En azindan, siyah alan
icin bilinen bir algoritma mevcut defil gibi girintiyor. Belki
Mandelbrot kiimesini timleyven kiime, aslinda, tekrarh sayila-
bilir fakat yinelenemeyen bir kitmenin érnegidir.

Bu éneriyi daha ac¢ik irdelemeden once, soylece degindigim
bazi konulart ayrintilamak gerekecek. Bu konular, fizigin he-
saplanabilirlifi ile ilgili olarak daha sonra yapacafimiz tartig-
malar yoniinden énemlidir. Daha énceki tartismalarda pek faz-
la acik ifadeler kullandigim sbylenemeéz. Argand diizlemindeki
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noktalarin kiimeleri, yani kompleks sayilarin kiimeleri, i¢in
‘tekrarh sayilabilir ve ‘yinelenen’ gibi terimler kullandim. Bu
terimlerin, kesinlikle, yalmz dogal sayilar veya diger sayilabilir
kiimeler icin kullanilmasit gerekir. I, Bélim’de (s. 101) reel sa-
yilarn sayilamadigimi ve bu nedenle kompleks sayilarin da sa-
yilamadifim ¢inki reel sayilarn, kompleks sayilarin dzel bir
tiird, yani sanal kisimlar: sifira egit kompleks sayilar (s. 105)
olarak diigiiniilebildiklerini gérmiigtik. Aslinda, reel sayilar
kadar ‘cok sayida’ yami C kadar, kompleks say: vardir (Komp-
leks sayilarla reel sayilar arasinda birve-bir iligki kurmalk icin,
her bir kompleks sayimn reel ve sanal kisamlarmin genigletil-
mig ondalik agillimlarim alabilir ve bunlarin karsit: reel saymin
tek ve cift rakamlarina gore iliskilendirebiliriz: Ornegin, 3.6781
.. +15812.975 ... kompleks sayis1 50132 | 6977851... say1smna
kars: gelecektir).

Bu sorundan kacinmanin bir yolu, yalniz hesaplanabilir
kompleks sayilarn kullanmaktir, ¢inkd III. Bélim’'de gordiigii-
miiz gibi, hesaplanabilir reel sayilar, ve bu nedenle de hesapla-
nabilir kompleks sayilar, gergekten sayilabiliv. Ancak bu konu-
da ciddi bir zorluk vardar: Ilgili algoritmalarina gére verilen he-
saplanabilir iki sayrun birbirine egit olup olmadigma karar ver-
memizi saglayacak bir algoritmaya sahip degiliz! (Aralarindaki

¥

Sekil 4.4. Birim disk, uygun bir baksg agisindan yinelenen bir kiime olarak yorumlanabilir.
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farky algoritmik yontemle olugturabiliriz ama bu farkin sifir
olup olmadigina algoritmayla karar veremeyiz. Sirasiyla
0.99999... ve 1.00000... rakamlarim iireten iki algoritmanin va-
roldugunu farzedelim. Tki sayinin egit oldugunu gosterecek ge-
kiide 9larin veya {larin sonsuza degin devam edip etmeyecekle-
rini, veya sonunda bir bagka rakamin ortaya ¢ikarak sayilarin
esit olmadigim gosterip gostermeyecegini asla bilemeyiz). Bu
durumda, bu sayilarin egit olup olmadigim asla égrenemiyebili-
riz. Argand dizlemindeki birim disk gibi basit bir kiimeyle bile
{(merkezden uzakliklarm bir birimden fazla olmayan noktalarn
kiimesi, yani Sekil 4.4’deki sivah alan) bir kompleks sayimn
disk tizerinde gercekten yer alip almadigina kesinlikle karar
vermemizi saglayacak bir algoritma bulunmayabilir. Sorun, dis-
kin i¢indeki (veya digindaki) noktalardan degil, fakat diskin tam
simirinda, yani bizzat birim ¢emberde, ver alan noktalardan
kaynaklanir. Birim ¢emberi, digkin bir par¢as: olarak kabul ede-
lim. Bir algoritmanin, herhangi bir karmagik sayinin reel ve re-
el olmayan kismina ait rakamlan iirettigini varsayalim. Bu
kompleks sayinin birim cember tizerinde ver aldigindan kugku-
laniyorsak, bunu mutlaka kamtlayamayabiliriz.

x2 4+ y2

hesaplanabilir sayisimin gercekien T'e egit olup olmadigma ka-
rar verebilecegimiz bir algoritma yoktur, ¢iinkii buna karar
vermek, hesaplanabilir kompleks x + ¢ ¥ sayisimn, birim gem-
ber tizerinde yer alip almadigimin saptanmasi kriterinden bag-
ka birgey degildir.

Kugkusuz, istedigimiz bu degil. Birim disk elbette yvinelenen
kiime kabul edilmeli. Birim diskten daha basit pek fazla kiime
yok! Sorunu ¢ézmenin bir yolu simirn gozard: etmek olabilir.
Diskin gergekten icindeki ve diskin gercekten digindaki nokta-
larla ilgili olarak bu gercekleri kamitlayan bir algoritma mev-

cuttur (Sadece x? + y2 rakamlarini pegpese tretersk

0.99999..’da ondalik noktasindan sonra 9dan bagka bir rakam,
veya 1.00000../de O’dan bagka bir rakam bulabiliriz). Bu bag-
lamda birim disk yinelenen bir kiimedir. Fakat savlarn, cogu
kez, simirlarda neler olup bittigine bakarak ifade edilmesi ge-
rektiginden, matematik yoninden bu bak:s agisi oldukea an-
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lamsiz bir yaklagimdir. Ote yandan, boyle bir bakis acs: fizik
yéniinden uygun olabilir. Bu konuya daha sonra dénecegiz.

Benimseyebilecegimiz ve konuyla vakindan iligkili bir goriis
olanag: daha var ve bu giriiste, hesaplanabilir kompleks say-
larla ilgilenilmiyor. 56z konusu kitmenin icindeki veya digindaki
kompleks sayilart saymaya calismak yerine, bir kompleks say:
verilmesi koguluyla, bu sayinin kitmenin iginde mi, yoksa tiimle-
yenin icinde mi ver aldigina karar veren bir algoritmaya gerek
duyanz sadece. ‘Verilmesi’ dedim, ¢ciinkii denemekte oldugumuz
her kompleks sayida, reel ve reel olmayan kisimlara ait birbirini
izleyen rakamlar, istedifimiz siirece, belki sihirli bir yéntemie,
birbiri ardma ortaya gikarlar. Bu rakamlan ortaya gkarmak
igin, bilinen veya bilinmeyen herhangi bir algoritmanin varol-
masina ihtiyacim yok. Yalmz ve yalmz kompleks sayinin gercek-
ten kiimede ver almas: koguluyla, tek bir algoritma bu gibi ra-
kamlar dizisine uygulandiginda, smmarl sayida asamalar sonrast
‘evet’ diyorsa, bir kompleks sayilar kitmesi, ‘tekrarli sayilabilir’
addedilecektir. Bu konuda agikladighmz i1k goriig gibi bu gériig
de, sinirlart ‘tammiyor’. Bu nedenle birim diskin icinin ve birim
diskin digman her biri, bu anlamda, tekrarl sayilabilir olurken,
stnarin kendisi olmayacaktir.

Her iki goriig de bana gercekten gereksinim duyulan goris gi-
bi gelmiyor.® Mandelbrot kiimesine uygulandifinda, ‘sinir tans-
mamalk’ felsefesi, kiimenin karmasikhfinin coguna ulagamiyabi-
lir. Bu kiime kismen Jekeler'den —ici dolgulu alanlar- ve kismen
‘filizler'den olugur. En karmagik kisimlar, alabildigine kiveilarak
uzanan filizlerde yer alir. Ancak filizler, kitmenin iginde yer al-
mazlar ve bu nedenle, iki felsefeden birini benimsedigimiz tak-
dirde, ‘dikkate alinmayacak’lardir. Boyle de olsa, yalmz lekelerin
dikkate alindigz Mandelbrot kiimesinin ‘vinelenen’ olup clmadig:
acikea bilinmemektedir. Sanirim bu sorunun kaynag, Mandelb-
vot kiimesi ile ilgili kanitlanmamus bir iddiadadar: Kiime, ‘verel
baglantih’ midir? Bu terimin anlaminmi veya konumuzla ilgisini
burada agiklamak niyetinde degilim. Sadece, bu konularm zor
konular olduguna ve heniiz ¢éziimlenmemis olan Mandelbrot
kiimesiyle iigili, ve bazilari giinlimiiziin matematik aragtirmala-
rimn on cephesinde yer alan sorularn scrulmasina neden olabi-
lecegine dikkat cekmek istivorum.
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Kompleks sayilarn sayilamaz oldugu problemine yeni yakla-
gimlar getiren ve benimseyebilecegimiz bagka gortsler de var-
dir. Hesaplanabilen tiim kompleks sayilan ele almak yerine, bu
sayilardan ikisinin egit olup olmadifina karar vermenin hesap-
lanabilir bir konu oldugunu savunan nitelikte uygun bir alt-kii-
meyi ele alabiliriz. Boyle bir alt-kiime, sayilarin reel ve reel ol-
mayan kigimlarinin her ikisinin rasyonel sayilar olarak alin-
dig1, ‘rasyonel’ kompleks sayilardir. Ancak, fazlaca simirlayica
olmas1 nedeniyle bu goriigiin, Mandelbrot kitmesinin sarmagik
filizleriyle basa cikabilecegini sanmiyorum. Belki biraz daha
tatmin edici bir yontem oclarak cebirsel sayilardan, yani tamsa-
v1 carpanli cebirsel denklemlerin ¢éztimleri olan kompleks say1-
lardan, yararlanabiliriz. Ornegin,

129273325+ 725624 + 1623 - 22 -3 =0

denkleminin z i¢in tiim ¢dziimleri cebirsel sayilaridir. Cebirsel
sayllar sayilabilir, hesaplanabilir ve bunlardan ikisinin egit
olup olmadigina karar vermek gercekten hesap edilebilir bir ko-
nudur (Rastlantiya bakm ki, bu sayilardan pek ¢ogu birim cem-
berin tizerinde ve Mandelbrot kilmesinin filizleri zerinde yer
alir). Istenirse, Mandelbrot kiimesinin yvinelenen olup olmadig
sorusuny, bu sayilarla ifade edebiliriz.

Cebirsel sayilar, yukarida degindigimiz iki kiime bakimin-
dan uygun olabilirse de, genelde kargilagtignmiz tliim zorluklan
cozlimleyemezler. Argand diizleminde x + i y (= 2) icin

y e

bagintisiyla tamimlanan kiimeyi (Sekil 4.5 deki siyah alan) ele
alalim. Kiimenin i¢i ve tiimleyen kiimenin i¢i, yukarida agikla-
nan goriglerin herhangi birine gore, tekrarh sayilabilir, fakat
(1882°de kamitlanan inlii F. Lindemann teoremine gire) sirin
kendisi y = e* tek bir ¢cebirsel noktaya, z = {’e, sahiptir. Bu du-
rumda cebirsel sayilar, stmrin algoritmik §zelligini aragtirmak
konusunda bize yardime:r olmaz! Bu kendine 6zgi nitelikteki
konuda yeterli olabilecek bir bagka hesaplanabilir sayilar alt-
siifi bulmak zor olmayabilir ama dogru goriige hentiz ulaga-
mamig olmanin sikimtisindan da kurtulamiyoruz.
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Sekil 4.5, y 2 e* bagntiszyla tammlanan kiime de ‘yinelenen’ olarak nitelenmelidir.

Yinelenmeyen Matematik Problemlerine
Bazi Ornekler

Matematigin yinelenmeyen problemlerle kargilagildig: bircok
alam vardir. Bu nedenle, yamit1 ya ‘evet’ veya ‘hayir olan, fakat
bu yamitlardan hangisinin dogru olduguna karar verilmesini
saglayacak genel bir algoritmanm varclmadig: preblemler sinif-
larindan bamlan son derece basit goriinigliidir,

Once, tamsay carpanli cebirsel denklem sistemlerinin tam-
say1l ¢oztimlerinin bulunmas: problemini ele alahm. Bu denk-
lemler, 1.0, iicineti yiizy1lda yasamis olan ve bu tip denklemleri
inceleyen Yunan matematikci Diophantos’un adiyla Diophantos
denklemleri olarak anilir. Séz konusu denklemler kiimesine &r-
nek olarak,

B ey-1=0, yP-2x-2=0, y2-2xz+z+1=0
denklemlerini verebiliriz ve burada problem, x, y ve z tamsayr

degerleri i¢in denklemlerin ¢oziiliir olup olmadigina karar ver-
mektir. Gercekte, bu denklemler,

x=13, y=7T, z=2
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olarak verildiginde ¢dzilebilir. Ancak, zorunlu bir Diophantos
denklemleri kiimesi i¢in* bu karar verecek bir algoritma yoktur:
Diophantos aritmetigi, basit icerigine kargin, algoritmik olmayan
matematigin kapsamundadir. Daha da basit bir érnek manifold-
larin topelofik esdegerliligidir. VIII. Bilum'de tartisilacak konu-
larla oldukea iligkili oldugu igcin bu érnege kisaca deginiyorum.
‘Manifold'un ne oldugunu anlamak i¢in énce bir ipin ilmegini di-
giniin; bu, bir boyutlu bir manifolddur. Sonra kapalh bir yiizey
diistinting bu da iki boyutlu bir manifolddur. Daha sonra, ii¢ veya
daha fazla boyuta sahip bir ‘yiizey’ diislemeye calisin. Tki manifol-
dun “opolojik egdegerliginin’ anlama, ikisinden birinin digerinin
iistiine, kopmadan veya yapismadan, stirekli bir hareketle sekil
degigtirerek drtillebilmesidir. Bu nedenle, bir kiire yiizeyi ile bir
kiipin yiizeyi topolojik esdegerlidir; dte yandan her ikisi, bir yii-
zHigiin veya bir ¢ay fincaninin yiizeyi ile esdegerli degildir; halbu-
ki yiiziik ile ¢cay fincam topolojik olarak esdegerlidir. Bu bize, iki-
boyutlu maniféldlar icin, bunlardan ikiginin topolojik esdegerli
olup olmadigina karar verecek bir algoritma bulundugunu giste-
riyor. Ug-boyutlular icin bu sorunun yamti kitabm yazddigi bu
giinlerde, heniiz bilinmemektedir, ama dért ve daha fazla boyut-
lar i¢in, egdegerliligi saptayacak bir algoritma yoktur. Dért-bo-
yutlu manifold drnekleri fizikle biraz ilgilidir, ¢tinkii Einstein’in
genel gorelilik teorisi uyarinca, uzay ve zaman birlikte 4 boyutlu
bir manifold olugtururlar; (bkz, V. Béliim) Geroch ve Hartle
{1986}, bu algoritma-dig1 niteligin, ‘kuantum kitlecekim kuvveti’
ile iligkili olabilecegini tne stirmislerdir (Bkez. VIII. Boltim ).
‘Sézetk problemi’ adi verilen baska tiir bir problemi ele ala-
Lim." Diyelim ki, bir cesit simgeler alfabemiz var ve bu simgele-
rin cegitli dizilerine ‘sozciikier’ ad1 veriliyor. Sozciiklerin anlam-
lar: clmas: gerekmiyor, fakat diyelim ki elimizde daha bagka
‘egitlikler’ kurabilmemizi de saglayan, sézciikler arasindaki
‘egitlikleri’ giisteren belirli (ve sonlu) bir liste meveut. Daha faz-
la esitlikler bulmalk i¢in, elimizdeki listede yer alan sozciiklerin
yerini tutacak ve bu sézcitklerin bazi béliimlerini icerecek bag-

* Bu, sayfz 39'da deginilen Hilbert’in onuncu problemini, olumsuz olarak yanit-
lar (Bkz. Devlin 1988). Burada, degigkenlerin adedi simrlanmarighr. Ancak,
bu algoritmik olmayan dzelligin kanitlanmas: igin dokuz adetten fazlasina ge-
rek olmadip bilinmektedir.
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ka sozciikler (dogal olarak daha uzun sézelikler) iiretebiliriz.
Stzciiklerin her bir bélimiiniin yerine, listeye gore egit oldugu
varsayilan bir bagka boliim konulabilir. Bu durumda problem,
verilen herhangi bir ¢ift sézcigiin, bu kurallar cercevesinde
‘egit’ olup olmadiklarina karar vermelktir.

Ornegin, ilk listemize agagdaki sézeikleri alabiliriz:

BEAT = AT
ATE = A
LATER = LOW
PAN = PILLOW
CARP = ME
Bu sozciiklerden, 6rnegin,
LAP = LEAP

sozeiiklerini agagidaki gibi, stirekli olarak tiretebiliriz:
LAP = LATEP = LEATEP = LEAP

Simdi problem, bir cift sozciik verildiginde, birinden digerine
gecebilir miyiz? Ornegin, CATERPILLAR’dan MAN, veya di-
velim, CARPET'dan MEAT’i tiiretebilir miyiz? Birinci 6rnek
igin yamtan ‘evet’, ikineisi icin ‘hayw’ oldugunu diigiinelim. Ya-
nit ‘evet’ ise, bunu géstermenin dogal yolu, aralarindaki olas1
bir iligkiyi kullanarak her bir sbzciigin bir éncekinden tiiretil-
digi bir esitlikler dizisi sergilemektir. Degigecek harfleri kahn
punto harflerle, heniiz degistirilmig olanlar: italik harflerle gos-
termek suretivle, agagidaki tiirevleri elde ederiz:

CATERPILLAR = CARPILLAR = CARPILLATER=
CARPILLOW = CARPAN = MEAN = MEATEN =
MATEN = MAN.

Bilinen kurallara uyarak CARPET’dan MEAT'i tiiretmenin
mimkiin olmayacagim nasil séyleyebiliriz? Bunun icin biraz
daha diisiinmemiz gerekir ama ¢ok gesitli yollar bulmamiz hig
de zor degil. En basit yol su olabilir: Ilk listemizdeki her ‘esit-
lik’de, esitligin her iki tarafindaki A’larin sayis1 art:1 Wlarn sa-
yis1 arti Mlerin sayis1 aymdir. Buna gore, A'larnn, Wlarm ve
M’lerin toplami, yapabilecegimiz herhangi bir tirevler dizisi
boyunca degismez. Ancak, CARPET icin bu say: 1 iken MEAT
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igin 2'dir. Sonugcta, uygulanabilen bir tiirev yontemiyle CAR-
PET’dan MEAT" tiretmemizin bir yolu yoktur.

ki kelime ‘egit’ olursa bunu, bilinen kurallar cergevesinde, bi-
cimsel bir simgeler dizisi halinde gésterebiliriz. Oysa ‘egit olma-
malary durumunda, kurallar Aakkindaki savlara bag vurmammz
gerekiyor. Sozciikler gercekte ‘esit’ olduklar: zaman sozciiklerin
arasimdaki ‘esitligi’ gostermek igin kullanabilecegimiz belirgin
bir algoritma vardir. Yapmamz gereken sadece, s¢zciiklerin ola-
g1 titm dizilerini leksikografik bir liste halinde diizenlemek ve
sonra, uygulanabilir herhangi bir kural gercevesinde ikinci s6z-
ciigiin birincisinden tiiremedigi, yanyana bir ¢ift sozciigiin yer al-
dign boyle bir diziyi listeden gikarmaktir. Geriye kalan diziler,
sozciikkler arasinda aradigimiz tiim ‘egitlikleri’ gosterecektir. Oy-
sa, iki sbzciigiin ne zaman ‘egit’ olmadigma karar vermek icin,
genelde, boyle bir belirgin algoritma yoktur, ve bunu kamtlamak
icin ‘zek&’ya bagvurmak zorunda kalabiliriz (Gergekten de, CAR-
PET ve MEATin ‘esit’ olmadigam gostermek ig¢in yukardaki ‘hi-
le’nin farkina varmam uzun sirdii. Bagka bir érnek i¢in, tama-
men farkl: bir ‘hile’ gerekebilir. Bu arada zek4, bir ‘egitligin’ var-
ligine gostermek igin, gerekli olmasa bile yararh olabilir).

Yukandaki birinci liste 6rnegindeki bes ‘egitlik’ icin, gergek-
ten ‘esit clmadiklary zaman iki sdzcigin egit olmadigim kanit-
layan bir algoritma bulmak o kadar zor degildir. Ancak, bu
amacla uygulanabilir bir algoritma bulmak i¢in zekdmiza bi-
yiik sletide kullanmamiz gerekir! Aslinda, birinci listedeki ¢iim
olas1 seceneklere evrensel olarak uyarlanabilecek hicbir algorit-
manin bulunmadif sonunda anlagilir. Bu baglamda, sézcitk
probleminin hicbir algoritmik ¢dzimii yoktur. Genel sézciik
problemi, yinelenmeyen matematige aittir!

Ik listede, iki sbzciigiin ne zaman esit olmadifina karar verecek
bir algoritmanin varolmadigh baz ézel egitlikler bile yer almaktadir:

A = HA
OH = HO
AT = TA
oT = TO
TAI = IT
HOI = IH
THAT = ITHT
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listeyi kullanarak verilen iki soz-

X bir tiir karo kallamlarak diizlemin periyodik kaplanmas: ile il-
igi'ne algoritmik olarak karar veremeyecegimiz b
bagina bir trnek olusturmaktadir

Rice tarafindan 1976'da b

, G.8. Tseitin ve Dana Scott tarafindan 1955'de verilen

en uyarlanmistir; bkz. Gardner 1958, s. 144.) Buna
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Genel sézciik problemi, bigimsellegtirilmis matematiksel
mantik varsayimlarindan ortaya gikmistir (formel sistemler’
vs. daha once ele almistik.) Ik s6zciik listesi, bir aksiyom siste-
mi ve sézciikler i¢in bir tiirev kurali rolini oynar. Bu rol, yén-
temin bigcimsel kurallaridir. Stzcitk probleminin yinelenemez
olmasirn ispat1 bu varsayimlardsr.

Matematikte yinelenemeyen probleme son bir érnek olarak
Eukleides diizleminin cokgen gekillerle kaplanmasi problemini
ele alalim. Elimizde stmrh sayida ve farkh tipte gekiller bulun-
sun. Yalmz bu sekilleri kullanarak, aralarinda higbir bosluk
kalmayacak veya birbirinin iistiine binmeyecek gekilde diiziemi
tamamen kaplamamizin miimkiin olup olmadigim 6grenmek is-
tiyoruz. Sekillerin boyle diizenlenmesine diizlemin ‘karo kap-
lanmast’ ada verilir. Biliyoruz ki, bu gibi karo kaplamalan, ka-
reler, egkenar iicgenler, veya diizgiin altigenler (Sekil 10.2, X.
Bolim) kullamlarak gerceklegtirilebilir ama diizgiin besgenler
kullamlarak gerceklegtirilemez. Dizlemin karo kaplanmasin-
da, Sekil 4.6’da gosterildigi iizere, diizgiin olmayan iki besgen-
den her biri gibi diger bircok tekli gekiller de diizlemin karo
kaplanmasini olusturabilir. Bir ¢ift sekil kullanilarak, karo
kaplama daha 6zenli yapilabilir. Sekil 4.7'de iki basit érnek ve-
rilmektedir. Tiim bu 6rneklerin ortak dzellifi ‘periyedik’, yani

her iki yonde tekrarlanabilir olmasidir. Matematik terimleriyle

Sekil 4.7, Tki ayn karo tiiri kullanarak, dizlemin periyodik kaplanmas: ile ilgili iki sraek.
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Seldl 4.8. Periyod parelelkenan ile iligkilendirilmis olarak gisterilen bir periyodik karo
kaplama.

ifade etmek gerekirse, bir perivod paralelkenar: vardir diyoruz;
bu paralelkenar, bir sekilde igaretlenip sonra kenarlarna para-
lel olarak iki yonde tekrar tekrar yinelendigi zaman verilen ka-
ro kaplama desenini diretmektedir, Sekil 4.8, bunun bir drnegi-
ni gstermektedir: Diken bigiminde bir karoyla yapilan periyo-
dik kaplama sol tarafta gisterilirken, perivodik kaplamas: sag-
da gosterilen bir periyod parelelkenar ile iligkilendirilmistir.
Diizlem periyodik olmaksizin da kaplanabilir. Sekil 4.9'da ‘he-
lisel’ karolarm Sekil 4.8’deki diken bigimi karolarla birlikte peri-
yodik olmayan kaplamas tic ayn tipte gosterilmigtir. Bu degisik
diizlem kaplama ‘her yine uzanabilen’ olarak adlandirilir (acikca
belli nedenlerle!) ve daha énce H. Voderberg tarafindan bulun-
mug gekle dayamlarak B. Grinbaum ve G.C. Shephard (1981-
1987) tarafindan uygulanmgtir. Bu tiir karenun hem periyodik
hem de periyodik olmayan kaplama yapabildigine dikkat ediniz.
Bu tzellik tek veya kiime halindeki karo kaplamalarda da gori-
Liar. Diizlemi yalmiz periyodik olmayacak gekilde kaplayan tek
karolar veya kiime karelar var madir? Bu sorunun yaniti
‘evet’dir. Sekil 4.10°da, Amerikah matematikei Raphael Robinson
(1971) tarafindan insé edilen altz karolu bir kiime goriilmektedir.
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Periyodik olmayan karo kiimelerinin tarih¢esinden biraz
bahsetmek istiyorum (bkz. Griznbaum ve Shephard 1987). 1961
yilinda, {in kékenli Amerikali mantik bilimcisi Hao Wang, ka-
ro kaplama problemi ile ilgili olarak bir karar yoénteminin varo-
lup olmad:ig1 sorusunu yoneltti. Bagka bir deyisle, diizlemi tii-
miiyle kaplayacak farkli cokgen karolardan clugan belirli bir
sonlu kiimenin varolup olmadigina karar verecek bir algoritma
var midir?* Hao Wang, diizlemi herhangi bir sekilde kaplaya-
cak farkh karolardan olugan her sonlu kiimenin, diizlemi ger-
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Sekil 4.9, Sekil 4.8’dekinin aym ‘her yone uzanabilen’ bigimi kullanan g ayr? periyodik
olmayan ‘helisel’ karo kaplama.

* Ashnde Hao Wang biraz daha farkh bir soru tasarlamist: Kare karolar don-
meden, birbirine uygun renkte kenarlara sahip olacakti. Fakat bu fark bizim
icin burada tnemli degil.
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cekte periyodik olarak da kaplayacag gosterilebilseydi, biyle
bir karar yonteminin gercekten var olabilecefini gdstermistir.
Sanirim, o zamanlar, boyle bir kogula aykir: bir kiimenin, yvani
‘periyodik olmayan’ karolar kilmesinin, var olabilecegine inaml-
mryordu. Ancak, 1966 yilimda Robert Berger, Hao Wang'in baz
ipuclarim degerlendirerek, karo kaplama problemi ile ilgili
hichir karar yonteminin varolmadifim gostermeyi basardi: Ka-
ro kaplama problemi de, yinelenemeyen matematik sorularimn
bir parcasdir!™

Biylece, Hao Wang'in periyodik olmayan karolar kitmesinin
varolmas: gerektifi sonucundan hareketle Berger, ilk periyo-
dik-olmayan karolar kitmesini inga etmigti. Ancak, Berger ki-
mesi 20 426 gibi son derece fazla sayida kare kullanimini ge-
rektirdigi i¢in Berger, biraz daha beceri giostererek bu sayiyn
104%e indirdi. 1971 yilinda Raphael Robinson séz konusu sayiyi,
Sekil 4.10°da gosterilen 6 karoya kadar indirmisgtir.

Bagka bir periyodik-olmayan altih kiime Sekil 4.11'de géste-
rilmigtir. 1973’de, tamamen bagimsiz bir digiince cizgisi izleye-
rek bu kiimeyi ben tasarimladim (Bu konuya X. Bolum’de tek-
rar dénecegim; Sekil 10.3). Robinsonun periyvodik-olmayan alti-
11 kiimesini gordikten sonra, bu sayiyl nasil azaltabilivim diye
diiglinmeye bagladim; keserek, tekrar yapistirarak slirdirdii-
giim cesitli denemeler sonrasy, karo sayisim ikiye diigtirebildim.
Sekil 4.12°de iki ayn tasarim gosterilmistir. Kaplama iglemi ta-
mamlandiinda ortaya ¢ikan periyodik sekiller, bes-kath simet-
rive sahip ve kristal yapisina tamamen aykir: periyvodiksi bir
vap1 dahil, dikkate deger bircok dzelliklere sahiptir. Bu konuya
daha sonra tekrar diénecegim. Matematigin bdylesine ‘basit’ bir
alammnin, bir ditzlemin birbirine uyan parcalarla kaplanmas: gi-
bi neredeyse ‘cocuk oyunu’ bir iglemin gercekte matematifin yi-
nelenmeyen problemler konusunun bir kismmm clusturmas: il-
ging goriilebilir. Ashnda bu alanda zor ve céziimlenmermis prob-
lemler vardir. Ornegin, tek karodan olusan ve periyodik-olma-
yan bir kiimenin varolup olmadigh bilinmemektedir.

Wang, Berger ve Robinson’un yaklagimlanyla problemde ka-
re karolar kullamlmisti. Ben, herhangi bir sekle sahip ¢okgen-
ler kullamlabilir diyorum, yeter ki her bir karoyu gostermenin
hesaplanabilir bir yontemi var olsun. Bu yontemlerden birisi,
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Sekil 4.10. Raphael Rabinson’un, diszlemi yalmz periyodik-olmayarak kaplayabilen altih
kiimesi. ;

Seiil 4.11. Diéizlemi yalmz periyodik-olmayarak kaplayabilen bir bagka alttl kiime.

karolarin kiselerini, Argand diizleminin noktalar: oclarak kabul
etmektir. Bu noktalari, cebirsel sayilarla géstermek pekala
miimkiindiir.
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Mandelbrot Kiimesi Yinelenmeyen
Matematige Benzer mi?

Yine Mandelbrot kiimesi ile ilgili tartismamiza dénelim.
Aciklama kolaylif: yoniinden Mandelbrot kitmesinin, herhangi
bir uygun anlamda, yinelenmedigini varsayacagim. Timleyen
kitme tekrarh sayilabilir oldugu icin, kiimenin kendisi tekrarl:
sayilamaz. Sanirim, Mandelbrot kiimesinin bi¢iminin, yinelen-
meyen kiimelerin ve yinelenmeyen matematik problemlerinin
dzellikleri hakkinda bize verecegi bazi dersler var.

III. Bolim’de karsilastigumiz Jekil 3.27 ele alalum. Kiimenin
bityiik bir bélimiiniin, Sekil 4.13’de ‘A’ olarak isaretledigim,
bityitk bir kalp bigiminde biélge ile kaplandifina dikkat ediniz.
Kardioid (yiirek biciminde) olarak adlandinlan gekil ve ic ks-
mi, matematiksel olarak, Argand diizleminde

c=z—2%

¢ noktalar: kitmesi olarak tanmimlanabilir; burada z, merkezden
uzakh@ 1/2’den az olan bir kompleks sayidir. Bu kiime, kugku-
suz, daha tnce deginilen anlamda, tekrarh sayilabilir: Bélge--
nin i¢ kisrinda bir noktaya uygulandifinda bu noktanin ger-
cekten i¢ bolgede bulundugunu dogrulayacak bir algoritma
vardir. Gergek algoritma yukardaki formiilden kolayca elde
edilir.

Viirek bicimindeki ana bélgenin solundaki yuvarlak bolgeye
(Sekil 4.13 - bélge B) bakimz. Yuvarlak bolgenin i¢ kasmm .

c=z-1

noktalar kiimesidir; burada z, merkezden 1/4’den az uzakhk-
tadar. Bu bilge gergekten de bir diskin igidir, yani tam bir da-
irenin icinde kalan noktalar kitmesidir. Bu bélge de, yukardaki
anlamda, vinelenerek sayilabilir. Peki, yiirek bigimi bolgenin
iizerindeki ‘sifilimsi’ cikintilar nedir? Sekil 3.2°de ylrek-bigimi
bolgenin hemen tistiinde ve hemen altinda goriilen ve Sekil
4.18te C,, C, olarak igaretlenen bu yuvarlak damlalarm kiime
terimleriyle bildirimi s6yledir:

B+22+(I~-2)e+(1-28=0
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Sekil 4.13. Mandelbrot kiimesinin i¢ hélgesinin baghca kisimlar, basit algoritmik for-
miillerle tammlanabilir.

burada z, merkezden 1/8 uzakliktaki noktalarin timiidiir. As-
linda bu denklem bize yalmz C; ve C; yuvarlaklarini vermiyor,
Sekil 3.2°de sol tarafta —Sekil 3.1’in ana bélgesi— ve Sekil
4.13°de Cgq ile igaretlenen kalp bicimindeki ‘yavru’ gekilleri de
vermektedir. Yine, 56z konusu bu bélgeler (birlikte veya ayn
ayr1), yukaridaki formil savesinde (daha dnce 6nerilmig olan
anlamda) yinelenerek sayilabilir kiimeleri olugturur.
Mandelbrot kiimesinin yinelenemeven bir kiime oldugunu ka-
mitlamaya cahgtigim gibi bir izlenim yarattiysam da kiimenin,
iyi tanamlanmis ve ¢cok karmagik olmayan baz algoritmalar kul-
lanarak, en genis bélgelerini agikhga kavusturduk. Oyle gorii-
" nityor ki, bu iglemi siirdiirmeliyiz. Kiimedeki en belirgin bélge-
ler ve kuskusuz bu bolgelerin kapladigh alanin (tiimiinii kapla-
madig1 durumlarda) ezici yiizdesi, algoritmik olarak hesaplana-
bilir. Tahmin ettigim gibi kiime tiimiiyle gercekte yinelenen bir
kiime degilse, algoritmalarimizla ulagamadigimiz bélgelerin,
cok hassas ve ulagiimas: zor bélgeler olmas1 gerekir. Ustelik,
boyle bir bolgeyi saptadifimiz zaman, algoritmalarimiz: bu hél-
gelere ulagmamiz saglayacak sekilde geligtirmek sansiouz da
artacaktir. Fakat yine de (yvinelenemez varsayimim dogruysa)
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ulagilamayan bagka bélgeler olacak, bu bolgeler geligtirilmis al-
goritmalarimizla bile ulasamayacagimiz duyarhlik ve karmasik-
Iiklarin belirsizliginde, daha da derinlerde, gizli kalacaklardir.
Béyle bir asamada sezgilerimizi, becerimizi ve caligkanhigimiz
devreye sokarak onlara ulasabiliriz, fakat yine de ulasamadikla-
rimz olacak ve bu béylece siiriip gidecektir.

Samirim bu durum, matematigin ¢ogu kez, problemlerin zor
oldugu ve biiyiik olasilikla yinelenemez oldugu alanlarda faali-
yet gisterdigini aciklamaktadir. Belirli bir alanda karsilasma-
miz olag1 en olagan problemler, basit algoritmik yéntemlerle,
yiizyillardir bilinen yontemlerle ¢gbziilebilir, Fakat bazlar: agin
gozlerinden kacip gidecek ve onlar ¢ozebilmemiz igin daha zor
yontemler bulmamiz gerekecektir. Elimizden kagip kurtulan-
lar, kuskusuz, matematikcileri tuzakiarma diigirecekler ve on-
lar1 daha giiclé yontemler bulmaya zorlayacaklardir. Bu gibi
yontemlerin, ilgili matematik alanimin dogasimin daha da de-
rinliklerine inebilen sezgilere davali olmasi gerekecektir. Belld,
fizriksel diinya anlayisimizda buna benzer birgeyler vardir.

Daha énce ele aldighmz sozeiik problemlerinde ve diizlem karo
kaplama problemlerinde bu tiir bir seyi goz ucuyla fark etmege
baslayabiliriz (Bu alanlar, matematiksel yéntemlerin heniiz pek
ilerleme kaydetmedifi alanlar olsa dahi). Basit bir usiamlama
yontemi kallanarak, belirli bir sézciigi baska bir sozcikten tire-
temiyecegimizi gosterebilmigtik. Daha karmagik problemlerin
tistesinden gelmek icin pok daha karmagik uslamlama yontemle-
rini devreye sokabiliriz. Sézclik prebleminde tek bir yontemin ye-
terli olmayacagim biliyoruz fakat kontroliimiizden kagabilen or-
nekleri biraz daha tzenli ve duyarl yontemlerle inga edebiliriz.
Nasil insa edebilecegimizi anlar anlamaz, belli bir problemin al-
goritmamizin elinden kurtuldugunun kesinlikle farkina varir
varmaz, algoritmamizi, bu problemi kapsamana alacak sekilde
gelistirebiliriz. Yalmz ‘egit’ olmayan ¢ift sézctikler algoritmamz-
dan kagabildigine gore, kactiklarmin farkina varir varmaz ‘egit’
olmadiklarim anlanz ve algoritmamizi buna giére uyaririz. Geli-
sen sezgilerimiz, algoritmanin geligmesini saglayacaktir!



169

Karmagiklik Teorisi

Algoritmalarin dogas:, varhg ve siarlam ile ilgili olarak yu-
karda ve dnceki bélumlerde ileri siirdiigiim savlar ‘lke’ diize-
vindeydi. Uygulanabilir olup olmadiklarini fazlaca irdeleme-
dim. Algoritmalamnin varoldugunu ve bu algoritmalar: nasil
inga edecegimizi bildigimiz problemler icin bile, bunlar: vagama
gecirmek biiyiik beceri ve caba gerektirebilir. Bazen birazak
beceri ve sezgi gliciiyle, bir algoritmanin daha az karmasik ve-
va son derece hizh olmasin saglayabiliriz. Bu gibi konular cogu
kez ¢ok ayrintilhi ve teknik olup, algoritmalarin yapilanmas,
anlagilmas ve geligtirilmesi alanlarinda degigik baglamlarda
bir hayli ¢calisma yapilmig, algoritma g¢alismalarina ivme ka-
zandirilmagtir. Bu konuda ayrintili bir tartigmaya girmeyi uy-
gun gbrmiiyorum. Ancak, bir algoritmanin stiratinin ne délgiide
artirilabilecegi ile ilgili baz kesin sinirlarin bilinmekte veya
tahmin edilmekte olduguna deginmekte yarar goriiyorum. Al-
goritmik ozellife sahip matematik problemleri arasinda bile,
dogalar: geregi, algoritmik coziimleri diger cézimlerine gore
cok daha zor olanlar vardir. Bazilari ancak ¢ok yavag algorit-
malarla (veva, olaganiistii bellek alani, vb. gerektiren algorit-
malarla) ¢6ziimlenebilirler. Bu ¢esit sorularla ilgilenen teori,
karmagtklik teorisi adiyla tammr.

Karmagikhk teorisi, bireysel problemlerin algoritmik ¢oziim-
lerinden ¢ok, bir problem simfina dahil problemlere yanit ara-
yan genel bir algoritmanin bulunabilecegi sonsuz problemler s1-
mflanyla ilgilenir. Aym simifa. dahil farkl: problemler farklh ‘bo-
yutlar’a sahip olabilirler; bir problemin boyutu n dogal sayisiyla
dletilebilir (n sayisimin problemin boyutunu nasil belirleyecegini
birazdan anlatacagmm). Belirli bir simafa dahil her bir problemin
gereksinim duyacag stirenin uzunlugu —veya, daha dogrusuy, itk
agamalarin sayisi— n’e bagh bir N dogal sayisidir. Biraz daha
agklamak gerekirse, diyelim n boyutundaki tiim problemler
arasinda algoritmamn kaydettigi en biiyiik agama sayis Ndir.
Buna gire, n biyiidiikee N'de biiytiyecektir. Gergekte N, ri’e gire
cok daha hizh biiyiiyecektir. Ornegin N, yaklagik n2, veya ns, ve-
va belki 27 (biyiik n degerleri i¢in 27, 2, n2, n8, nt ve n% hepsin-
den ¢ok daha biiyiik, ve hatta her r sabit sayis1 igin n”den daha
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bityiiktr) ile orantili olacak, veya N, yaklasik olarak, diyelim

92" (6ncekinden de daha biiyik bir say1) ile orantili olabilecektir.

Kugkusuz, ‘asamalarin’ sayisi, algoritmanin uygulandigs ma-
kinenin tipine bagl olabilir. I, Boliim’de tanimlanan tek banth -
ve oldukea vetersiz tipteki Turing makinesiyle N sayisi, iki ve-
va daha ¢cok banth tip makineyle oldugundan daha hizli artabi-
lir (vani, makine daha yavas caligabilir). Bu gibi belirsizlikler-
den sakinmak amaciyla, hangi tip Turing makinesi kullamlirsa
kullanilsin N artis orani dlglimiiniin ayni kategoride yer alma-
sim saglayvacak sekilde N'in, »n'in bir fonksiyonu olarak, biiyi-
yvebildigi durumlan kapsayan genig bir stmflandirima yapilir. P
olarak amlan (‘polinom siire’) bir sinif, n, n2, n8, n4, nb ..’lerden
her birinin sabit katlarnyla* verilen tim hazlar: icerir. Bagka
bir devigle, P kategorisindeki herhangi bir problem i¢in (‘prob-
lem’ demekle, gercekte, cozimleri icin genel bir algoritmaya sa-
hip problemler sinifimi kastedivorum)

N<Kxnr

denklemine sahibiz; burada K ve r sabit sayilardir (n’den ba-
gimsiz). Bunun anlami N’in, bir sabit ¢carpan kere n’nin bir
kuvvetinden biyik olmadigidir.

P kategorisine dahil basit ve tipik bir problem, kuskusuz, iki
sayiun ¢arpimidir, Bu konuya biraz daha agiklik getirmek igin
once, n sayismin, carpilacak sayilar: nasil karakterize ettifini
tanimlamaliyim. Her sayinin ikilik sistemde yazildigini ve
n/2’in bu saymnin ikilik sistemde yazilmig halinde her bir raka-
mim kac kez gectigini gbsterdifini, yani n’nin toplam ikilik ha-
ne sayisim (dijit) verdigini farzedelim (Sayilardan birisi dige-
rinden uzunsa, kisa olaniyla baslar ve digerinin wvzunluguna
ulagincaya kadar sola bir dizi sifir ekleyebiliriz).

Ornegin n = 14 ise

1011010 x 0011011

* Bir ‘polinom’ ashnda 7n? - 3n3 + 6n + 15 gibi cok daha genel bir bildirimi gos-
terirse de, saylarn sabit katlarm bize daha fazla genellestirme yapmak olanag
sagliyor. Bu gibi bildirimlerde, n'in daha diiglik kuvvetlerini kapsayan tim. te-
rimler, n sayis biyidikee tnemsizlegir. Bu nedenle sraekte Tn* disindaki te-
rimleri dikkate almayabiliriz.



71

olarak yazariz (ashnda 1011010 x 11011 olarak yazilmas: gere-
kirken kisa sayiya sifir ekleyerek yukaridaki yaziluni elde et-
tik). Carpimu, ikilik sistemde, 0x0=0,0x1=0,1x0=0,1x1
=1,0+0=0,0+1=1,1+0=1,1+1=10 olduunu hatirla-
yvarak, dogrudan dogruya sbyle yapabiliriz:

1011010
x 0011011
1011010
1011010
0000000
1011010
1011010
0000000
0000800
0160101111110

Tek tek yapilan carpimlann sayisi (n/2) x (n/2) = n2/£'diir; bu-
na ek olarak en fazla (n2/4) - (n/2toplama iglemi yaprlabilir.
Bu durumda toplam (n2/2) - (n/2) bireysel aritmetik iglemi
vardir; carpum iglemindeki elde saylar igin ayrica bir kag yedek
agamayl da buna ekleyebiliriz. Boylece toplam asama sayisi V
= p?/2 olur ki (sadece en biiyiik terimi dikkate alarak) bu say
kuskusuz bir polinomdur.®®

Bir problem sinifi ile iigili olarak genelde, problemin ‘boyu-
twnun n 6lghsiinii, problemin bagimsiz verilerini belirlemek
igin gerekli toplam ikilik hanelerin (bit) sayisi olarak aliriz.
Basgka bir deyisle, verilen n igin, problemin 2" kadar farkl sece-
nefi stz kenusudur (cinkii her hane, 0 veya 1 segeneklerinden
birisini alabilir, ve toplam n hane vardir) ve bu segeneklerin N
sayisini gecmeyen asamada algoritma tarafindan dizgin bir
gekilde ele alinmasi gerekmektedir.:

P kategorisinde yer almayan problemlerin(problem simflari-
nin) birgok drnegi vardir. Ornegin r dogal sayisindan 27 say1st-
nt hesaplamak icin, iglem bir vana, sadece yamtini yazmak icin
2r kadar agamaya gereksinim vardir; bu 1§lemde R, P $ay1sinm
ikilik gsterimindeki hane (digit) sayisidur. 2% agamasmin he-
saplanmasi, 2¢ iglemine benzer asamalars, vh. gerektirecektir!
Bu problemler polinom problemlerden cok biiyiiktiir ve kugku-
suz P simifina dahil degildirler.
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Yanitlari polinom siirede yazilabilen hattd saglamalar: da
aym siirede yapilabilen sorular daha ilginctir. Bu dzellige sahip
tnemli bir problemler kategorisi (algoritmik ¢éziimlenebilen so-
ru siniflar kategorisi) vardir. Béyle problemler NP problemleri
(problem siniflary) olarak anilir. NP’deki problemler simifina ait
herhangi bir problemin ¢oziimit varsa, algoritina bu ¢bzlmi ve-
recektir ve polinom siirede bunun saglamasin1 yapmak da
miimkiin olmaldir. Problemin ¢oziimii yoksa, algoritma bunu
boyle oldugunu séyleyecektir, fakat polinom giirede veya bagka
sekilde, bu sonucun saglanmasi gerekmiyecektir.*

NP problemleri, hem matematikte hem pratik diinyada bir-
cok konuyla ilgili olarak ortaya ¢ikabilir. Basit bir matematiksel
ornek vereyim: Bir grafikte ‘Hamilton devresi’ adiyla amlan (son
derece basit bir diigiinceyi tamimlamak igin oldukca iddial bir
ad) devreyi bulmak problemi. Burada ‘grafik’ ile kastedilen an-
lam, noktalardan veya kigelerden, olugan sonlu bir koleksiyon
olup, belirli sayidaki nokta ciftleri, grafigin kenarlar’’ denilen

Sekil 4.14. Hamilton devresi (koyu cizgiler} igeren bir grafik. Sekilde, okuyncunun bul-
mak isteyebilecei bir tane daha Hamilton devresi var.

cizgilerle birlegtirilmigtir (Biz, burda, geometrik veya “uzakhk’
gibi dzelliklerle degil yalmz hangi noktamn hangi noktaya bag-
landigh ile ilgileniyoruz. Bu nedenle, kenarlarim birbirinin iize-
rinden gecmesine aldurmadigimiz1 varsayarak, noktalarin timi-
niin ayn diizlemde veya ti¢-boyutlu uzayda temsil edilip edilme-



173

dikleri gercekien énemli degildir). Hamilton devresi, grafifin ke-
nariarindan olusan ve her kogeden (verteksden) bir kez gecen
bir ilmekten ibarettir. Hamilton devresini iceren boyle bir grafik
ornegi Sekil 4.14’de verilmektedir, Hamilton devresi problemi,
verilen bir grafikte bir Hamilton devresinin varolup olmadifina
karar vermek ve varsa bunu agikca gostermektir.

Bir grafigi ikilik say1 sisteminde gostermenin cesitli yollan
vardir. Kullanilan yontem pek énemli degildir. Ornegin nokta-
lan 1, 2, 3, 4, 5... seklinde numarahyarak, uygun bir sirada ¢ift
¢ift dizmek 01a31d1r:

(1,2),(1,3),(2,8),(1,4),(2,4), 3,4, (1,5),(2,5), (3, 5), (4, 5),
(1, 6). ...

Bu listedelki her bir ¢ift yerine, efer ¢ift grafigin kenarim goste-
riyorsa ‘1’, gostermiyorsa ‘0" koyarak 0lar ve ‘1’lerden olugan
uyumlu bagka bir liste yapabiliriz. Buna gore

100101101190...

dizisi, 1. kégenin 2. kiseye bunun 4. kigeye, 5. kigeye ... baglan-
digim 3. kogenin, 4. koseye, 5. kogeye... 4. kogenin, 5. kigeye...
vb. baglandigim gdsterir (Sekil 4.14). Istenirse Hamilton devre-
si, kenarlarn bir alt-koleksiyonu olarak verilebilir ve bu durum-
da, cok daha fazla sayrda sifira sahip bir ikilik diziyle tanimla-
nabilir. Saglama iglemi Hamilton devresini bulma siirecinden
daha da hizh gerceklestirebilir. Bunun i¢in, devrenin kenarlar-
nin graﬁgin orijinal kenarlarina ait olup olmadagmi ve grafigin
iizere tam iki kez kullamld1g1m kontrol etmek suretiyle tnerilen
devrenin gercekten bir devre oldugunu simmamak yeterlidir. Bu
saglama iglemi, polinom siirede kolayca gerceklestirilebilir.
Gercekte bu problem yalmz NP problemi olmayip tam-NP ola-
rak bilinen problemidir. Yani bagka her NP problemi tam-NP prob-
lemine polinom siirede gevrilebilir. Biylece, Hamilton devresi
problemini polinom siirede gzebilecek algoritmayr bulacak, bagka
bir deyisle, Hamilton devresi probleminin ashnda P’de yer aldigim
gosterecek kadar zeki olan birisi NP problemlerinin gergekte Pde
yer aldifim da anlayacaktir. Boyle bir durum ¢ok énemli ipuglan
verebilir. Genel olarak, P’deki problemler oldukea biiyik n sayist
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igin, hizl modern bir bilgisayarda %kolay ¢bziimlenir’ (yani, ‘makul
bir siirede ¢oziimlenebilir) olarak nitelenirken, P’de yer almayan
NP problemleri, oldukea biiyitk n sayis icin, bilgisayarm tnceden
tahmin edilebilen iglem luzinda ne éleiide artig dngoriiliirse gériil
giin ‘kolay ¢iziimlenemez’ (yani, ilke olarak ¢oziimlenmesine kar-
sin uygulamada ¢éziimlenemez’) olarak nitelenir (Biiyiik bir n say:-
s1 i¢in gerekli stire, P’de yer almayan NP problemi icin 8ngoriilen
siireye kuyasla, evrenin yagindan daha wzun bir siireye donigir ki
bu, pratik bir problem yéniinden highir igse yaramaz!). Hamiiton
devresi problemini polinom zamanda cézebilen herhangi bir akilh
algoritma, herhangi bir NP problemini de polinom zamanda ¢éze-
bilen bir algoritmaya déniigttirebilir!

Tam-NP* kapsaminda yer alan baska bir problem ‘seyyar sa-
tic1 problemi’dir. Hamilton devresi problemini andiran bu prob-
lemde, her kenara verilmig birer say1 vardir ve bu sayilarin top-
lamimin (saticinain seyahat ettigi ‘uzaklik’) minimum olmas: 6n-
gorilir. Seyyar satic: probleminin polinom siirede coziimii de,
diger tiim NP problemlerinin polinom siirede céziimlenmesini
saglayacaktir (Bu problemin ¢iziimii manget haber olacaktir!
Cinkd, dzellikle, son yillarda gelistirilen gizhi sifre sistemleri,
yine bir NP problemi olan biiyilkk tam sayilarin carpanlarina
ayrilmas problemine dayanmaktadir. Bu problem polinom sii-
rede ¢oziiliirse, bu gibi sifreler giiclii modern bilgisayarlar vasi-
tasiyla ¢éziilebilir; problemin gézitlememesi durumunda ise gif-
reler giivende olacaktir. Bkz. Gardner 1985).

Uzmanlarin ¢ogu, Turing makinesine benzer bir aygit kulla-
milarak, bir tam-NP probleminin polinom siirede ¢éziilmesinin
gergekte olanaksiz oldugunu ve sonugta P ve NP'in aym olma-
digina inanmaktadirlar. Hakh olabilirler ama bugiine degin bu-
nu kamtlayan olmadi. Bu problem bugiin karmasikhk teorisi-
nin ¢ozillememis en énemli problemidir.

Fiziksel Nesnelerde Karmasiklik ve
Hesapedilebilirlik

Karmagiklik teorisi, bu kitapta ele aldiginmz konular yéniin-
den onemlidir ¢linki, nesnelerin algoritmik olup olmadifn so-
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rusundan oldukea ayn bir konuyu giindeme getirir: Algoritmik
olduklar: bilinen gevler gercekten yararll bir sekilde algorit-
mik midir? Gelecek bolimlerde karmagiklik teorisinden ¢ok
hesaplanabilirlik teorigini tartigacagum. Cinki, hesaplanabi-
lirlik sorusunun aksine, karmagiklhik teorisi kapsamindaki ko-
nularin, ussal olgularin odagini olusturmadigini distinmek
egilimindeyim (gerekcelerim oldukea yetersiz olsa bile). Uste-
lik, algoritmalarin uygulanabilirligine iliskin sorulara, karma-
giklik teorisinin bugiinkii durumuyla, ancak goyle bir deginebi-
lecegi kanisindayim.

Ancak, karmagikhgin énemi konusunda vamhiyor da olabili-
rim. Daha sonra deginecegim gibi (IX. Bélum,) gercek fiziksel
nesneler ile ilgili karmagikhk teorisi, gu dna kadar tarthigtige-
miazdan ¢ok farkl: clabilir. Bgyle bir olas: fark: gézler sniine ser-
mek igin, kuantum mekaniginin gizemli ézelliklerinden bazila-
rm irdelememiz gerekecektir. Bazilarimn énemi ¢ok daha bi-
yik boyutlara ulasan birgok olguyu ve bu arada atomlarin ve
molekiillerin davraniglarini inceleyen kuantum mekanigi gi-
zemli ama o kadar da gigli sekilde dogrudur. Bu teorivle VL
Bolum’de tanmgacagiz. David Deutsch’a, (1985) gore, bir kuan-
tum hilgisayarr’ inga etmek ‘ilke olarak’ olasidir. Deutsch, bu
hilgisayar icin P’de yer almayan ama bu aygit sayesinde poli-
nom siirede ¢oziilebilen problemlerin (problem simiflar} varol-
dugunu ileri stirmektedir. Bir kuantum bilgisayar: olarak dav-
ranabilen (giivenilir} gercek bir fiziksel aygitin nasil inga edile-
bilecegi bugiine degin agikhiga kavusturulmamigtir. Ustelik, soz
konusu problemler simifi kugkusuz yapaydir, ama fiziksel bir
kuantum aygitinin bir Turing makinesi tizerine inga edilmesine
iligkin teorik olasilik hize pek erigilmez gibi gériinmiiyor.

Fiziksel bir aygit’ oldugu tartigmasina giristifim insan beyni,
karmagik oldugu kadar sagirtica Slgiide ézenli ve duyarh tasarima
sahip beynimizin kendisi sakin, kuantum teorisinin gizeminden
yararlanmyor olmasin? Kuantum sonuclarimin, problemlerin ¢bzii-
miinde veya yargilann olusturulmasinda yararh bir gekilde kul-
lamlabilecekleri yontemlerin farkinda miyiz acaba? Giiniimiiziin
kuantum teorisinin simrlarmm zorlayarak saglayacagl tistinlik-
lerden yararlanmamiz miimkin mii? Fiziksel aygitlarin, Turing
makinelerinin karmagiklik teorisi yoniinde geligtirilerek inga
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edilmeleri gercekten miimkiin olabilir mi? Ya gercek fiziksel ay-
g@itlarla ilgili hesapedilebilirlik teorisinden ne haber?

Bu gibi sorulart yanitlayabilmek icin timiiyle matematiksel
olan konulardan uzaklagarak, gelecek boliimlerde, fiziksel diin-
yammn gercekte nasil davrandigim aragtiracagiz.

1. Elemanian da kiime olan kiimeleri incelerken, kiimenin elemanlar ile yine aym
kiimenin elemanlanmn elemanlarm ayirt etmekte dikkatli clmalyiz. Grnegin S, belirli
bir baska T kizmesinin hog clmayan alt-kiimelerinin bir kiimesi olsun. Diyelim ki T'nin
elemanlar bir elma ile bir portakaldir. T kimesinin dzelligi ek’ degil ‘kilik’ clmasma
karsin S kitmesi ‘telitk” 6zelliging sahiptir, ciinki § kiimesinin G¢ elemam; yalmz bir el-
ma igeren bir kitme, yalme bir portakal igeren bir kiime, ve bir elma ile bir portakal
iceren hir kitme, yani toplam G¢ kiimedir, bunlar S kiimesinin. G¢ elemamm: olugturar.
Aym sekilde, bog kiimeden olugan tek elemanii kitmenin dzelligi de ‘sifirlk’ degil ‘bir-
lik'dir, ¢iinki bos kitmeden olusan bir elemana sahiptir! Bog kiimenin kendisi ise dogal
olarak sifir elemana sahiptir. .
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2. Gergekte, Godel'in teoreminin uslamlamasi, Py(k) gibi 6nermelerin tamamen digsal
‘dogrulul’ kavramma bagimh olmayacaklan bigimde sunulabilic. Ancak, yine de, bazi
simgelerin gercek ‘anlamr’min yorumuna baghdirlar: Ozellikle, ... gartim saglayan
{dogal say1) yoktur anlamim tasiyan ~ 3 drneginde oldugu gibi.

3. Agagdaki éroneklerde, kiigik harfler dogal sayilan, biiyiik harfler ise dogal sayilarn
sonlu kiimelerini temsil etmektedir; m - [(n, &, r}] su ifadevi gostersin: ‘X =0, 1, ..., m)
ise’ k-elemanly alt-kiimelerinden her biri r adet kutuya dagitilirsa, en azindan n-elema-
na sahip &yle bir bilyik’ Y alt-kiimesi vardir ki, Poin tim k-elemanl: alt-kiimeleri ayra
kutuya girer.” Barada biiyiik’; ¥ kiimesinin, Y'nin en kiigiik eleman olan dogal sayidan
daha fazla sayida elemana sahip olmast anlamimndadar.

Su dnermeyi ele alahm: ‘%, r, ve n seceneklerinden herhangi biri i¢in &yle bir m, sayis1
vardir ki, m,'dan biiyik tim m'ler i¢in, m — [n, &, r] bildirimi daima dofrudur.’ Bu éner-
menin, J. Paris ve L. Harrington (1977} tarafindan, standart (Peano) aritmetik aksiyom-
lam ile ilgili Gédet-tipi Snermeye esdeger oldufu gésterilmigtir. Aksiyomlarla kamt-
lanamayan fakat ‘dogrulugu agkea belll’ bir snermedir (Aksiyomlardan tiiretilebilen
dnermelerin kendileri de degrudur).

4, Yazinn baghf ‘siral sayilarina dayali mantik sistemleri’ olup, bazi okayuculara, dip-
notlarda kullanmakta oldugum Cantor'un siral sayilar yazihmi yabana gelmeyecektir.
Yukanda tanmladifim yéntemle elde edilen mantik sistemlerinin éncelik siras, hesap-
lanabilir siral saylanyla gosterilir,

Bazi matematik teoremleri oldukea dogaldir ve apiklanmalar: kolaydir. Standart
(Peano) axitmetik kurallarim kullanarak bunlan ispatlamaya cahshrsa, ‘Godellestirme’
yinteminin son derece biiyiik bir fletide (yukamda tzetledifim simirlarimin ¢ok ftesine
cikarak) kullamiimas: gerekir. Bu teoremlerin matematiksel kanitlar, nermal
matematiksel teoremin yontemlerinin disinda gibi gériimen herhangi bir belirsiz veya
sorgulanabibir uslamlamays bagimlh tirden hic degildir. Bkz. Smorynski (1983).

5. HI. Biliim, s 101'de definilen siireklilik kurami (C = & 4), burada kargilaghfimiz en

‘agir)’ matematik bildirimdir (yine de ¢ok daha asir1 bildirimlerle ¢ogn kez kar-
gilagilabilir). Siireklilik varsayim ilgingtir de, ¢iinkii Gédel, Paul J. Cohen ile hirlikte,
bu varsaypirunin gercekte, standart aksiyomiardan ve kfime teorisinin yénfem kural-
larindan bagimsiz oldugunu gostermistir. Bu nedenle, streklilik varsayimina yak-
lagimimuz, formalist ve Platonist giriigler arasinda ayirim yapmamiz: gerektiriz. Bir for-

maliste gre b varsayim ‘karar verilemez' bir varsayimdir ¢iinkfl standart (Zermelo- -

Frankel) formel sistem kullanilarak ne kamtlanabilir ne de ¢iiriitilebilir, ve ‘dogru’ veya
‘yanhg' olarak nitelemek de ‘anlamsizdir’. Ancak, iyi bir Platoniste gére bu varsayim, ya
dofira veya vanhgtir ama hangizinin gegerli oldugunu kanitlamak igin yeni nslamlama
yontemlerine, Zermelo-Frankel formel sisfemi igin Gidelin dnermelerini kullanan yén-
terlerin Stesinde yontemlere ihtiyag vardir (Coben (1966), stireklilik varsayimmn: ‘agk-
¢a yanhg’ olarak niteleyen bir dtiglince ilkesi snermigtir).

6. Bu konularin daha canh ve oldukea teknik-digi anlatinm igin bkz. Rucker (1984).

7. Brouwer, topoleji ile ilgili ‘Brouwer defigmez nokta teoremi’ adindaki kendi teoremi-
nin kamtindaki ‘inga edilemeszlik’ endigesiyle bu dilgiince gizgisine girmis olabilir.
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Teoreminin ana savi goyledir: Bir diski, yani i¢ kismiyla birlikte bir ¢emberi, alirsaniz ve
onu, baglangicta yer ald:f bislgenin icinde siirekli hareket ettirirseniz, diskin en az bir
noktas: -sabit noktasr- ilk bagladifi yerde degigmeden kalacaktir. Bu noktanin tam
olarak nerede bulundugu veya buna benzer bagka bir¢ok noktamn bulunup bulun-
mayacagl hakkimda bir fikriniz olmasa bile, Brouwer'in teoreminin savundugn yalmzea
béyle bir noktarn varoldugudur (Matematiksel varolus teoremlerinin cogu gibi bu teo-
rem de ashinda oldukea ‘yapier’ bir teorem. Insa-edilmezlik teoremlerinin yam sira,
‘Begenek Aksiyomu’ veya Zornlemmasy’ olarak tamnan alt-teoremlere dayall varolug
teorernleri vardir (bkz. Cohen 1966, Rucker 1984). Brouwer'in teoreminde karsilagiian
soru gu soruyla kzyaslanabilir: €, hem arti hem eksi defer alan bir reel defiskenin reel-
degerlendirilmig fonksiyonu ise, fin nerede sifir degerleri aldipim bulun. Normal yon-
temde, fin isaret degistirdigi ara bélgenin tekrar tekrar ikiye ayrilmas: stz konunsudur
ama bu iglem, Brouwerin éngordiigi anlamda, ara degerlerin arta, eksi veya sifir olup
olmadigina karar verecek dleiide ‘yaper olmayabilir.

8. Kiimeleri (v, w, z, .., z) olarak numaralanz; burada v, herhangi bir leksikografik sis-
- teme ghre f fonksiyonunu temsil eder. Her agamada flw, x, ..., z) = 0 olup olmadigimy
kontrol ederiz ve kontrolimiz olumlu sonug verirse Juw, %, ... z [Aw, %, ... 2) = 0] éner-
mesini ahkoyariz.

9. Gegenlerde Leonoré Blum (bu kitabin ciltli ilk baskisindald gériislerimden etkilenmis
olarak) beni aradi ve Mandelbrot kiimesinin (tiimleyen kiime) benim kitabin metninde
savundugum ve agafida 10. aghklamada defindifim baglamda, gercekten yinelenemez
oldugunu kamtiadigzm bildirdi.

10. Reel saylarm, ahgldik reel-deferli fonksiyonlarm hesaplanabilirtigi (dogal sayilarn
dogal say1 degerli fonksiyonlarmdan farkh olarak) ile ilgili yeni bir teori vardir. Blum,
Shub ve Smale (1989) tarafindan énerilen teoremin ayrintilan haklrnda heniiz bilgi
edindim. Bu teori kompleks-degerli fonksiyonlara da uygulanabilir olup, kitabin metnin-
de ele ahnan konularla énemli bir iliskisi olabilir.

11. Bu problem daba dogru olarak ‘yari-gruplar igin sfzcitk problemi’ olarak ambr. Seg-
me kurallarmmzn biraz farkh oldugu bagka stzcik problemleri vardir ama bunlar konu-
muzun digindadir.

12. Hanf (1974) ve Myers (1974), diizlemi yalmz heseplanamaz sekilde kaplayan tek hir
Kiimenin (¢ok sayida karodan olugan) var oldugunu gostermiglerdir,

13. Ashnda, biraz beceriyle, hala P’de bulunan bir biiyiik n says igin n log » log log n
gibi bir siralamayla agamalarm sayis: azalt:labilir. Bkz, Enuth (1981),

14. Dzha dogrusu, P, NP ve tam-NP siftari (bke. ¢. 174} yalmz evet/hayir tipi problem-
ler igin tanemlanmgtir (Srnegin, a, b ve ¢ verildiginde, o x b = ¢ dogru mudur? gibi soru-
lar); fakat, metinde verilen tammlamalar, amaecimz igin yeterlidir,

15. Kesinlikle bir evet/hayir versiyonuna ihtiyacimz var: Ornejfin, seyyar saties igin
sundan daha kisa bir yol var madair? (Bkz. apklama no. 14)
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