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Yazar Hakkmda

1957 yihnda Cambridge Üniversitesi'ndedoktorasim tamam-
layan Roger Penrose, bir süre Îngiltere ve ABD'deki üniversite-
lerde çegitli görevler aldi. 1964-1973 y1llari arasmda Londra'da-
ki Birkbeck College'de Uygulamah Matematik Profesörä olarak
çahgt1. 1969'da Stephen Hawking ile beraber kamtladiklari bir
teoremle, yeterince agir bir yildizi olusturan kütlenin kendi
merkezine dogru çökmesi sonucu ortaya ç1kan karadeligin, sifir
hacimli sonsuz madde yogunluklu bir noktasal uzay-zaman te-
killigine ulagmasuun klasik fizikte kaç1mlmaz oldugunu göster-
di. 1973'te Oxford Universitesi'nde Rouse Ball Matematik Kür-
süsü profesörlügüne getirilen Penrose, 1966'da Adams Ödü-
lü'nü, 1971'de Dannie Heineman Fizik Odülü'nü ald1. 1972'de
Royal Society üyeligine seçildi. 1975'te de Kraliyet Astronomi
Dernegi'nin Eddington Madalyasi'm Hawking ile paylagt1.



Sunug

Ilk basmn 1990 ylhnda yapilmig olmasma kargm gimdiden
bilim klasikleri arasmda sayilan elinizdeki kitabm yazarl Ro-
ger Penrose, çag1mizm önde gelen bilim adami ve dügünürlerin-
dendir.

Roger Penrose, 1931 yilmda Ingiltere'nin Colchester kasaba-
smda dogdu. Doktor olan annesi, genetik uzmam olan babasi,
birisi ünlü matematikçi, digeri tamnmig satranç çampiyonu
olan kardeeleriyle birlikte tüm aile bireylerinin matematige il-
gisi ve yetenegi vardi. Bu ortamda yetigen Roger Penrose, üni-
versiteye baglarken ilgi duydugu iki alan olan tip ve matematik
arasmda tercih yapmak zorunda kahaca matematigi seçti.
1957de Cambridge Üniversitesi'nde doktorasim tamamladi.
Teorik fizik problemlerine ilgi duymaktaydi. Bir süre Îngiltere
ve ABD'deki üniversitelerde gezdikten sonra 1964-1973 yillan
arasmda Londra'daki Birkbeck College'de Uygulamah Matema-
tik Profesörü olarak görev yapt1. Burada bulundugu sirada,
1969'da, Stephen Hawking ile beraber kamtladiklari bir te-
oremle, yeterince agir bir yildizi olugturan kütlenin kendi mer-
kezine dogru çökmesi sonucu ortaya ç1kan karadeligin, sifir ha-
cimli sonsuz madde yogunluklu bir noktasal uzay-zaman tekil-
ligine ulagmasmm klasik fizikte kaç1mlmaz oldugunu gösterdi-
ler. Böylece Penrose'a göhret önemli oranda genel görelilik te-
orisiyle gelmig bulunsa da soyut matematikte de büyük baçan-
lari vardir. Daha genç yaglarmda babasiyla beraber ilgilenmig
olduklari, Penrose'un eglencelik matematik dedigi bir konudaki
bulugu, sonradan cebirsel geometride önemli problemlerden bi-
risi olmuytur, Kendini tekrarlayan hangi düzlemsel gekillerle
bir yüzey tam olarak kaplanabilir? Biliyoruz ki egkenar üçgen-
1erle, dörtgenlerle, düzgün altigenlerle periyodik kaplama
yapilabilir. Penrose, periyodik olmayan (yani kendini tekrarla-
mayan) düzlem kaplamasi veren binlerce farkh gekil üzerinde
yillarea çahetiktan sonra, bunlardan bagunsiz olanlarm say1s1-



m önce alttya sonra ikiye indirmeyi bagardi. Penrose gekilleri,
ünlü Hollandah grafik sanatçisi Escher'e de esin kaynagi ol-
mugtir. Penrose, salt matematiksel merak nedeniyle buldugu
bu gekillerin sonradan kristalimsi (quasicrystal) denen kimya-
sal maddelerin niteliklerini açiklamakta kullamlmig olmas1m,
temel bilim aragtirmalarimn toplumsal yararim kamtlayan
çarpic1 bir örnek olarak gästermektedir. Roger Penrose 1972'de,
Royal Society Üyesi seçildikten sonra, 1973'de Oxford Üniversi-
tesi'nde Rouse Ball Matematik Kürsüsü Profesörlügüne getiril-
di. Çok sayida ödülle onurlandirilan Penrose'a son olarak
1996'da Sir ünvam verilmigtir.

Kitabm adimn Hans Christian Andersen'in ünlü masalm-
dan geldigi dikkatinizi çekmig olmahdir: Krahn Yeni Giysile-
ri. Masahn ana fikri, etkili ve yetkili bilgelerin dile getirmek-
ten kaçmdiklari yahn gerçegi, bir çocugun safhglyla dile geti-
rilebilmig olmasidir. Dünyarun önde gelen matematik dehala-
ri arasmda sayilan, teorik fizige katkilarmm önemi sorgulan- .

mayan Roger Penrose için çocuk safhšma sahiptir denemeye-
cegine göre acaba çok önemli kitabma niçin böyle bir baghk
seçoistir?

Bunun nedenlerini 20. yüzyilda geligen teknik olanaklarm
bilimsel gärüg ve yöntem anlayigimizda yol açtig1 yeni yöne-
limlerde aramahyiz. Özellikleher konuda kavramlarm sorgu-
lanmasi, daha önee hiç söz konusu edilmemig yeni kavramla-
rm ortaya çikmasi gündemdedir. Gözlem ve deney, varsayim
ve kuram üstüne kurgulanmig bilimsel yöntem konusunda ye-
niden dügünmenin zamam gelmigtir. Bilimsel yaklagimm te-
melinde yer alan doga gözlemlerinde bugüne dek hep insan al-
gilari esas ahnmigti. Mikroskop gibi, teleskop gibi, ya da gün-
cel bir örnek olmasi bakimmdan, Mars'a indirilen uzay arac1
gibi detektärlerin yapmunda güdülen amaç, insan alg11armm
erimini dogal simrlarmm ötesine ulagtirmaktir. Sonuçta doga
gözlemi denen gey, insamn dokanarak, duyarak, görerek olgu-
lart bilinç alamna (yani zihnine) aktarmasmdan ibarettir.
Sonrasi bu verileri akilla igleyerek mantiksal ç1karimlarla so-
nuca ulagmaktir. Öteyandan, çagdag algilayicilar giderek da-
ha artan oranlarda bilgisayar teknolojisinden yararlanmakta-
lar. Böylece artik verileri, örnegin bir fotograf olarak kagit



üzerinde gözle görülecek biçimde kayda geçirmek yerine digi-
tal bilgi bankalarma doldurmaktay1z. Bunun çok önemli iki
sonucu var. Bunlarm birincisine veri analizi yoluyla verilerin

temizlenerek dogrudan gõzlenemeyecek olgularm fark edilme-
sidir dersek ikinci önemli sonuç, bilgisayar iletigim aglanyla
veri tabammn amnda tüm aragtirmacilara açilmig bulunmasi-
dir. Artik yeni olgular, kütleçekimi yasasi, termodinamik ku-
rallan, kuantum mekanigi vb. y111ar boyunca süzülerek bizle-
re kadar gelmig olan bilgi birikiminin yardumyla hemen önü-
müzde, masamizm üstündeki bilgisayar ekraninda, belirle-
mekteler. Günümüzün süper bilgisayarlanmn sagladig1 hizli
hesap kapasitesi yardim1yla, uzayda dolanan gezegenler, pat-
layan y11d1zlar, çarpigan karadelikler, atmosferde olugacak
f1rtma bulutlari, okyanuslardaki dalgalar ve daha bunlara
benzer nice olgu, temel fizik yasalanndan ba lanarak mate-
matik hesaplarla ekranda olu turulup incelenebilmekte. Ma-
samizm üstünde, elimizin altmda istersek bir dünya olugtura-
biliyoruz. Artik, bir fizik modelini sinamak için dogada gözlem
yapmak veya laboratuvarda deney yapmak kadar bilgisayar-
da benzetigim (simulasyon) yapmak da geçarli kabul edilir bir
yäntem olmugtur. Y11dizlar1 gerçekte patlatamaylz, veya var-
11klarmm kamtlari dolayh olarak gelen karadeliklerden iki
tane bulup, üstelik bir de bunlari çarpigt1ramay1z. Ancak tüm
bu olaylar bilgisayar benzetigimiyle incelenebilir. Daha pratik
düzeyde, örnegin radyasyon korkusu duymadan, bir reaktör

tasarimi benzetigim yöntemiyle yap11abilir. Yeni malzemele-
rin atom yapisi tasarlamp, bunlarin laboratuvarda üretimine
geçilmeden önce istenen fiziksel ve kimyasal nitelikleri tagi-
y,1p taglyamayacaklari bilgisayar benzetigimiyle irdelenebilir.

Bilgisayar ekramndaki gärüntüler gerçek dünyadaki olgula-

rm bire bir temsili midirler yoksa sanal bir dünyada hayal mi
görmekteyiz? Sakm Evren dedigimiz, muazzam bir bilgisayar
ekramndan ibaret olmasm? Bilgisayarlar bilinçlendirilebilirler
mi? Yani akillamp kendi baglarma dügünebilirler mi? Bu ve bu-
na benzer sorulabilecek nice sorunun yakm gelecekteki felsefe
tartigmalarma ne kadar uygun bir zemin olugturduklar1 açik-
tir. Daha gimdiden bilgisayar bilimcileri tarafindan Yapay Zekâ
(AI=Artificial Intelligence) kavrami ortaya konmug bulunmak-



tad1r. Eger, sikça dendigi gibi, bilgisayarlar yakmda yapay ze-
kâ edinebileceklerse neden yapay akil sahibi de olamasmlar?...
Takma kol, takma bacak, suni böbrek gibi yapay organlann
kullammmi yadirgam1yoruz. Insan beynini organik bir bilgisa-
yar sistemi olarak yorumlamaya egilimli bilgisayar bilimcileri-
ne göre yapay beyin fikri de yadirganmayacaktir. Böyle geligti-
rilmig bir bilgisayann akh neresinde olacaktir? Ama bu tür so-
rulara dalmadan änee derin felsefe konulari üstünde durup bit
daha dügünmek gerek. Akil nedir? Zekâ nedir? Bilinç nerede-
dir? Dügünce beyinde hangi eylemlerin sonunda olugur? Belki,
zihin dedigimizin bir fiziksel varhgi bile yok. Karmagik bir ma-
tematik hesabi bir anda hatasiz yapabilmek, dügünmekle eg tu-
tulabilir mi? Yoksa insan beyninin iglevleri arasmda hesap ya-
pabilmenin ötesine geçen bir geyler mi var?

Roger Penrose, bu yamti pek zor konularda kendi görügleri-
ni, daha önce felsefenin derin tartigmalarmdan uzak durmus
bir matematikçi ve temel bilimcinin pratik yaklagumyla savun-
mug. Kitabi, daha yaymladig1 günden baglayarak büyük yanki-
lar uyandirdi. Felsefe ve mantikçilann, bilgisayar bilimcileri-
nin Penrose'a yönelik eleptirileri dinecek gibi görünmüyor. An-
lagilan o ki bu kitap bilim felsefesinin en çok tartigilan, üzerin-
de kitaplar yaz11acak önemli eserlerinden birisi olmaya aday-
dir. Her bir bölümünde son derece zor matematik, fizik ve felse-
fe konalarmm birbiri pegine ele ahadigi bu uzun ve kapsamh
kitabm Türkçe çevirisi, biraz daha kolay izlenebilir yapabilmek
dügüncesiyle üç kitap halinde yay1alanmakta. Toplam on bö-
lümden olugan kitab1, bölümlerinde ele alman konular itibariy-
le üç kisima ayinrken zorlanmadik. Îlk dört bölümü içeren bi-
rinci kisimda matematik ve fiziksel gerçeklik, akil yürütmenin
simrlan, algoritmalar ve hesaplanabilirlik kavrami, matema-
tikte kanit, dogruluk ve sezginin önemi ele almmaktadir. Îkinci
kisunda yer alan beginci ve altmei bölümlerde siras1yla klasik
fizik teorileriylekuantum fiziginin, önder konumdaki bir teorik
fizikçi tarafmdan degerlendirilmesi, temel kavramlarm sorgu-
lanmasma yer verilmektedir. Penrose, bagka yazilarmda da
sikça degindigi gibi, bilimsel teorileri üç kategoride ele ahr: (i)
Maxwell teorisi veya Einstein teorisi gibi yetkin teoriler. (ii)
Kuantum elektrodinamigi, Salam-Weinberg elektrozay1f etki-



legmeler teorisi gibi yararh teoriler. (iii) Kuantum kozmolõjisi,
Penrose'un kendisinin tvistor teorisi veya süpercisim teorileri
gibi geçici teoriler. Uçüncü kategoriye koydugu teorilerin tartig-
masi ve Penrose'un bunlar üzerine inga edilmig spekulasyona
dayah fikirleri, üçüncü kismm bölümlerini olugturmaktadirlar.
Evrenin ve tersinemez zaman akiquun simrlanmn ele ahndig1
yedinci bölümü izleyen bölümde bir kuantumlu kütleçekimi te-
orisinin gerekçeleri ve bek1enen nitelikleri tartigilmaktadir. Do-
kuzuncu bölüm beyin, beyin iglevleri ve bilgisayarlann tartigil-
masma ayrilungtir. Uzerinde çok konuqulan kuantum bilgisa-
yan fikri burada ele ahnmaktadir. Sonuncu bölümde fiziksel
aklm nerede bulundugu konusu çevresinde öne sürülen pek çok
yeni fikir biraraya toparlanm1gt1r.

Samnm, tamamim okumak için verilecek uzun ve zahmetli
bir ugragtan sonra kitabm akilda kalacak özü, Penrose'un,
genel bir tammlamayla, bir tür bilgisayarm karmagik hesap ey-
lemlerinden yararlanilarak insan dügüncesinin model-
lenebilecegi görügünü benimseyen Yapay Zekâc11ar'a karg1 ol-
dugudur.

Tekin Dereli
Prof. Dr., ODTÜFizik Bölümü

22 Temmuz 1997,
Ankara
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I

Matematik Denklemleri ile Ílgili Aç1klama

I
i
I

Bu kitabm birçok yerinde, yazilan her formülün kitabm ge-
nel okuyucu sayisun yan yanya azaltacagi konusunda yap11an
uyanlan umursamadan sikça matematik formülleri kullanmak
zorunda kaldim. Formüllerin sikici oldugunu dügünen okurlar-
dan biriyseniz ‡kipek çok okuyucu böyle dügünür), size bu du-
rumlarda bizzat uyguladigim bir yöntemi uygulamamz1 äneri-
rim. Yöntem agagi yukan göyle: Formülün yer aldigi satm atla-
ym ve metnin bir sonraki satmna geçiverin! Pekala, böyle yap-
maym, belki yöntem tam anlam1yla hiç de böyle degil, ama o
kötü formülü dikkatle incelemek yerine göyle bir göz atar ve he-
men sonra metni okumay1 sürdürürseniz kisa bir süre sonra,
yeniden yüreklenir, ihmal ettiginiz formüle geri döner, önem
tagiyan noktalann farkma varabilirsiniz. Neyin önem tagidigi
konusunda metinde yer alan aç1klamalar size yardimet olabilir.
Eger yardimci olmuyorlarsa, zaten atladigimz formülü tümüyle
aklmisdan ç1karmamzda hiçbir sakmca yoktur.



m

Tegekkür

Bu kitabm hazirlanmasmda, gu veya bu gekilde, yardimci
olan ve tegekkür borçlu oldugum birçok kigi bulunuyor. Özellik-
le, AI (Yapay Zekâ) taraftarlari (önceliklebir zamanlar izledi-
gimbir BBC TV programma katilanlar bagta olmak üzere), yll-
lar önce, güçlü AI ile ilgili görügleri, aç1klama tarzlariyla beni
bu kitab1 yazma konusunda äzendirdiler (Yine de, girigimimin
ileride beni ne türlü zahmetlere sokacagim bilseydim korkarim
bu ige hiç kallogmazdun).

Taslak halindeki çahqmaru lusim k1sim inceleyerek, degigiklik
yapmam için yararh önerilerde bulunanlar oldu. Onlara da tegek-
kür ederim: Toby Bailen, David Deutsch (Turing makinemin
kurallarrun düzeltilmesinde büyük yardimlari olmugtur), Stuart
Hampshire, Jim Hartle, Lane Hughston, Angus McIntyre, Mary
Jane Mowat, Tristan Needham, Ted Newman, Eric Penrose,
Toby Penrose, Wolfgang Rindler, Engelbert Schücking, ve Dennis
Seiama. Mandelbrot kümesiyle ilgili clarak verdigi ayrmtih bilgi-
ler için Christopher Penrose'a, satranç oynayan bilgisayarlarla ile
ilgili olarak verdigi ayrmtih bilgiler için aym gekilde Jonathan
Penrose'a tegekkür ederim. Uzmam olmadigim bir konuyu içeren
IX. Bölüm'ü okuyarak kontrol eden Colin Blakemore'a, Erich
Harth'a ve David Hubel'e özel tegekkür borçluyum. Tegekkür et-
tigim kigiler, gözden kaçabilecek yanhglardan hiçbir gekilde so-
rumlu degildirler. Bu kitabm bir kismma temel olugturan bazi
derslerin verildigi Houston Rice Üniversitesi'ne gitmemi sagla-
yan DMS 84-05644, DMS 86-06488 säzlegmeleri kapsammda
destekleri için NSF: (National Science Foundationfa Kuantum
mekanigi ile ilgili degerli fikir ahg-veriginin yapildigi Syracuse
Üniversitesi'negidebilmemi saglayan PHY 86-12424'e tegekkür
ederim. Bu kitaba änsöz hazirlamakla gösterdigi cömertlik ve ba-
zi yorumlari için Martin Gardner'a minnettarhgimi ifade etmek
isterim. Çegitlibölümler hakkmda dikkatli ve ayrmtih elegtirisi,
kaynak kitaplarla ilgili son derece degerli yardimlari ve en önem-
lisi en çekilmez oldugum zamanlarda bana göstermig oldugu an-
lay14ve en ihtiyaç duyulan anda verdigi derin sevgi ve destek için.
sevgili egim Vanessa'ya tegekkür ederim.



V

ekillerle Ílgili Tegekkür

Bu kitabm yaymcilari, gekillerin çogaltilmasiaa izin verdik-
leri için apagidaki yaymcilara tegekkür eder

Sekil 4.6 ve 4.9, D.A. Klarner (ed), The mathematical
Gardner'den ahnti (Wadsworth International, 1981).

Sekil4.7, B. Grünbaum & G.C. Shephard, Tilings and pat-
terns'den ahnti (W.H. Freeman, 1987) Copyright © 1987 W.H.
Freeman and Company izniyle kullamlm1gt1r.

Sekil4.10, K. Chandrasekharan, Hermann Weyl 1885-1985
(Springer, 1986).

Sekil 4.11 ve 10.3, "Pentaplexity: a class of non-periodic
tilings of the plane"den ahnti. The Mathematical Intelligencer,
2,32-7 (Springer, 1979).

$ekil 4.12, H.S.M. Coxeter, M. Emmer, R. Penrose ve M.L.
Teuber (ed), M.C. Escher: Art and Science (14orth Holland,
1986).

Sekil 5.2, © 1989 M.C. Escher Heirs/Cordon Art-Baarn-
Holland.

Sekil10.4, Journal of Materials Research, 2, 1-4 (Materials
Research Society, 1987).

Diger tüm gekiller (4.10 ve 4.12 dahil) yazarin kendisi
tarafmdanhazirlanmigtir.



VII

Önsöz

Büyük matematikçilerin ve fizikçilerin çogu, mesleklerinden
olmayanlann anlayabilecekleri bir kitap yazmamn, olanaksiz
olmasa bile, çok zor oldugunu dügünürler. Bu ylla kadar, dün-
yamn en bilgili ve yaratici matematik fizikçilerinden Roger
Penrose'un, bu dügüncede olanlar arasmda yer aldig1 samlabi-
lirdi. Teknik olmayan makalelerini ve konferans metinlerini
okumug olan bizler ise bunun böyle olmadigim biliyorduk. Yine
de Penrose'un, yogun çahqmalarmdan zaman ay1rarak, aym
meslekten olmayanlar için harika bir kitap yazdigim görmek
hog bir sürpriz oldu. Bu kitap, klasikler arasmda yerini alacagi-

na inandigim bir eser.
Penrose'un kitabimn bölümleri, görelilik teorisinden, kuan-

tum mekanigine ve kozmolojiye kadar degigik konulan kapsa-
maktaysa da ana dügünceyi, felsefecilerin "us-beden problemi"
olarak adlandirdiklan teori olugturmaktadir. "Güç1ü AI" (Ya-
pay Zekâ) savunuculan, elektronik bilgisayarlann insan akh-

mn yapabilecegi her geyi yapabilmelerinin yalmz bir veya iki
yüzy11hk (bazilan bu süreyi elli yila kadar kisaltiyor!) bir sorun
olduguna bizi yillardir ikna etmeye ugragmaktalar. Gençlikle-
rinde okuduklan bilimkurga kitaplanndan etkilenen ve beyin-
lerimizin yalmzea (Marvin Minsky'in dedigi gibi) 'etten yapil-

mig bilgisayarlar' olduguna kendilerini inandiran bu insanlar,
haz ve aci, güzellik ve mizah bekenisi, bilinçlilik, hür irade gibi
yetilerin, elektronik robotlarda, algoritmik davramplan yete-
rince karmagik duruma geldigi zaman dogal olarak ortaya ç1ka-
cagmdan kugku duymamaktadirlar.

Bazi bilim felsefecileri (ünlü Çin odasi dügünce deneyimini
Penrose'un derinlemesine ele aldigi John Searle gibi felsefeciler)
bu dügünceye giddetle kargi çikmaktadirlar. Onlara göre bir bil-
gisayar, çarklarla, kollarla veya sinyal ileten herhangi bir meka,
nizmayla çahgan mekanik hesap makinelerinden temelde farkh
degildir (Bir bilgisayar, yuvarlanan bilyalarm veya borulann
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içinde akip giden suyun üzerine dayandigi fizik yasalarma uy-
gun yap11abilirdi). Elektrik, tellerin içerisinde, (1eikhariç) diger
enerji türlerine göre daha hizh iletilebildigi için simgelerle hesap
makinelerinde oldugundan daha süratle oynayabilir ve bu ne-
denle son derece karmagik iglemlerin üstesinden gelebilir. Fa-
kat, elektrikli bir bilgisayar gerçeklegtirdigi iglemi, bir abaküsün
'anladigmdan' fazla 'anlar' nn? Bilgisayarlar gimdilerde satranci
ustaca oynuyorlar. Acaba satrançtan, bir zamanlar bir grup bil-
gisayar merakhsimn derme çatma aletleriyle yaptiklan bir basit
oyun makinesinden daha fazla 'anlarlar' un?

Penrose'un kitabi, gimdiye kadar yaz11mig güçlü AI kargiti
olan en etkin saldindir. Geçen yüzyillarda aklm, bilinen fizik
yasalanyla çahyan bir makine olduguna dair indirgemeci sava
kargi itirazlar yap11augt1, fakat Penrose'un kargi saldinsi, ken-
disinden önceki yazarlann sahip olmadiklari bilgilere dayamla-
rak yapildigi için, daha inandinci. Kitap, Penrose'un bir mate-
matiksel fizikçiden öte, birinci sm1f bir felsefeci oldugunu, çag-
dag felsefecilerin anlamsiz bularak göz ardi ettikleri sorunlari
irdelemekten çekinmedigini açikça göstermektedir.

Penrose, aym zamanda, küçük bir grup fizikçinin giderek ar-
tan itirazlarma kargm, güçlü bir gerçekçiligin savunuculugunu
üstlenmek cesaretini de göstermigtir. Yalmz "orada bir yerdeki"
evren degil matematiksel gerçek de kendine özgü gizemli ba-
gims12hgave zamansizhga sahiptir. Newton ve Einstein gibi
Penrose da, gerek fiziksel dünyaya gerekse saf matematigin
Platonik dünyasma son derece alçakgönül1ükle ve derin saygly-
la yaklagiyor. Say1 teoricileri arasmda seçkin bir yeri bulunan
Paul Erdös, en iyi kamtlann yer aldigi 'Tannmn Kitabi' hak-
kmda konugmaktan hoglamr. Matematikçilerin, bu kitabm bir
sayfasma ara sira göz atmalarma izin verilir. Bir fizikçi veya
bir matematikçi birdenbire bir sezgiye kapildigi saman Penrose
bu sezginin 'karmagik hesaplamayla uyandinlmig' bir duyga-
nun ötesinde bir gey olduguna inamr. Bu, bir an için nesnel
gerçekle iligkiye geçen us'tur. Acaba, diye dügünür, Platon'un
dünyasi ile fiziksel dünya (fizikçilerin matematigin potasmda
erittikleri dünya) gerçekte bir ve aym midir? Penrose'un kitabi-
nin birçok sayfas1, adini Benoit Mandelbrot'tan alan
Mandelbrot kümelerine aynlm14tir. Böyle bir kümenin parçalari
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büyütüldügünde istatistiksel anlamda birbirine benzer yap1
göstermesine kargm, sonsuz helis biçimi önceden tahmin edile-
meyecek gekilde sürekli degigim göstermektedir. Penrose, bu
egzotik yapmm, tropik bir ormamn kegfi kadar olast, 'igte

ora-
da' durup duran Everest Dagi kadar somut oldugunun dügü-
nülmesinin anlagilmaz olduga kamsmdadir (Ben de äyle).

Penrose, 'küçük parmag1mn' kendisine, kuantum mekanik bi-
liminin henüz tamamlanmanu; oldugunu söyledigi zaman Eins-
tein'm hiç de dik kafah veya bulamk zihinli olmadigma inanan
ve sayilari giderek artan bir grup fizikçiden birisidir. Gärügünü
desteklemek amac1yla Penrose sizi, günümüzdeki spekülasyon-
lann odagun olugturan, karmagik sayilar, Turing makineleri,
karmagikhk teorisi, kuantum mekaniginin gaprtici paradoksla-
n, formel sistemler, Gödel karar verilemezligi, faz uzaylan, Hil-
bert uzaylan, karadelikler, akdelikler, Hawking igunasi, entro-
pi, beynin yapis1 gibi konulan kapsayan göz kamagtinc1 bir yol-
culuga çikarlyor. Köpekler ve kediler, kendilerinin 'bilincinde'

midirler? Televizyonan Uzay Yolu dizisindeki gibi astronotlann
bir madde-aktarim sistemi yoluyla oraya buraya yollanabilmele-
ri teoride mümkün müdür? Evrim biliaçlenmeyi yaratirken
kendi sürekliligini saglamak için onda ne bulmugtur? Kuantum
mekaniginin ötesinde, zamamn yönünün ve sag/sol ayirimmm
kesin olarak belirlenmig oldugu bir düzey var midir? Kuantum
mekanigi yasalan, bundan da belki daha derin yasalar, usun ig-
levlerini yerine getirmesi için mutlaka gerekli midir?

Son iki soruya Penrose'un yamti evet olmugtur. Onun ünlü
'tvistor' teorisi -uzay

zamam içeren daha yüksek boyutlu komp-
leks bir uzayda etkin olan soyut geometrik nesneler teorisi- bu
kitabm kapsamma almmayacak kadar tekniktir. Penrose'un
yirmi yllhk ugraqimn ürünü olan 'tvistorlar', kuantum meka-
niksel alanlardan ve taneciklerden daha derin bir bölgede geçer-
li olmak için geligtirilmis bir teoridir. Penrose, yetkin, yararh,
geçici ve yanhq-yönlendirilmig olarak därt gruba ay1rdigi teori-
ler içerisinde tvistor teorisini, bugün hararetle tartigilmakta
olan sül>er-sicim ve diger büyük birlegtirme modellerinin yam
sira, alçakgönüllülükle, geçici gruba dahil etmektedir.

1973'ten bu yana Penrose, Oxford Universitesi'nde Rouse
Ball Matematik Profesärü olarak görev yapmaktadir. Bu ünvam
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hakh olarak tagimaktadir çünkü W.W. Rouse Ball yalmz çok
tamnmig bir matematikçi olmayip, Matematiksel Eglencelikler
ve ÎncelemeYazdars adh bir Ingiliz klasigi niteliginde eseriyle,
eglencelik matematik alamnda amatör bir sihirbazdir.

Penrose, Ball'un eglence hevesini paylagmaktadir. Gençligin-
de 'üçlü çubuk' (tribar) denilen 'imkânsiz bir nesne' keyfetmigti
(Îmkânsiznesne, içten-çeligkili elemanlardan olugtugu için va-
rolamayan çok-boyutlu bir geklin çizimidir). Penrose ve bir ge-
netik uzmam olan babasi Lionel, bu tribar'i bir Penrose Merdi-
venine dönügtürdüler. Basamakh bu yapiyi, Maurits Escher
Ascending and Descending (Çik1eve inig) ve Waterfall (Çagla-
yan) adh iki ünlü gravüründe kullandi. Bir gün Penrose, 'deli-

lik nöbeti' olarak adlandirdigi bir nedenle yatakta yatarken,
dört-boyutlu bir uzayda var olan bir imkånsiz nesneyi hayalin-
de canlandirdi. Bu öyle bir gey ki, dedi, dört-boyutlu bir yaratik

ona rastlasa, "Aman Tannm, bu da ne böyle?" diye haykirirdt.
1960'larda Penrose, arkadagt Stephen Hawking ile birlikte

evren
.bilimi

konusunda çahgirken, belki de en çok tamaan bu-
lugunu gerçeklegtirdi. Gärelilik teorisinin 'sonuna dek geçerli'
oldugu savma göre, her karadelik, içinde fizik yasalanmn ge-
çerli olmadigt bir tekil bölgeye sahip olmahydi. Bu bagar1 bile,
son yillarda Penrose'un, Escher mozayigine benzer fakat düzle-
mi periyodik olmayan tarzda kaplayan iki gekil inga etmesiyle
gölgelendi (Bu gagirtici gekiller hakkmda bilgiyi Penrose Tiles
to Trapdoor Ciphers adh kitabmda bulabilirsiniz). Bu gekilleri,
Penrose hiçbir yaran olabilecegini dügünmeden icat etti, daha
dogrusu kegfetti. Penrose'un kaplama ta larmm üç-boyutlu
genellemelerinin, ahg11dik olmayan yeni bir madde türünün bu-
lunabilecegi sonucuna ulagmasi herkesi gagirtti. Bugünlerde
söz konusu "kristalimsi" maddenin incelenmesi kristalografi
alanmda en yogun aragtirma konularmdan birisini olugtur-
maktadir. Aym zamanda, matematigin hiç beklenmeyen uygu-
lamalara yol açabilecegini göstermesi açismdan, modern za-
manlann en dramatik örnegidir.

Penrose'un matematik ve fizik alanlarmdaki bagarilari
-yal-

mz bir kismma deginebildigim bagarilari- onun bir yagam bo-
yu, Vaiolagun gizemine ve güzelligine duydugu meraktan kay-
naklanmaktadir. Küçük parmagi ona, insan beyninin sadece
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minik teller ve anahtarlar toplulugundan olugmadigun söylü-
yor. Kitabinin baglang1ç ve sonsöz bölümlerindeki Adam,
k1smen duygulu yagamm yavag evriminde bilincin baglangici-
mn bir sembolüdür. Benim için Peorose, güçlü AI hükümdarla-
rmm ç1plak olduklarmi, üzerlerinde giysilerinin bulunmadigim
söylemek yürekliligini gösteren -AI önoülerinin biraz uzagmda,
arkada, üçüncü sirada oturan- çocuktur. Penrose'un fikirlerin-
den çoguna mizah karigtmlmigtir ama bu kitapta savundugu
fikir asla güldürü malzemesi degildir.

Martin Gardner
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Baglang1ç

Büyük Konferans Salonunda, yeni 'Ultronic' bilgisayann aç1-
hgi için toplamlungt1.Bagkan Pollo, aç1hy konugmasim henüz
bitirmisti. Bitirdigi içio mutluydu: Bu gibi toplantilardan pek
hoglanmazdi ve aç1hgim yaptigi bilgisayarm kendisine bir hayli
zaman kazandiracagi gerçeginin digmda bilgisayarlardan hiç
anlamazd1. Îmalâtç1firma, bilgisayann diger birçok görevinin
arasmda, Devletle ilgili olarak Bagkamn çok siluci buldugu ka-
rarlari almak bulunduguna dair Bagkana güvence vermigti.

Bilgisayara harcadigi hazine altimmn miktan dügünülürse, bil-
gisayann bu görevi üstlenmesi elbette yerinde olacaktt. Sahane
özel golf sahasmda saatler boyu golf oynayarak hopça vakit ge-
çirmek için sab1rsizlamyordu. Golf sahas1, küçük ülkesinde ge-
riye kalabilen birkaç büyük yegil alandan bir tanesiydi.

Adam, açihe törenine katilanlarm arasmda bulunmakla ken-
dini ayncahkh hissediyordu. Üçüncüsiraya oturdu. Ultronic'in
tasanmmda görev alan teknokratlardan birisi olan annesi iki
sira önünde oturayordu. Babasi da rastlanti sonucu salondayd1;
davetli degildi ve euanda arkada bir yerlerde çevresi güvenlik
gärevlileri tarafindan tamamen kugatilmig olarak duruyordu.
Son dakikada Adam'm babas1, bilgisayar1 havaya uçurmaya
kalkigmigti. Küçük bir eylemci grup olan 'Psigik Bilinç1enme
Yüksek Kurulu'nun 'Liderligi' ünvamm kendine uygun görmüy
ve bilgisayan havaya uçurma görevini üstlenmigti. Kugkusuz o
ve tüm patlay1cilan, say1siz elektronik ve kimyasal-duyarh ci-
hazlar sayesinde hemen yakalanmigti. Cezasmm küçük bir kis-
num gimdiden çekiyordu; bilgisayarm aç1hy törenine tarnk ol-
masi için salonda ahkonulmugtu.

Adam, ebeveynlerine pek aldirmazdi. Onlar için herhangi bir
duyga beslemesi gerekmemigti. Onüç y11hk ömrü boyunca mad-
di bir zenginlik ortammda, hemen hemen tamamen bilgisayar-
lar tarafmdan yetigtirilmigti. Bir dügmeye basarak, istedigi her
geye sahip olmugtu: yiyecek, içecek, arkadag, eglence ve hatta



XIV e Baplangzç

egitim
-gereksinim

duydugu anda diledigi bilgi, ilginç ve renkli
grafikler halinde ekranda beliriyordu. Annesinin mesleki konu-
mu ona bütün bu olanaklari saglamigti.

Su anda, Tasarim Sefi, konugmasim bitirmek üzereydi:
"...10" mantik ünitesinden fazlasma sahiptir. Bu rakam, tüm
ülkede yagayan insanlarm.tümünün beyinlerindeki nöronlarm
toplam sayismdan fazladir. Zekâsi, hayal bile edilemez. Neyse
ki hayal etmek zorunda da degiliz. Biraz sonra zekâsim izle-
mek.onuruna sahip olacagiz: Büyük ülkemizin saygideger First
Lady'si Madam Isabella Pollo'yu, olaganüstü Ultronic Bilgisa-
yarimizi çahytirmasi için huzurunuza davet ediyorum!"

Baykanm egi öne ç1kti. Biraz heyecanh görünüyordu; agzmda
birkaç sözcük geveliyerek galter kolunu indirdi. Saloada derin
bir sessizlik ve 1017mant1k üniteSinin aktive edilmesiyle 141k-

larda hemen hemen fark edilemeyen bir kararma yagandt Ne
olup bitecegini bilemeden herkes bekliyordu. 'Teni Ultronic Bil-
gisayar Sistemimize ilk sorusunu sorarak sistemi baglatmak is-
teyen var mi aramzda?" diye sordu Tasarim Sefi.

Herkesin önünde ve Yeni Bilgisayarm huzurunda kendilerini
aptal yerine koymaktan çekinen insanlar susuyordu. Salonda
suskunluk egemendi. "Aramzda soru soracak birisi mutlaka
vardir ama," diye yineledi Tasarim Sefi,Fakat, yeni ve çok güç-
lü bir bilinçlenme duygusuyla herkes susuyordu. Adam böyle
bir duyguya kapilmad1. Dogdugundan beri bilgisayarlarla
büyûmügtü. Bir bilgisayarm neye benzedigini hemen hemen
biliyordu. En azmdan bildigini samyordu. Her neyse, merak-
lanm14t1. Adam elini kaldirdi. "Tamam," dedi Tasarim Sefi,"üçüncü siradaki küçük çocuk. Yeni dostumuz için bir sorunuz
var, öyle mi?"
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I. Bölüm
Bir Bilgisayar Us Sahibi Olabilir mi?

Girie
Son yirmi-otuz y11da elektronik bilgisayar teknolojisi dev adun-

larla geligti. Önümüzdekiyirmi-otuz yll içerisinde de, luz, kapasi-

te ve mantik tasarurunda büyük ilerlemeler kaydedilecegi konu-
sunda pek az kugku var. Geçen yilm hesap makineleri bu yil gö-
zümüze nas11 ilkel ve hantal görünüyorsa bugünün bilgisayarlari
da ileride gözümüze aym gekilde görünebilir. Geligim Inzmda ne-
redeyse ürkütücü bir geyler var. Eskiden yalmz insanm dügünee
sisteminin alanmda gerçeklegtirilebilen say1siz iglemler bugän bir
insamn asla erigemiyecegi lnz ve dogruluk oramnda, bilgisayarlar
tarafmdan gerçeklegtirilebiliyor. Fiziksel yönden performansmuz1
kolayca agan makinelere uzun zamandir ahgkurz. Onlardan her-
hangi bir rahatsizhk duymuyoruz. Aksine, en luzh atletten en az
beg kat luzh ilerleyebilen araç1arla yolculuk etmekten, veya düsi-
nelerle igçiden olugan ekiplerle ancak gerçeklegtirilebilecek kazi
ve ylk1m çahgmalarim makinelerin bagariyla üstlenmesinden

hognutuz. Önceleriasla yapamadigimiz geyleri fizikselolarak

yapmam1za olanak saglayan makinelere sahip olmakla daha da
mutluyuz; gökyüzünde süzülerek birkaç saat gibi kisa bir sürede
okyanusun kargi sahiline inebiliyoruz. Makinelerin bu gibi baga-
raari gururumuza dokunmuyor. Ama, dügünme yetenegine sahip
olmak

-igte

bu çok insanca bir özellik. Ne de olsa dügünme yete-
negimiz sayesinde fiziksel yetersizligimizi agabildik ve diger can-
hlara karg1üstün1ük saglayabildik.

Üstünlügümüzükamtlayan bu önemli özelligimizi bir gün
makinelere kaptmrsak, onlara boyun egmek zorunda kalmaya-
cak m1y1z?

Mekanik bir cihazm dügünebilmesi, hatta duygulara veya bir
usa sahip olmasi konusu ashnda yeni degildir? Fakat modern

bilgisayar teknolojisinin geligmesiyle yeni bir ivme, hatta bir
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ivedilik kazaamigtir. Sorun, felsefenin derin konulanna götürü-
yor bizi. Dügünmek veya hissetmek nedir? Us nedir? Us gerçek-
ten var midir? Varsa, iligkili oldugu fiziksel yapilara fonksiyo-
nel olarak ne ölçüde bagimhdir? Bu gibi yapilardan tamamen
bagunsiz olarak var olabilir mi? Veya yalmzca fiziksel yapilann
(uygan türde yapilann) bir fonksiyonu mudur? Ne olursa olsun,
ilgili yapilann özellik itibariyle biyolojik (beyin) olmasi nu ge-
rekli, yoksa elektronik ekipman parçalan da pekalâ aym iglevi
üstlenebilir mi? Us, fizik yasalanna bagimh mt? Gerçekte, fizik
yasalan nelerdir?

Bu kitapta, bu gibi sorulara yamt arayacagim. Böylesine ge-
nig kapsamh sorulara kesin yamtlar beklemek kugkusuz hak-
sizhk olur. Kesin yamt veremem, bagkalan da veremez. Ne var
ki bazilari tahminleriyle bizi etkilemeye çahgabilir. Benim ken-
di tahminlerim, ele aldigim konularda önemli rol oynayacak
tahminler olacaktir. Fakat, spekülasyonu kati bilimsel gerçek-
ten açikça ayirt etmeye çahyacagim, ve spekülasyonlanmm te-
melinde yatan nedenler hakkmda açik olmaya özen gösterece-
gim. Ancak, burada benim baghea amacim yamtlarla ilgili çok
fazla spekülasyona kalkigmak degildir. Daha çok, fiziksel yasa-
mn yapisi, matematigin ve biliaçli dügünme igleminin özelligi
arasmdaki iligkiyle ilgili yeni yasalart ortaya koymak ve daha
önce aç1klandigma tamk olmadigim bir bakig açisi getirmek ug-
ragi içerisinde olacag1m. Bu bakig aç1smi birkaç sözcükle yete-
rince tammlayamam; igte bu nedenle, böylesine hacimli bir ki-
tap yazmayi amaçladim. Ancak, yine de kisaca ifade etmem ge-
rekirse, bana göre, fiziksel ve mantiksal açidan 'us' kavramim
tam anlamiyla açiklayamamanuz, fizigin temel yasalanm tam
anlamiyla kavrayamanug olmamizdan kaynaklanmaktadar. Bu-
nunla, söz konusu yasalan hiçbir zaman tam anlamiyla anlaya-
mayacag1z demek istemiyorum. Aksine, gelecekteki aragt1rma-
lan bu konada ümit verici görünen yönlere çekmek, 'us'un bil-
digimiz fizigin geligim kapsammdaki yeri hakkmda oldukça
özel ve görünügte yeni änerilerde bulunmak bu kitabm amaci-
mn bir kismun olugturmaktadir.

Savundugum görügün fizikçiler arasmda benimsenmeyen ve
sonuçta bilgisayar bilimcileri veya fizyologlar tarafindan bugün
için benimsenmesi olasihgi bulunmayan bir görüg oldugunu
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açikça belirtmeliyim. Fizikçilerin pek çogu, insan beyni ile ilgili
olarak uygulanabilir temel yasalann tümünün gerçekten mü-
kemmelen bilindigini iddia edeceklerdir. Genelde fizik bilgimiz-
de hâlâ birçok boglugun bulundugu kugkusuz tartigilamaz. Ör-
negin, dogamn atom-alti parçac1klarmm kütle-degerlerine ve
bunlarm etkilegmelerinin büyüklüklerine hükmeden temel ya--
salan bilmiyoruz. Kuantum teorisini Einstein'm genel görelilik
teorisiyle uyamlu hale getirecek 'kuantum gravitasyon' teorisi-
nin nas11 geligtirilecegini bir tarafa b1rakm, kuantum teorisini
daha Einstein'm özel görelilik teorisi ile nas11 uyumlu hale geti-
recegimizi tam bilmiyoruz. Kuantum gravitasyon teorisini gelig-
tirememig olmannzm sonucu, bilinen temel parçaciklann boyu-
tunun 1/100000000000000000000'i gibi minik bir ölçekte uzaym
özelligini anlayam1yoraz, fakat söz konusu boyuttan daha bü-
yük boyutlar için bilgimizin yeterli oldugu farzediliyor... Bu gibi
belirsizliklerin fizik üzerindeki etkileri insan beyni aç1smdan
önemsiz gibi görünse de, evrenin kapsam1mn

-uzayda

veya za-
manda- bir bütün olarak sonlu veya sonsuz oldugunu bilmiyo-
ruz. Karadeliklerin merkeslerinde veya evrenin kendisinin bü-
yük patlama ile baglang1ç amada etkin olmasi geteken fizik bili-
mini anlannyoraz. Bütün bu yasalar, insan beyninin iglevleriyle
ilgili 'gün1ük' ölçege (veyabiraz daha küçügüne) dayanarak ha-
yal edebilecegi kadar uzak görünebilir. Ve gerçekten de uzaktir!
Ancak, tam burnumuzun dibinde (veya daha dogrusu ardmda)
durmakta olan bir konu var ki fizikçilerin pek çogu, insan dü-
güncesinin ve bilineinin iglemesi ile yakmdan ilgili olup fizik an-
layignmzda bir büyük bilinmeyeni olugturan bu yasasuun far-
kmda bile degiller. Bu konuyu aç1klamaya çahyacagun. Karade-
liklerin ve büyük patlamanm bilinmeyen yasalar üzerinde kesin
etkilere sahip görügler oldugunu yine bu kitapta savunacagun,

11eriyesürmeye çahqtigim görügün temelinde yatan kamtm
gücü hakkmda okuru ikna etmek çabasi içinde olacag1m. Fakat
bu görügü anlamak için yapacak çok igimiz olacak. Bize yabanci
gelecek diyarlardan

-bir

kisun görünügte konumuzla ilgili olma-
yabilir- ve birbirinden farkh engellerden geçecek zahmetli bir
yoleuluga çikacag1z. Newton mekaniginin temel ilkelerinin yam
s1ra, kuantum teorisinin yapisun, esaslarmi ve bilinmeyen yön-
temlerini, özel ve genel göreliligin, karadeliklerin, büyük patla-
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mamn, termodinamigin ikinci yasasmm, Maxwell'in elektroman-
yetizma teorisinin temel özelliklerini incelemek durumunda ka-
lacag12.Bilincin dogasun ve fonksiyonunu anlamak çabamiz içe-
risinde felsefe ve psikolojinin sorunlan devreye girecek. Kugku-
suz, önerilen bilgisayar modellerinin yam sira, beynin gerçek nö-
rofizyolojisine göz gezdirmemiz.kaçunlmaz olacak. Yapay zekâ-

mn statüsü hakkmda fikir edinmemiz gerekecek. Turing maki-
nesinin ne gibi bir makine oldugunu ögrenecek, hesaplanabilir-
lik, Gödel'in teoremi ve teorinin karmagikhgimn anlarum anla-
mak geregini duyacag1z. Matematigin derinliklerine dalmanuz
ve hatta fiziksel gerçekligin dogasiin sorgulamamiz gerekecek.

Bütün bunlarin sonunda okur, açiklamaya çahytigim ahgil-
madik kamtlar hakkmda hâlâ ikna olamazsa, yine de bu zah-
metli ve umanm ilginç yolculuktan gerçek degere sahip bir gey-
ler editiecegini en azindan ümit ediyorum.

Turing Testi

Hafiza bankasi ve mantik ünite sayisi, insan beynindekinden
fazla, yeni bir model bilgisayann piyasaya ç1ktig1m varsayahm.
Yine bu bilgisayarlarm dikkatle programlanung ve uygun türde
ve büyük miktarda veriyle yüklenmig olduklanm varsayahm.
Yapimcilan, bõyle cihazlarm gerçekten düpündüklerini iddia
ediyorlar. Belki gerçekten zeki olduklarmi da iddia ediyorlar.
Veya daha da ileri giderek cihazlann ac1yi, mutlulugu, gefkati,

gururu, vs. gerçekten hissettiklerini ve ne yaptiklanmn farkm-
da olduklanm ve iglevlerini gerçekten anladsklarrar ileri sürü-
yorlar. Öylegörünüyor ki bu cihazlar bilinçliler.

Yapimcilann iddialanmn inamhr olup olmadigru nasil anla-
yacag1z? Normal olarak, bir makine satm aldigimiz zaman dege-
rini, bize sagladigi hizmetle ölçeriz. Bekledigimiz hizmetleri tat-
minkâr gekilde yerine getiriyorsa memnun oluruz, getirmiyorsa
geri götûrerek yenisiyle degigtirir veya onanlmasim saglanz.
Însan fonksiyonlanna sahip oldugu iddia edilen söz konusu ma-
kine ile ilgili bu iddialann dogrulugunu anlamak için, yap1mci-
mn kriterine uygan olarak, makinenin fonksiyonlanm yerine
getirirken bir insan gibi davramp davranmadigim soranz. Ínsan
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gibi davramyorsa, yakmmanuz için bir neden olamaz ve bilgisa-
yan onarim veya degigtirmek amac1yla iade etmemiz gerekmez.

Bu örnek bize tamamen iglevsel bir yaklagun saglamaktadir.
Îçlevselci,bilgisayarm, dügünme amnda bir insanm davraragm-
dan ay1rt edilemiyecek tarzda bir davramp sergilemesi koguluyla
dügündügünü söyleyecektir. Böyle bir iglevsel bakig açisim bir
an için benimseyelim. Elbette bilgisayarm, dügünmekte olan bir
insamn yapabilecegi gibi, odanm ortasmda bir oraya bir buraya
gidip gelmesini bekleyemeyiz. Veya diyelim ki, bir insana elinizle
dokundugunuzda gösterecegi tepkiyi veya hissedecegi duyguyu
göstermesini bilgisayardan bekleyemeyiz: Bu beklentiler, bilgisa-
yarm amacimn digmdadir. Ancak bu beklentiler, sordugumuz
herhangi bir soruya insanmkine benzer yamtlar vermesini iste-
digimiz ve yanitlarmm bir insamnkinden ayirt edilemiyeeek ol-
masi koguluyla gerçekten dügünmesiyle (veya hissetmesiyle, an-lamaslyla, vs.) tatmin olmay1 talep ettigimiz anlamma gelir.

Bu bakig açisi, Alan Turing'in 1950 yihnda Mind (Turing
1950) felsefe dergisinde yaymlanan 'Computing Machinery andIntelligence' baghkh ün1ü makalesinde çok güçlü gekilde savu-nulmuetur (Turing'den ilerideki bölümlerde daha çok söz edece-
giz).Makalede, bu görüg, ilk kez Turing testi olarak tammlan-nugtir. Testin amaci bir makinenin dügündügünü söylemenin
mantiksal olarak mümkün olup olmadigidir. Bir bilgisayarm
(yukarida verdigimiz örnekte yapimc11ari tarafindan özellikleri
tammlanan bilgisayar gibi) gerçekten dügündügünün iddia
edilmekte oldugunu varsayahm.

Turing testine göre bilgisayar, gönüllü bir insanla birlikte,
sorgulay1cmm görüg alanuun (perseptif)digmda bir yere sakla-
mr. Sorgulay1c1,yalmz soru sormak suretiyle, hangisinin insan
hangisinin bilgisayar oldugunu saptamaya çahgir. Sorgulaylel-
mn* sorulari, daha önemlisi aldigi yanitlar, tamamen ses gizle-
*Böyle bir kitabm yaziImasi esnasmda kargilagilan sorunlardan birisi "she"

veya
"he" (digilerkek zamirlerin) kullammidir. Normal uygulamada oldugu gibi,bundan böyle, soyut kipilerden bahsederken, her ikisini kapsamak üzere, yalmzerkek zamirini (he) kullanacagun. Sorgulayic1yi "she" zamiri ile ifade ederek

cinsiyet ay1rimt yapmak amaemda olmadigmu, yalmz digi bir sorgulayicunn,bir erkek sorgulayiclya k1yasla, gerçek insanla bilgisayar1 ayirt etmekte dahaduyarh olabilecetini düsündügöm için bagiglanacagimi umarimi
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nerek, yani ya bir klavye sisteminde yazilarak veya bir ekranda
gästerilerek verilir. Sorgulay1clya, bu soru/cevap oturumunda
elde edilen bilgiler digmda, her iki taraf hakkmda hiçbir bilgi
verilmez. Însan denek sorulari içtenlikle yamtlar ve kendisinin
insan, öteki denegin bilgisayar olduguna dair sorgulayic1yi ikna
etmeye ugragir; fakat bilgisayar 'yalan' söylemeye programlan-

mig oldugu için kendisinin insan olduguna sorgulayic1yi inan-
dirmaya çahgir. Dizi halinde tekrarlanan testler süresince sor-
gulayici, tutarh bir gekilde, insam saptayamadigt takdirde, bil-
gisayar (veyabilgisayann program1, veya programlayicisi, veya
tasanmcisi, vs.) testi geçmig sayihr.

Bu testin bilgisayar için adil olmadigi öne sürülebilir. Roller
degigtiri1erek insanm bilgisayar gibi davranmasi ve bilgisayar-
dan sorulara içtenlikle, dogru yamtlar vermesi istenseydi sor-
gulayicimn hangisinin insan hangisinin bilgisayar oldugunu
anlamasi çok kolay olurdu. Yapmasi gereken bütün ig, çok kar-
magik bir aritmetik hesabrun yapilmasim istemek olurdu. lyi
bir bilgisayar yamti hemen ve dogra gekilde verirken insan ya-
mti verirken zorlamrdi. (Bu konuda biraz dikkatli olmak gere-
kiyor, çünkü herhangi bir aritmetik iglemini, gagmaz dogruluk-
la ve fazla çaba sarfetmeksizin zihninde çabucak gerçeklegtire-
bilen 'hesap dahileri' bulunabilir. Örnegin,okuma-yazma bil-
meyen bir çiftçinin oglu olan ve 1824-1861 y111ari arasmda Al-
manya'da yagamig olan Johann Martin Zacharias Dase*, her-
hangi sekiz basamakh iki say1mn çarpimim bir dakikadan az
bir sürede, yirmi basamakh iki sayrun çarpumm alti dakika gi-
bi kisa bir sürede zihninde gerçeklegtirebiliyordu! Daha yakm
dönemlerde, 1950'lerde, Edinburgh Üniversitesi Matematik
Profesörü Alexander Aitken'in bu konuda insam etkileyen ba-
ganlan olmugtur. Test amaciyla sorgulayicmm daha zor iglem-
ler seçmesi, örnegin otuzar basamakh iki sayunn çarpma igle-
minin iki saniyede tamamlanmasim öngören sorular seçmesi
gerekecektir. Böyle bir soru, iyi bir modern bilgisayann kolay-
hkla üstesinden gelebilecegi bir iglemdir).

Böylece, bilgisayar programeilarma bilgisayarm, bazi du-
rumlarda gerçekte oldugundan daha 'aptal' görünmesini sagla-
mak dügüyor. Çünkü, sorgulay1emm bilgisayara karigik bir
aritmetik sorusu sormasi halinde, bilgisayarm soruyu yamtla-



yam1yormuy gibi görünmesi gerekir; aksi halde, kisa sürede
kendini ele vermig olacaktirl Bilgisayarm bu gekilde daha 'ap-

tal' görünmesini saglamak samrim programcilar için özellikle
ciddi bir sorun yaratmayacaktir. Onlar için asil sorun, her insa-
mn kolayca yamtlayabilecegi en basit 'akh selim' sorusunu ya-
mtlayabilecek gekilde bilgisayari programlayabilmektir!

Bu tür sorularm belirli örneklerinin yinelenmesinde, yinele-
me olayimn dogasmda bulunan bir sorun ortaya çikar. Ilk soru-
da, bilgisayarm bu özel soruyu bir insamn yamtlayabilecegi ge-
kilde nas11 yamtlayacagma dair bir yol bulmak kolaydir. Oysa
sürekli sorgulamada, özellikle özgün ve biraz gerçek anlama ye-
tenegi gerektiren sorularla yap11an seri sorgulamada bilgisaya-
rm gerçek anlama yeteneginden yoksun oldugunun ortaya ç1k-
masi olasidir. Sorgulayicunn becerisi, kismen, bu tür özgün sora
biçimleri bulabilmesinde, k1smen de, derinlemesine inceleme ni- i

teliginde bir yaklagunla, gerçek 'anlay14m'

var olup olmadigim
ortaya çikaracak gekilde tasarimlanmig diger sorularla bagdag-
tirabilmesindedir. Sorgulaylc1, aradaki fark1 bilgisayarm fark
edip etmeyecegini anlamak için, sorgulama esnasmda tamamen
saçma bir sorayu araya s1kigtirabilir, veya saçma gibi görünen

'

fakat ashnda anlamh olan bir iki soruyu diger sorularm arasma
katabilir: Örnegin,göyle sorabilir: 'Duyduguma göre, bu sabah

bir gergedan pembe bir balonla Mississipi boyunca uçmug. Buna
ne dersin?' (Bilgisayarm almnda biriken soguk ter taneciklerini
görür gibisiniz!) Bilgisayar ihtiyatla yamtlar: "Oldukça gülünç
geldi bana." Simdiyekadar iyi gitti. Sorgulayici: "Sahi mi? Bir
zamanlar amcam da aym geyi yapmigt1

--gitmig

ve dönmügtü-
yalmz onunki kirli-beyaz renkte ve çizgiliydi. Bunda gülünç olan

ne var?" Dogru dürüst anlama yetenegi yoksa, bilgisayarm çok
geçmeden tuzaga dügecegini ve kendini ele verecegini tahmin
etmek zor degil. Hafiza bankasmda gergedanlarm kanatlarimn
olmadigma dair bilgi varsa, ilk soruyu "Gergedanlar uçamaz" di-
yerek, ikinci soruya da "Gergedanlar çizgili degildir" geklinde
yamtlayabilir. Sorgulayici, bilgisayarm aradaki temel farki an-
lay1p anlamadig1m kontrol etmek amac1yla, bir sonraki sorusu-

nu, gerçekten saçma bir soruya dönügtürmek için 'Mississipi'nin
altmda' veya

'pembe bir balonun içerisinde' veya
'pembe bir ge-

celikle' geklinde degigtirebilir.
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Turing testini geçebilecek bilgisayarm yapihp yapilamayacagi,
veya ne zaman yap11abilecegi gibi konulan gimdilik bir tarafa bi-
rakahm. Yalmzca bir tartigma baglatabilmek için bu tür makine-
lerin imâl edilmig olduklarim varsayahm. Peki, Turing testinde
basanh olan bir bilgisayarm mutlaka dügündügü, hissettigi, an-
ladigi, vs. iddia edilebilir mi? Bu konuya az sonra deginecegim.
Simdilik,elimizdeki sonuçlann bazilanm degerlendirelim. Örne-
gin,bilgisayarm yapimcilan iddialarmda, yani cihazlanmn dügü-
nen, hisseden, duyarh, anlayigh, bilinçli bir varhk olduguna dair
iddialarmda hakhysalar, eihazi satm almamiz bizi ahlâki sorum-
luluklarla kargi karg1ya birakacaktir. Yap1mc11anna inanmanuz .

gerekiyorsa elhette ki bu böyle olacaktir! Bilgisayarm duygulan-
m hiçe sayarak, sirf ihtiyaçlarumzt tatmin için onu kullanmanuz
hiç de hog karyllanmayacaktir. Bir kediye kötü davranmakla bu-
nun arasmda ahlâk aç1smdan bir fark yoktur. Yapimcisima iddi-
asma göre duygulu bilgisayarmuzi incitmekten sakmmamiz ge-
rekecektir. Bize baglandigi, yakmhk duydugu bir sirada devrësi-
ni kapativermemiz veya hatta bir bagkasma sativermemiz bizi
ahlâki zorluklarla kargi karg1ya birakabilecegi gibi, bagka insan-
larla veya hayvanlarla kurulacak duygusal iligkilerin bizi içine
sürükleyebilecegi sayisiz bagka sorunlar da söz konusudur. Bü-
tün burlar, ya antumzi yakmdan ilgilendiren sorunlardir artik.
Bizim için (vede yetkili makamlar için!), imalâtçilann,

"Dügünen cihazlarimizdan her biri uzmanlanmiz tarafindan
tümüyle Turing testinden geçirilmigtir"
gibi bir kamtla desteklenmig iddialanmn dogru oldugunu var-
sayahm.

Îddialarm bazi sonuçlanmn, özellikle ahlâki sonuçlanmn,
göintügteki anlamsizhäma, gülünçlügüne ragmen, Turing tes-
tinden baçanyla geçmig olmamn, dügünce, zekâ, anlay19 veya
bilinçlenmenin geçerli bir gästergesi sayilmast bence oldukça
etkin bir kriterdir. Çünkü,bagkalarmm böyle özeniklere sahip
olduklan hakkmda kargihkh konugma yöntemi digmda bagka
hangi yöntemle, nas11 yarg1ya varabiliriz? Yüz ifadesi, bedenin
hareketleri ve benzer hareketler gibi bagka kriterler de vardir
gerçi ama diyelim ki (belki biraz daha uzak bir gelecekte) bü-
tün bu mimikleri ve hareketleri baçanyla taklit edebilen bir ro-
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bot yapildi. Robotu ve insam, sorgulayleidan saklamak artik ge-
rekmeyecek fakat, ilke olarak, sorgulay1cimn elinde yine aym
kriterler bulunacaktir.

Turing testini düzenleyen ben olsaydim, partlarma daha faz-
la esneklik getirmeye çahgirdim. Bilgisayardan, bazi bakimlar-
dan, bir insam ondan ayirt edilemiyecek kadar iyi taklit etme-
sini istemek dogrusu ondan gereginden fazlasim istemektir.
Yamtlarin temelinde 'bir yabanc1hk', yapay bir bilinçlilik var
oldugu için, bilgisayarm yamtlarima dogasma bakarak sorgu-
layici gerçekten ikna olabilir. Ben olsam sorgulayleidan yamt-
larm dogasma bakmasim isterdim. Bugüne kadar inga edilmig
olan tüm bilgisayar sistemlerinde açikça görülen eksiklik bu-
dur. Ancak, sorgulayici, bilgisayarm bilinçaiz yamtmda bile bir
bilinçlilik algilayabilir ve bu bilinçliligi bilgisayara atfetmek
konusunda isteksiz davranabilir. Böyle bir tehlike olasihgim
kabul ediyorum. Diger taraftan, sorgulaylei, gerçekte var ol-

masa bile, böyle bir 'yabancihk' duygusuna kapilarak isteme-
den de olsa bilgisayara kugkulanma firsati verebilir. Bu ne-
denle Turing testinin ilk versiyonu, daha nesnel olmasmdan
kaynaklanan daha büyük bir avantaja sahiptir ve ben de son-
raki bölümlerde bunun üzerinde duracagim. Onceden degindi-
gim gibi bilgisayara yapilan haksizhk (yani, testte bagarih ol-
mak için bir insarna yapabilecegi hergeyi yapmasimn beklen-
mesi, oysa insamn bir bilgisayarm yapabildigini yapmak zo-
runda olmamasi) düëünme yetenegi, vs. saptamak konusunda
Turing testinin etkinligini destekleyenleri rahatsiz eder gibi
görünmüyor. Turing testinin taraftarlarma gõre bilgisayar çok
geçmeden

-diyelim

2010 ylhoa kadar- Turing testinden baga-
riyla geçebilecektir (Turing, baglang1çta 'vasat' bir sorgulay1c1
ve sadece bey dakikahk bir sorgulamayla, 2000 yihna kadar,
yüzde 30 bagari oram ängörmügtü). Sonuçlara bakarak Turing
taraftarlari, bu taraf tutan görügün, öngörülen tarihi geciktir-
meyecegine inamyorlar!

Bütün bunlar temel bir sorayla yakmdan iligkilidir: Iglevsel
bakig açisi, nesnel bir alemin ussal öselliklerinin varhšma veya
yokluguna dair hüküm vermek için makul bir kriterler sistemi-
ni gerçekten saglar mi? Bazilari, sagladtgim savunuyor. Düg
gücü, ne kadar yetenekli olursa olsun, gerçegin yerini tutamaz.
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Benim konumum ikisinin arasmda kahyor. Ne kadar yetenekli
olursa olsun, düg gücünün yeterli düzeyde ve beceriyle yap11a-
cak bir sondajla saptanmasmm yerinde olacagma genel ilke
olarak inanmak egilimindeyim. Gerçi bu, kamtlanung bir olgu-
dan çok bir inamp (veya bilimsel iyimserlik) sayilabilir. Böyle-
likle, Turing testini, kendi bütünlügü içerisinde olmadikça ge-
çerli bir sistem olarak kabul etmeye genelde hazinm. Açikçasi,
bir bilgisayar kendisine yöneltilen tüm sorulan bir insamnkin-
den ay1rt edilemeyecek -ve böylece idrak yetenegine sahip sor-
gulayicimizi gerektigince* ve sürekli aldatacak-- tarzda yamtla-
yabilirse, aksine bir kanet olmadigt sürece, bu bilgisayar gerçek-
ten dügünüyor, hissediyor, vs. kamsma varabilirim.

Dügünme, hissetme veya anlam veya özellikle, bilinçlilik ile
ilgili açiklamalanmda 'kamt"gerçekten'

ve
'varsayim/tahmin'

sözcüklerini kullandigun zaman bunlarm, fiziksel nesnelerdeki
varhk veya yakmhklanm kamtlamaya çahytiguniz gerçek ob-
jektif 'nesneler' anlammda kavramlar olduklanm imâ ediyo-
rum, yalmzca anlatim dilinin geregi olarak kullanmiyorum!
Bunu son derece önemli bir konu kabul ediyorum. Bu gibi äzel-
liklerin varhgim saptamaya çahgirken, elimizdeki tüm kamtla-
ra dayanarak tahmin yapariz (Ilke olarak, bu durum, örnegin
bir astronomun uzak bir yildizm kütlesini tahmin etmeye çahq-
masmdan farkh degildir).

Bagka ne çegit bir aksi kamt dügünülebilirdi ki? 11eriyeyöne-
lik kurallar koymak zor olmakla birlikte ben bir noktay1 aç1kla-
mak istiyorum: Bilgisayann, nöronlar, kan damarlan, vs. yeri-
ne transistörlerden, tellerden, vs. yapilmig olmasi gerçegi, tek
bagma, aksi kamt sayabilecegim türde bir gey degildir. Benim
dügledigim sey, gelecekte bir gün, bilinçlilik ile ilgili baçanh bir
teorinin geligtirilebilecegidir

-tutarh

ve uygun bir fizik teorisi
olmasi bakimmdan baçanh, fiziksel anlay1pm geriye kalan kis-
nuyla güzel bir gekilde uyumlu oldugu için baçanh; öyle ki ön-
* Turing testinde baçanh olmamn püf noktalan ile ilgili görüglerim hakkmda
bilerek ve isteyerek suskun kahyorum. Ornegin, gäyle bir yäntem änerebilir-
dim: Uzun ve bagarisiz seans1ar ertesi bir bilgisayar, insan denegin o zamana
kadar vermig oldugu tüm yamtlari biraraya getirdikten sonra, uygun içerikleri
rasgele arasma serpigtirerek metnin üzerinden bir kez daha geçebilir. Bir süre
sonra, yorgun dügen sorgulayicimizm özgün sorulari da tükenince bil-
gisayanmiz 'kopya çekmek' yoluyla sorgulaylc1yi aldatung olur!
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görüleri, insanlarm kendileriyle ilgili yamt aradiklari ne za-
man, nasil, ne dereceye kadar bilinçli olduklan sorulanyla ilgili
iddialanyla tamamen uyumlu bir teori. Böyle bir teori, bilgisa-
yanmizm varsayilan bilinçliligi ile ilgili ipuçlanm gerçekten
verebilir. Böyle bir teorinin ilkelerine uygun inga edilen bir 'bi-

linçlilik detektörünü' bile dügleyebiliriz. Insan üzerinde son de-
rece güvenilir olan böyle bir detektör, bilgisayar söz konusu ol-
dugunda, Turing testinin sonaçlanndan farkh sonuçlar verebi-
lir. Bu kogullarda, Turing test sonuçlarima yorumlanmasi ko-
nusunda çok dikkatli olmak gerekir. Bana öyle geliyor ki, kisi-
nin Turing testinin uygun olup olmadigt konusuna bakig açisi,
kismen, bu kiginin bilim ve teknolojinin nas11 geligecegine dair
görüglerine baghdir. Bu konuya daha sonra tekrar dönecegiz.

Yapay Zekâ

Çogukez kisaca AI (Artificial Intelligence) olarak amlan Ya-
pay Zekâ son yillann en çok ilgi çeken konusudur. AI'm amaç-
lan, makineler, normalde elektronik makineler, arac1hälyla in-
samn ussal etkinligini olabildigince taklit etmek ve belki sonuç-
ta insamn ussal etkinlik yetenegini geligtirmektir. AI sonuçla-
nna en az därt alanda ilgi duyulmaktadir. Bunlardan birisi ro-
botik'tir. Robotik, insamn mudahalesini veya kontro1ünü gerek-
tiren çok çegitli ve karmagik gärevleri, 'zekâ gerektiren' görev-
leri, insan yeteneginin ötesinde bir hiz ve güvenilirlikle yerine
getirebilen, veya insan hayatmm tehlikeye girebilecegi olumsuz
kogullarda görev alabilen mekanik cihazlann endüstrinin uy-
gulamadaki gereksinmelerine cevap vermek amac1yla üretim
çahemalanmn yapildigi bir sektärdür. Genel oldugu kadar tica-
ri aç1dan da AI amaçlarma ilgi duyulan bir diger alan uzman
sistemlerdir. Bu sistemlere göre, bir meslek grubunun

-tip,

hu-
kuk, vs.- tüm temel bilgileri bir bilgisayar paketi halinde kod-
lanmahdir! Bu meslek üyelerinin deneyim ve uzmanhklanmn
yerini bilgisayar programi paketlerinin almasi mümkün mü-
dür? Yoksa, yalmzca, gerçeklerle ilgili bilgilerin, genig kapsam-
h bir bilgi-kaynak listesiyle birlikte, uzun listeler halinde ha-
z1rlanmasi mi amaçlanmaktadir? Bilgisayarlarm insan zekâsi-
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mn yerini alabilecegi (veya taklit edebilecegi) konusunun
önemli ölçüde sosyal karmaça yaratacagi açiktir. AI'm dogru-
dan ilgili oldugu bir diger alan psikolojidir. Insamn (veya bir
bagka hayvamn) beyninin davramplarmm elektronik bir cihaz
vasitas1yla taklit edilmeye çahg11mas1yla -veya bunun gerçek-
legtirilememesiyle-, beynin iglevleri hakkmda önemli bilgiler
edinilebilir. Tyimserbir yaklagimla AI, felsefenin derin sorulan
hakkmda, us kavrammm anlamma sezgi yoluyla nüfuz etme-
mizi saglayarak, bize bir geyler anlatabilir.

AI bugüne degin ne kadar ilerleme kaydetmigtir? Bu konuda
bir özetleme yapmak benim için zor olurdu. Dünyamn çegitli
yerlerinde bu konuda çahgan pek çok grubun çahymalarmm
pek azmm ayrmtilan hakkmda bilgi sahibiyim. Ancak gu kada-
nm söyleyebilirim ki, gerçekten zekice pek çok çahqma yapil-

mig olmasma kargm, insan zekâsmm yerini tutacak herhangi
bir simülasyonun gerçekleymesi için kat edilecek daha çok yol
vardir. Konuya çegni katmasi amac1yla eski (yine de etkileyici)
çahqmalardan ve günümüzde satranç bilgisayarlarmda kayde-
dilen geligmelerden bahsedecegim.

Îlk AI cihazlarmdan birisi, 1950'lerde yap11mig, W. Grey Wal-
ter'm 'kaplumbaga'si idi? Bu cihaz, pilleri bitinceye kadar yerde
dolagip durur, sonra, pillerini doldururdu. Pilleri tamamen garj-
lanmca, figini prizden çeker, odamn içindeki yürüyügüne devam
ederdil O günden bugüne, benzer birçok cihaz imâl edildi (örne-
gin, bkz. Waltz 1982). Oldukça farkh bir çizgide geligmenin ör-
negi 1972'de Terry Winograd'm bilgisayar programmda görüldü.
Simülasyon cihazi, farkh biçim ve renkteki bloklari farkh sira
ve diziligte birbirinin üstüne, akla uygun gekilde yerlegtirebili-
yordu. Söz konusu ilk baçanh çahymalara karym, o zamanlar,

basit eklemli bir 'robot kolunun' kumandasmi bile tasarimlama-
nm ne kadar zor gerçeklegtigi ammsanmahdir. AI yöntemleri-
nin henüz hiçbir etkinlik gösteremedigi alanlardan birisi, insan
(veyahayvan) beyninin 'çaba sarfetmeden' yapabildigi bir iglem,
yani görsel sahnelerin yorumlanmasi iglemidir.

Belki de Turing testi ile daha dogrudan iligkili bir bilgisayar
programi 1960'lann ortalarmda K.M. Colby tarafmdan geligti-
rilmig ve yapay fizyoterapist olarak o kadar baçanh olmuqtur
ki bazi hastalar dertlerini daha rahat anlatabildikleri gerekçe-
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siyle gerçek terapistin yerine bilgisayan tereih etmislerdir. Bil-
gisayar 'terapist' ile bir hasta arasmdaki konugma (teleyaz1ci
vasitastyla yapilmigtir) örnek olarak agagida verilmigtir:'

TERAPÎST : Size nasil yardim edebilirim?
HASTA : Bilmiyorum.
TERAPIST : Bana sorununuzdan bahsetmeye çahgm.
HASTA : Olmaz.
TERAPÎST : Biraz ayrmt1veremez misiniz?
HASTA : Bugün hasta ve yorgunum.
TERAPIST : Sebebi hakkmda bir fikriniz var un?
HASTA : Evet, yashy1m.
TERAPÎST : Lütfen devam edin.
HASTA : Hiçbir geye ilgi duymaz oldum.
TERAPÎST : Biraz daha aç1klaym?
HASTA : Neden böyle hissettigimi samnm biliyorum.
TERAPIST : Sahi mi.
HASTA : Samrun bir aile äzlemi çekiyorum.
TERAPÎST : Aile özlemini size hissettiren nedir?
HASTA : Bunu açiklamasi zor.
TERAPÎST : Sizin için aile niçin önemli?

Bu diyalog, bilgisayarm aslmda hiç olmayan anlama yetene-

gine bir ölçüde sahip oldugu izlemini veriyorsa da, gerçekte bü-
tün yaptig1 oldukça basit mekanik kurallara uygun davran-
makt1r (Bilgisayar simülasyon programlarmda, gizofrenik bir
hastayi simüle eden bir 'diyalog' daha vardir. Bu diyalogda tüm
ders kitaplarmda bulunan cevaplar ve semptomlar yer almak-

ta, diyalogu dinleyen tip ögrencilerini bilgisayar, yamtlann 'in-

san hasta' tarafmdan verildigine inandtrmaktadir!).
Satranç-oynayan bilgisayarlar "zeki davramy" olarak nitele-

nebilecek davramq sergileyen makinelerin belki en iyi örnegi-
dir. Gerçekte bu makineler, bugünlerde (1989'da)'Uluslararasi
Usta' düzeyinde performans göstermektedirler (Bu bilgisayar-
larm puanlari 2300'ün biraz altmda olup, klyaslama amac1yla

bir deger verilmesi gerekirse, dünya sampiyonu Kasparov'un
puam 2700'ün üzerindedir). ÖzellikleDan ve Kathe Spracklen
tarafmdan hazirlanan bir program (Fidelity Excel ticari mik-
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roprosesörü için) 2110'luk bir puana (Elo) ulagarak USCF 'Us-
ta' ünvamm kazanmigtir. Daha da etkileyici bir program 'Derin
Dügünce', Carnegie Mellon Universitesi'nden Hsiung Hsu tara-
fmdan hazirlanmig ve yaklagik 2500 Elo puan almigtir. Bu sat-
ranç program1 yakm zamanlarda, Büyük Usta Bent Larsen'i ilk
kez yenerek Kasim 1988'de Longbeach, Kaliforniya'da düzenle-
nen bir satranç turnuvasmda birinciligi Büyük Usta Tony Mi-
los ile paylagmigt1!6 Satranç bilgisayarlari artik satranç prob-
lemlerini de çözmekte ve bu konuda insan rakiplerini kolayhkla
alt etmektedirler.6

Satranç-oynayan makineler, dogru hesaplama gücünün yam
sira

'kitap bilgisi'ne de büyük ölçüde bagimhdirlar. Kabul et-
mek gerekirse, özellikle çabuk hamle yap11masmm gerekli oldu-

gu durumlarda bu makineler, insan satranççiya kiyasla genel-
de daha iyi performans göstermektedir. Çünkü,bilgisayarm
kurallari, kesin ve hizh hesaplama esasma göre almirken, in-
san satranççi 'karar verme'nin avantajmdan yararlanmak yolu-
na gider ve bu iglem yavag ve bilinçli bir degerlendirme yap-
mak demektir. Insan yargilari, hesaplamanm her agamasmda,
analizle gerçeklegebilenden daha fazla derinligine dikkate alm-
masi ciddi olasihklarm sayismi önemli ölçüde azaltirken maki-
ne, karar vermek kaggis1 olmaksizm olasihklari hizla hesaplar
ve dogrudan elimine eder (Bu fark, zor bir Uzak Doku oyunu
olan 'go' oyununda daha belirgindir, çünkü bu oyunda hamle
bagma dügen olasihk sayisi satrançtakinden fazladir). Bilinçli-
lik ve kararlarm olugturulmasi arasmdaki iligki sonraki bölüm-
lerin, özellikle X. Bölüm'ün ana konusudur.

'Haz' ve 'Ac1'ya AI Yaldapmi

Yapay zekâmn, mutluluk, act, açhk gibi ussal özelliklerin bir
çegit açiklamasmi saglayacak bir yol oldugu öne sürülmektedir.
Grey Walter'm kaplumbagasmi ele alahm: Pili bittigi zaman
davramq biçimi degigiyor, enerji deposunu yenilemeye tasarim-
landigi gekilde davranmaya baghyordu. Bir insanm -veya her-
hangi bir bagka hayvamn- kendini aç hissettigi samanki dav-
ramg1 ile Walter'm kaplumbagasom davrame biçimleri arasm-
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da aç1kça görülen benzerlikler vardir. Grey Walter'm kaplum-
bagasmm 'aciktigi'

zaman aym davramgi gösterdigini söyler-
sek, buna hiç de dil sürçmesi denilemez. Kaplumbagamn için-
deki bir mekanizma pilin garj durumuna duyarh oldugu için,
enerji belirli bir noktamn altma indigi zaman kaplumbagaya
farkh bir davramq biçimine sahip olacak gekilde komut veriyor.
Kugkusuz hayvanlarm bedenlerinde buna benzer bir mekaniz-

ma var; fakat hayvanlarda davrame biçimindeki degigiklikler
biraz daha karmagik ve anlagilmasi zor. Bir biçimden digerine
bir kumanda mekanizmasi sayesinde geçmek yerine, belirli
tarzda hareket etme egiliminde bir degisiklik olugmakta, bu de-
gigiklikler,enerji kaynagim yenileme gereksinmesi arttikça da-
ha da güçlenmektedir (bir ooktaya kadar). ,

Ayni gekilde, AI taraftarlan, aci ve mutluluk gibi kavramla-
rm da bu gekilde örneklenebilecegini öngörmektedirler. Konuyu
basite indirgeyelim ve

'duygularf,

asin
'aci'dan (puan:

-100)

agin
'hazza' (puan: +100) kadar tek ölçege indirelim. Herhangi

bir çegit makinemiz, diyelim elektronik makinemiz kendi
'haz/ac1'

puamma kaydun yapabilecektir. 'Haz/ac1' puamm ki-
saca ha-puam olarak adlandirahm. Elektronik cihazumz belirli
davramp kipleri ve dahili (pillerigibi) veya harici bazi girdilerle
donarumhdir. Hareketleri, ha-puamm en üst düzeye ç1karabile-
cek gekilde tasanmlanmigtir. ha-puamm etkileyen birçok etken
bulunabilir. Pillerinin dügük garjh olmasi olumsus bir etken,
yüksek garjh olmas1 olumlu bir etkendir. Kugkusuz bu etkenle-
ri diledigimiz gibi ayarlayabiliriz, fakat bagka etkenlerin var ol-
dugunu unutmamahyiz. Belki cihazmuzm üzerinde, alternatif
bir enerji kaynag1 olarak güney eneijisi depolayan panolar bu-
lunabilir. Böylece, panolar devredeyken, pillerii1 kullamlmasi
gerekmez. Gün igigma yaklagtmldigmda ha-puamm biraz arti-
rabilir, böylece diger etkenlerin var olmamasi durumunda bu
davramp egilimini göstermesini saglayabiliriz (Ashnda, Grey
Walter'in kaplumbagasi daima igiktan kaçmtrdd). Farkh hare-
ketlerinin ha-puam üzerindeki olasi etkilerini kontrol amaciyla
cihazimiz gerekli hesaplamalari yapabilecek donamma da sa-
hip olmahdir. Verilerinin güvenilirligine bagh olarak ha-puam
üzerindeki büyük/küçük etkilerin hesaplanmasmda olasihk
katsay1sim uygulayabilmelidir.
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Cihazimiz1, enerji kaynagim sürekli yenilemenin digmda
bagka 'amaçlar'la da donatmahy1z; aksi durumda, 'ac1'yl 'aç-

hk'tan ayirt edemeyiz. Simdilikseks söz konusu olmadigi için,
cihazimizin üreme sistemiyle de donat11masim istemek biraz
fazla olur! Fakat belki benzer cihazlarla arkadaghk kurabilme-
si için bedenine bir 'dostluk istek' mekanizmasi monte ederek
arkadaglarlyla biraraya geldigi zaman pozitif ha-puamm artir-
masim saglayabiliriz. Veya onu kendi adma ögrenme 'agki' ile
donatabiliriz; böylece dig dünya ile ilgili gerçekleri hafizasma
depolayarak ha-puannu olumlu etkileyebilir. (Biraz daha ben-
cilee davranarak eihazmuzi, bizim için bir hizmet yaptig1 za-

man olumlu puan alacak gekilde programlayabiliriz -aym bir
robot hizmetkâr inga ettigimiz zaman yapmanuz gerektigi gibi!)
Bu gibi 'amaçlari', akhmma estigi gibi cihazimiza empoze etme-
mizin yapayhk oldugunu ileri sürenler bulunabilir. Fakat bu,
dogal seçimin bireyler olarak bize, büyük ölçüde, genlerimizle
çogalma ihtiyaciyla yönetilen belirli 'amaçlari'

empoze etmesin-
den farkh degil ki.

Cihazimizm, öngörülen gekilde bagariyla monte edildigini
varsayahm. ha-puam arti olduga zaman haz duydugunu ve ha-
puam eksi oldugu zaman aci hissettigini nas11 kamtlayacag1z?
AI (veya iglevsel) görüge göre, davrampma bakarak bu konuda
bir hükme varabiliriz. Puamm olabildigince yüksek bir arti de-
gereçikaracak (ve olabildigince uzun arti kalacak) gekilde dav-
randigi ve buna karg1hk yine eksi puanlardan olabildigince sa-
kmdigi için mantikh bir sonuca vararak, haz hissini puammn
artihk derecesi olarak, aci duygusunu da puanmm eksilik dere-
cesi olarak tanimlartz. Böyle bir tamnun 'mantigi', haz ve aci
duygulari ile ilgili olarak bir insamn da tamamen aym reaksi-

yonu gösterecegi gerçeginden kaynaklanabilir. Kugkusuz, in-
sanlar söz konusu oldugunda, hepimiz biliriz, durum bu kadar
basit degildir: Bazen bilerek isteyerek acidan kaçmmaz, bazen
hazdan kaçmmak için yolumuzu degigtiririz. Bizim hareketleri-
mizi çok daha karmagik kriterler yönlendirir (Bkz. Dennett
1978, s. 190-229). Fakat kabaca bir ortalamayla, acidan kaçm-
mak ve haz peginde kogmak bizim gerçek davrame biçimimiz-
dir. Bir iglevselci için bu durum, aym düzeyde bir ortalamayla,
cihazumzm ha-puamnm ac1/haz oram ile tanimlanmast konu-
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sunda yeterli gerekçe tegkil eder. Bu gibi tanunlamalar AI te-
orisinin amaçlari arasmda da yer ahr.

Simdisormahsunz: Cihazumzm, ha-puam eksi oldugu zaman
aci, arti oldugu zaman haz duymast gerçekten söz konusu mu?

Gerçekten, cihaznmz herhangi bir gey hisseder mi? Îglevselci,
kugkusuz, ya "Tabii ki evet" der veya anlamsiz oldugu gerekçe-
siyle bu çegit sorulari reddeder. Fakat, bana kahrsa, burada dik-
kate ahnmasi gereken ciddi ve zor bir sorn var. Insanlar için
dürtüler çok çegitlidir. Aci ve haz gibi bazilari bilinçlidir; fakat
bazi dürtülerin dogrudan dogruya farkma varamayiz. K1zgm so-
baya elini süren bir insanda, aci hissini henüz duymadan änee
elini çekmesine neden olan istemsiz bir hareket olugur. Bu tip
istemsiz hareketler, aci ve hazzm gerçek etkilerinden çok, eiha-
zumam ha-puamna kargi tepkilerine daha yakmdir.

Makinelerin davramplarim tammlarken antropomorfik, çogu
kez gaka yollu terimler kullamriz: 'Bu sabah arabamin cam ça-
hsmak istemiyor' veya 'Saatim hâlâ Kaliforniya saatine göre ig-
ledigini samyor'; veya 'Bilgisayarim son komutu anlamadigim,
bir sonraki agamada ne yapmasi gerektigini bilmedigini iddia
ediyor.' Elbetteki arabamizm gerçekten birgey isteyebilecegini,
veya saatimizin sanabilecegini, veya bilgisayarimizm iddia ede-
bilecegini, veya hatta anlayabilecegini ima etmiyoruz. Bu çegit
tammlamalar, onlara gerçek iddialar gözüyle bakmadigimiz,
yalmz kastettikleri espri içerisinde baktigimiz sürece gerçekten
tammlay1c1 ve anlamamiza yardimci olacaklardir. Üretilenbilgi-
sayarlarda da, amaç1anan espri ne olursa olsun, assal özellikler

var olabilecegine dair iddialara yaklagimim aymdir. Grey Wal-
ter'm kaplumbagasmm acikabilecegini söyledigim zaman bunu
yari-gaka olarak söylerim. Bir cihazm ha-puam ile ilgili 'acf

ve-
ya

'haz' gibi ifadeler kullandigim zaman, kendi davrampimi ve
ussal durumumla bazi benzerlikler nedeniyle cihazm davramgi-
m anlamama yardimei olduklari için bu ifadeleri kullamrim;
davramy benzerliklerimizin gerçekten birbirine yakm oldugunu
ima amaciyla veya davramqum etkileyen bagka bilinçsiz geyle-
rin varhgim yadsidigum ima amac1yla kullanmam.

Ussal äzellikleri anlayabilmemiz için AI'm bize dogrudan sag-
layabileceginden fazlasma ihtiyacmuz oldugunu umarun okuru-

ma yeterince aç1tlayabildim. Ancak AI'm, önemle ele almmasi
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ve incelenmesi gereken ciddi bir konuyu ortaya koyduguna ina-
myorum. Gerçek zekâmn simülasyonu konusunda bugüne ka-
dar pek fazla geyin gerçeklegtirilmemig oldugunu söylemiyorum.
Fakat unutulmamahdir ki yapay zekâ konusu henüz çok yeni-
dir. Bilgisayarlar hizla geligecek, hizh girig yap11abilen daha ge-
nig hafizalara, daha fazla say1da mantik ünitelerine sahip ola-
caklar ve buna paralel olarak daha fazla sayida iglem gerçekleg-
tireceklerdir. Mantik tasarimmda ve programlama tekniginde
ilerlemeler olacaktir. AI felsefesinin araçlari olan bu makinele-
rin teknik kapasiteleri son derece geligecektir. Üstelikfelsefenin
özünde absürdite yoktur. Belki insan zekâsi, gimdiden bilinen il-
kelere, bugünün bilgisayarlarma dayah fakat gelecekte daha da
geligtirilecek kapasite, luz, vs. sahip olan elektronik bilgisayar-
larla dogru gekilde simüle edilebilecektir. Hatta, belki, bu maki-
neler gerçekten zeki olacaklardir; belki dügünecekler, hissede-
cekler ve usa sahip olacaklardir. Veya belki de bäyle olmayacak
ve bugün için hiç farkmda olmadigumz yeni bir ilkeye gereksi-
nim duyulacaktir. Igte konumuz budur ve hiç de hafife ahnacak
bir konu degildir. Görebildigim kamtlari suumaya çahgacagim.
Sonunda kendi görüglerimi açiklayacagun.

GüçIü AI ve Searle'm Çin Odasi
Konumuzun ilgi alanmda önemli bir yere sahip" ve güçlü-AI

olarak adlandirilan görüge göre yukarida tammlanan bilgisa-
yarlar yalmz zeki degil ayrn zamanda usa vs. sahiptir. Fakat
sahip olduklart bu bir tür ussal özellikleri herhangi bir hesap
makinesinin, hatta termostat gibi" en basit mekanik ekipmanm
mantik fonksiyonuna benzetilebilir. Ussal etkinlik çogu kez al-
goritma adiyla amlan ve iyi tammlanmig iglemler s1rasmm uy-
gulanmasmdan ibarettir. Algoritma konusuna daha ayrmtih
olarak sonra deginecegim. Simdilik,algoritmayi bir çegit hesap
yöntemi olarak tammlamak yeterli olacaktir. Termostat ärne-
ginde algoritma son derece basittir: Cihaz, sicakhšm önceden
ayarlanung oldugu degerden yüksek veya dügük olup olmadigi-
m kaydeder, yüksek olmasi durumunda devre kesilir, dügük ol-
masi durumunda ise açihr. Insan beyninin herhangi bir kayda
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deger assal iglemi söz konusu oldugunda algoritma çok daha
karmagiksa da, güçlü AI'a göre, yine de bir algoritmadir. Ter-
mostatm algoritmasi kadar basit olmayabilir fakat ilkede farkh
olmasi gerekmez. Bu nedenle, güçlü AI'a göre, insan beyninin
temel fonksiyonlanm yerine getirmesi (bilincinintüm açiga vu-
rumlari dahil) ile termostatmkinin arasmdaki fark, beynin çok
daha fazla karmapk olmasmdan (veya belki 'daha mükemmel
düzenlenmig yapismdan', veya

'kendini tammlayabilme özellik-
1erinden', bir algoritmadan beklenen diger bazi özelliklerden)
kaynaklamr. Daha önemlisi, tüm ussal äzellikler

-dügünme,

hissetme, zekâ, anlaylg, bilinç- söz konusu karmaç1k fonksiyon
sisteminin yalmz birer parçasidir; bir bagka deyiële, beyin tara-
findan gerçeklegtirilen algoritma'mn özellikleridir.

Herhangi bir spesifik algoritmamn özgün özelligi, perfor-
mansmda, sonuçlarmm dogruluganda, kapsanunda, ekonomik
olugunda ve uygalama hizmda kendini gösterir. Însan beyninde
faaliyet gösterdigi varsay11an algoritmaya eg bir algoritmamn
olaganüstü bir gey olmasi gerekir. Fakat bu çegit bir algoritma
beyinde varsa

-güçlü

AI yandaylan var oldugunu kugkusuz id-
dia edeceklerdir- bir bilgisayara da ilke olarak uygalanabilir
demektir. Gerçekten de, veri saklamak için yeterli bellek ve ça-
hgma luzi gibi smirlamalar olmasa, herhangi bir modern genel-
amaçh elektronik bilgisayarda bu algoritma kullamlabilir (Bu .

görügün gerekçesi, ileriki bölümlerde evrensel Turing makinesi
kapsammda ayrmtilandinlacaktir). Çokuzak olmayan bir gele-
cekte, daha genig kapasiteli ve hizh iglemcili bilgisayarlarda bu
çegit simrlamalann säz konusu olmayacagi ümit edilmektedir.
Bu gerçeklegirse, böyle bir algoritma Turing testinde bagarih
olabilir. Güç1ü AI savunuculanmn iddiasma göre algoritmay1,
iglerlik kazanmas1 bag1msiz kilacaktir: Kendi duygulan ve bi-
linci olacaktir ve böylece bir us olacaktir.

Ussal etkinliklerin ve algoritmalarm bu çerçevede birbiriyle
özdeglegtirildiklerini herkes tartigmasiz kabul edebilir. Özel-
likle, Amerikah felsefeci John Searle (1980, 1987), amaca uy-
gun programlanmig bir bilgisayarm Turing testinin basitlegti-
rilmig versiyonlannda baçanh olduguna dair örnekler vermek-
te, ancak yine de 'anlama' iglevinin hiç bulunmadigma dair
güç1ü kamtlar göstermektedir. Benzer bir örnek, Roger Schank
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tarafindan tasarimlanan bir bilgisayar programma dayamla-
rak verilmektedir (Schank ve Abelson 1977). Programm amaci,
basit öyküleri anlama yoluyla benzetigimi saglamaktir: 'Ada-
mm biri lokantaya girdi ve bir hamburger ismarladi. Hambur-
ger geldiginde yanmig ve sertlesmigti. Adam faturay1 ödeme-

den, bahgig birakmadan öfkeyle ç1kip gitti.' Îkinci öykü: 'Ada-
mm biri lokantaya girdi ve bir hamburger ismarladi. Hambur-

ger geldiginde, çok hoguna gitti. Lokantadan ç1karken faturay1
ödemeden önce garson kiza çokça baheig verdi.' Oyküleri ne öl-
çüde 'anladigim' denemek için bilgisayara her bir öyküde ada-

mm hamburger yiyip yemedigi sorulur (her iki öyküde de aç1k-

ça belirtilmeyen olay). Bäyle basit öykü ve soruya bilgisayar,
Îngilizce bilen bir insamn birinci öykü için 'hayir' ikinci öykü

için 'evet' yamtmdan temelde ayirt edilemiyen yamtlar verebi-

lir. Böylelikle bir makine, çok smirh anlamda bir Turing tes-
tinde bagarih olmug sayihr!

Dikkate almamiz gereken soru, bu tür bir bagarmm bilgisa-
yar adma -veya, belki, programm kendisi adma- gerçek bir an-
lama yetenegini yansitip yansitmadigidir. Searle'm bu soruya
olumsuz yamti, onun 'Çinodasi' kavramim davet ediyor.. Sear-
le, hergeyden önce, öykülerin Îngilizce degil diyelim Çinceanla-

tilmasim ve bilgisayarm algoritmasimn tüm eylemlerinin, üze-
rinde Çinsembolleri bulunan bir komutlar dizisi seklinde veril-
mesini öngörmektedir. Searle, bütün iglemlerin, kilitli bir oda-
da gerçeklegtirdigini hayal etmektedir. Öyküleri temsil eden
semboller ve daha sonra sorular küçük bir delikten içeri verilir.
Digardan içeriye bagka hiçbir bilginin girmesine izin verilmez.

Tüm test materyali bu gekilde odaya verildikten sonra deger-
lendirme sonuçlari dogra sekilde ve manuel yöntemle siralana-
rak yine aym delikten odamn disma alrur. Schank'm progra-
mimn algoritmasmm uygulanmasmdan ibaret olan bu iglem so-
nucu çikacak olan, Çinceöyküye Çince"evet"

veya
"hay1r"

yam-
tidir. Searle, bir tek kelime bile Çincebilmedigini, öykülerin
konusu hakkmda, bu nedenle, en ufak bir fikri dahi olmadigim
açikça ifade etmektedir. Yine de Schank'm algoritmasmi olag-
turan iglemleri siras1yla uygulayarak (algoritma ile ilgili ko-
mutlar kendisine Îngilizce olarak verilmigti), öyküleri kolayca
anlayabilecek bir Çinlikadar bagarili olmugtur. Searle'm görü-
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gü
-samnm çok güçlü bir görüg- gudur: Bir algoritmayi baga-

nyla uygulamak, 'anlama' igleminin gerçeklegmesi demek de-
gildir.Çinodasmda kilitli kalang ve tek sözcük Çincebilmeyen
Searle'i dügünürseniz hak vereceksiniz!

Searle'm savma kargi çikanlar çok olmustur. Burada, önemli
buldugum birkaçma deginecegim. Once, yukarida geçen

'tek bir
sözcük bile anlamama' deyiginin belki biraz yanhg yönlendirici
oldugunu belirtmek istiyorum. Anlamamn, tek tek sözcüklerle
oldugu kadar sözcük biçimleriyle de iligkisi vardir. Bu çegit algo-
ritmalarin uygulanmasi esnasmda, bireysel sembollerin pek ço-
gunu gerçek anlamlarun anlamaksizm, bu sembo1ün olugturul-
dugu biçimlerden, desenlerden bir geyler çikarabilirsiniz. Örne-
gin, hamburger kargihgi Çinharfi (egerböyle bir harf varsa) ye-
rine, diyelim bagka bir yiyecek olan 'chow mein'in sembolünü
koyahm: Öykülerböyle bir degigiklikten fazla etkilenmez. Bana
öyle geliyor ki, dogrusunu söylemek gerekirse, algoritmamn ay-
rmtilarma saplamp kahrsamt öykülerin gerçekten neyi anlat-
mak istediklerini anlayamazsunz (bu durumda hamburger yeri-
ne

'chow mein'in kullam1masun bile önemsiz bulursunuz).
Îkinci olarak deginmek istedigim nokta, oldukça basit bir bil-

gisayar programmm bile, insanlarm kullandigi sembollerle uy-
gulandigt takdirde son derece uzun ve sikici hale gelebilecegi
gerçeginin gözardi edilmemesi gerektigidir (Ne de olsa bilgisa-
yarlan böyle iglemleri bizim adumza yapmalan için kullanm1-
yor muyuz!). Searle, Schank'm algoritmasmi, överdigi gekilde
gerçekten uygulamis olsaydi, bir tek soruyu yamtlamak için
günler, aylar veya yillar boyu süren siklet bir ige girigmis ola-
cakti

-ki

bu, bir felsefeci için hiç uygun olmazdi! Ancak, biz de-
nemenin uygulanabilirligi ile degil ilkesi ile ilgilendigimiz için,
bu itirazi ciddi bir eleytiri olarak dikkate alm1yorum. Asil zor-
luk, insan beyninin karmapkhšma eg karmapkhkta oldugu
varsayllan bir bilgisayar programuun Turing testinden bagarry-
la geçmesidir. Turing testini geçmesi öngörülen bir programm
son derece karmasik olmasi gerekir. Oysa, Searle'in progrann-
mn, basit bir Turing sorusunu yamtlamak için bile o kadar çok
agamadan geçmesi gerekir ki bir insamn normal yagam süresi
içerisinde algoritmay1 elle uygalamasi mümkün degildir. Sear-
le'm program1 gerçekte var olmadigi için bunu kamtlamak da
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zordur? Algoritmamn, ussal özellikleri yansitabilmesi için 'kri-

tik' ölçüde karmagikhga sahip olmas1 zorunludur. Belki bu kri-
tik deger öylesine büyüktür ki, bu ölçüde karmay1k olmayan
hiçbir algoritma, Searle'm dügledigi gibi, herhangi bir insan ta-
rafindan uygulamayla gerçeklegtirilemez.

Bu zorlugun farkmda olan Searle, Çinodasma, yalmz kendi-
sinin girmesinden vazgeçerek, Çincebilmeyenlerden olugan bir
ekip yerlegtirmeyi kabul etmigtir. Hatta, Çincesembollerden
olugan verilerin olabildigince çok sayida saglanabilmesi için tüm
Hindistan'1 test odasi olarak kullanmay1 ve (Çincebilenler di-
gmda!) tüm Hindistan halkmi Çinsembollerini degerlendirmek
üzere gärevlendirmeyi düglemigtir. Pratikte komik bir uygula-

ma olsa da, ilke olarak komik degildir, çünkü sav aym savdir:
Sembolleri degerlendirenler öyküyü anlamadan degerlendirir-
ler. Nitekim güçlü AI savma göre, yalmzca uygun algoritmanin
uygalanmasi, ussal özelliklerinden 'anlama' yetenegini ortaya
ç1karmaya yeterlidir. Ancak gimdi bir bagka itirazla çember ge-
niëlemeye baghyor. Hintliler bireyler olarak, bir insanm beyni-
nin tümünden çok, beyindeki bireysel nöronlara benzemiyor
mu? Dügünme eylemi esnasmda beynin fiziksel etkinligini olug-
turan nöronlarm, kiginin dügüncelerini anladigun hiç kimse id-
dia edemeyecegine göre Hintlilerin bireyler olarak Çinöyküleri-
ni anlamalarim neden bekleyelim? Searle bu soruyu, ülkede
oturanlardan hiçbirinin bireyler olarak anlamadigi bir öyküyü
ülkenin, Hindistan'm kendisinin, anlamasmm görünügteki an-
lamsizhäma dikkat çekerek yamtlar. Bir ülke, diye savunur, bir
termostat veya bir otomobil gibi, 'anlama iginde' degildir ama
bir galus birey olarak 'anlama' iglevini yerine getirmelidir.

Bu sav, öncekinden çok daha az güç1ü. Samrim Searle'm sa-
vi, algoritmay1 uygulayan sadece bir kigi oldugu zaman en güç-
lü düzeye ulaç1yor. Bu durumda dikkatimizi, bir kiginin bir
ömürden daha az sürede uygulayabilecegi düzeyde karmagik
algoritmayla smirhyoraz. Searle'm savmm, kisinin algoritmay1
uygulay141 ile ilgili olarak, nesnellikten armdirilmig ve varhgi
kiginin kendi bilinçliligini herhangi bir gekilde etkilemiyen bir
tür 'anlama'. olasihgim tüm gücüyle savundugu kamsmda degi-
lim. Ancak, söz konusu olasihšm en azmdan gözardi edildigine
dair görügüne katihyorum. Searle'm savmm, sonuçta tamamen
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ikna edici olmasa bile dikkate deger gerekçelere dayandigim
dügünüyorum. Schank'm bilgisayar programmm içerdigi kar-
magikhga benzer karmagikhga sahip algoritmalann, hangi gö-
revleri üstlenirlerse üstlensinler, gerçek anlay1ga sahip olama-
yacaklanmn gösterimi oldukça ikna edicidir. Aynea, böyle bir
gösterim

-güçlü

AI'm iddialannm aksine-, ne kadar karmagik
olursa olsun hiçbir algoritmamn gerçek anlama yetenegini tek
bagma temsil edemeyeeegi konusunda bir fikir verir (ama daha
fazlasim yapamaz).

Görebildigim kadanyla, güçlü AI ile ilgili bagka ciddi zorluk-
lar da bulunmaktadir. Güçlü AI için, algoritma ön plandadir.
Algoritmanm, bir beyin, elektronik bir bilgisayar, bütün bir
Hindistan, çarklardan ve diglilerden olugan mekanik bir cihaz
veya su borulari sistemi tarafmdan uygulanmakta olmasi fark
etmez. Temsil ettigi varsayilan 'ussal durum' için önemli olan
algoritmamn mantik yapisidir; kendine özgü fiziksel yapisi tü-
müyle konu diguhr. Searle'm igaret ettigi gibi, bu durum, bir
tür 'dualizm'i beraberinde getirmektedir. Dualizm, onyedinci
yüzy11a damgasmi vurmug olan felsefe ve matematikçi René
Descartes tarafmdan benimsenen felsefi bir teori olup 'tinsel'

ve
olagan madde olarak iki ayn tür maddenin var oldugunu savu-
nur. Bu iki ayri türün birbirini etkileyip etkilemedigi veya nas11
etkiledigi ayn bir konudur. Temel fikir tinsel geylerin madde-
den olugmadigi ve maddeden bagimsiz var olabildigidir. Güçlü
AI'm tinsel içerigi, bir algoritmanm mantik yapisidir. Biraz ön-
ce degindigim gibi, bir algoritmamn fiziksel yapisi tamamiyle
konunun digmdadir. Algoritma, fiziksel yapismdan tamamen
ayri olarak nesnellikten annmig bir tür 'varoluga' sahiptir. Bu
tür bir varolusu ne kadar ciddiye almanuz gerektigini bir son-
raki bölümde açiklayacagim. Nesnellikten annmig algoritma,
soyut matematiksel nesnelerin Platonik gerçegi ile ilgili genel
konunun bir parçasun olugturur. Simdilikbu genel konuyu bir
tarafa birakarak, güçlü AI taraftarlanmn en azmdan algorit-
malar açismdan gerçekligi ciddiye ald1klanm, çünkü algoritma-
lann dügünme, hissetme, anlama ve bilinçle ilgili algilamalan-

mn
'maddesini' olugturduguna inandiklanm belirtmekle yeti-

necegim. Bu olguda tuhaf bir ikilem, bir ironi ortaya ç1klyor:
Searle'm de ifade ettigi gibi, güçlü AI'm hareket noktasi insam
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agin bir dualizme dogru yönlendirir gibidir
-ki

bu, AI savunu-
cularmm kendileriyle bagdagtinlmasim asla istemeyecekleri
bir olgadur!

Güçlü AI teorisinin yaraticilarmdan Douglas Hofstadter'e
(1981)ait "Einstein'm Beyni ile Bir Sohbet" baghkh bir diyalog-
da, söz konusu ikilem belirginlegmektedir: Hofstadter, Albert
Einstein'm beyninin eksiksiz bir tanmum içeren, gülünç dere-
cede büyük boyutlarda, bir kitap dügler. Sorulacak her soruya,
Einstein hayattaymig gibi, Einstein tarafindan yamtlamyor-
muqcasma yamt almak için, sadece sayfalanm çevirerek, kita-
bm sundugu ayrmtih komutlan izlemek yeterli olacaktir. Hofs-
tadter'in özenle belirttigi gibi, 'sadece' sözeügü kugkusuz, son
derece yersiz kullamlmigtir. Çünkü,ilke olarak kitap, Turing
ilkesinin iglevsel anlammda, gerçek Einstein'm gülünç gekilde
yavag-çekim versiyonudur. Böylece, güç1ü AI tarafindan amaç-
landigi üzere kitap, sanki Einstein'm kendisiymig gibi fakat
belki son derece yavaglatilnug bir hizda (kitapsi-Einstein'm
gözleri önünden dig dünya, komik derecede luzlandinlan bir sü-
ratle geçsin diye) dügünecek, hissedecek, anlayacak, bilecektir.
Kitap, Einstein'm 'özü'nün nesnelleytirilmesi olarak tasanm-
landigma göre pekâlâ gerçek Einstein olabilir.

Ama gimdi yeni bir zorluk çikiyor kargmuza. Kitap hiçbir za-
man aç11mayabilir veya gerçegi arayan sayisiz ögrenci ve arag-
tirmacilar tarafmdan sürekli kullamlabilir. Aradaki farki kitap
nasil 'bilecek'? Belki, içindeki bilgiler röntgen ya da tomografi
cihaziyla veya bagka bir teknolojik sihirbazhkla okunabildigi
için kitabm açilmasi gerekmeyecek. Einstein, kitap bu gekilde
incelenirken mi rolünü oynamaya baglayacak? Iki kisi ayIn so-
ruyu ayri zamanlarda sormaya kalkipirsa, rolüne baglamasi
için iki kez üst üste uyanlmig mi olacak? Yoksa iki ayn ve geçi-
ci olarak farkh anlarda mi nyan almig olacak? Belki yalniz ki-
tap degigtirildigi zaman rolünün farkma varacak? Ne de olsa,
normal olarak, bir geyin farkma vardigimiz zaman, dig dünya-
dan, bellegimizi uyaran, usumuzun özelliklerini hafifçe etkile-
yen bilgiler ahnz. Durum bäyleyse, algoritmalarm aktive edil-
mesinden çok (veya ek olarak) ussal olaylarla bagdagtirilmasi
gereken gey, algoritmalardaki (bakm igte, hafiza bankasmi al-
goritmamn bir parçasi haline getiriyorum) degigiklikler (uygun
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degigiklikler) midir? Veya kitaps1-Einstein hiç kimse veya hiç-
bir gey elini süremese, hiç incelenmese bile kendi varhgima yi-

ne de farkmda olur mu? Hofstadter bu sorulardan bazilarma
deginiyor ama çogunu yamtsiz birakiyor.

Bir algoritmay1 aktive etmek veya fiziksel biçimde nesnelleg-

tirmek ne demektir? Bir algoritmanm degigtirilmesi ile bir al-
goritmamn elden çikarilarak yerine yenisinin kullamlmas1 ara-
smda fark var midir? Bütün bunlarm, bizim bilinçli olarak bir
geyin farkmda olmamizla ne ilgisi olabilir? Okur, (kendisi bir
güçlü AI yandagi olmadigi sürece) saçmahgi açikça görülen bäy-
le bir konuya niçin bu kadar yer ayirdigimi merak edebilir. As-
hnda bu konuyu saçma bulmuyorum, temelde yanhg buluyo-
rum! Güçlü AI mantigima gerisinde dikkate ahnmasi gerekli
bir dürtü var, ve ben bunu açiklamaya çahgacagim. Bence, bazi
fikirlerde

-geregince

degigtirilirse- bir ölçüde çekicilik var, ve
ben bunu da anlatmaya çaheacagim. Üstelik,kammea, Searle
tarafmdan dile getirilen aksi görüg, bir ölçüde paylagsam bile,
bazi ciddi bilinmez1er ve görünügte saçmahklar içermektedir.

Searle, bugünün elektronik bilgisayarmm, gelistirilmig iglem
hizi ve hafiza bankasma girig hiz1yla (buna paralel iglemle) çok
usak olmayan bir gelecekte Turing testinden bagariyla geçebi-
lecegini, açikça olmasa bile, kabul etmektedir. Güçlü AI'm (ve
diger birçok 'hilimsel' teorinin), 'bizler, bilgisayar programlari-
mn örnekleriyiz' iddiasim kabule hazir görünmektedir. 'Beyin
dijital bir bilgisayardir kugkusuz. Hergey dijital bir bilgisayar
olduguna gõre, beyin de öyledir' görügüne boyun egmektedir."
Searle'a göre, insan beyninin (usa sahip olabilir) fonksiyonu ile
elektronik bilgisayarm (usa sahip olamayacagim savunuyor)
fonksiyonun arasmdaki fark, aym algoritmayi uygulamalari
olasi bu ikisinden her birinin sadece maddi yapismdan kaynak-
lanmaktadir. Inandigi fakat açiklayamadigi nedenlerle, elek-
tronik nesnelerin aksine, biyolojik nesne (beyin1er),zihinsel et-
kinligini belirleyici özelliklerinden 'yönelmiglik'

ve
'anlam bilgi-

si'ne sahip olabilirler. Evrim süreçlerini yansitan 'tarihsel' bo-
yutlari digmda, biyolojik sistemlerin (gerçektebizler de bu sis-
temlerde yer ahyoruz) yönelmigligi veya anlambilgisini gerçek-
legtirilebilen nesneler olarak ay1rt edilmelerini saglayan ne gibi
özellikleri vardir? Bu iddia bende dogmatik bir say izlenimi ya-
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ratiyor. Bu sav, güç1ü AI'm, bir algoritmamn uygulanmas1yla

bilinçli farkma varma äzelliginin yaratilabilecegine dair savm-
dan daha az dogmatik olmayabilir!

Kammea, Searle ve diger birçok insan, bilgisayar bilimcileri
tarafmdan yanhg yönlendirilmiglerdir. Ve, buna karg1hk bilgisa-
yarcilar, fizikçiler tarafmdan yanhg yönlendirilmigtir. (Yanhg
yänlendirme fizikçilerin kusuru degiL Onlar hergeyi bilmiyor
ki!) 'Hergey dijital bir bilgisayardir' inanc1 gerçekten yaygmlag-
ma egilimindedir. Bunun böyle olmasma niçin, ve belki de nasil,
gerek olmadigent bu kitap kapsammda göstermek istiyorum.

Donamm ve Yazahm

Bilgisayar biliminin dilinde donantm (hardware) sözcügü,
makineyi olugturan, baglantilar dahil, bütün mekanik parçalar
(basih devreleri, transistörler, teller, manyetik bellek alam, vs.)

için kullamhr. Yazdtra (software) sözcügü ise bilgisayarm çegit-
li programlarim, yaz1hmmi ifade eder. Alan Turing'in önemli
buluglarmdan birisi, mekanik aksamm belirli bir düzeyde kar-
magikhga ve esneklige ulagtirdigi herhangi bir makinenin, ben-
zeri herhangi bir bagka makineyle eçõegerde oldugudur. Egde-
ger kavrami, A ve B makinelerinde, A'ya B'ye özgü bir yaz1hm
verildiginde bunu B makinesiymiqcesine hassashkla igleme ko-
yacagi, B'ye verildigi zaman sanki A makinesiymig gibi hassas-
hkla igleme koyacagi geklinde yorumlanmahdir. 'Hassashk' söz-
cügünü, (çevirici yaz1hm yükleridikten sonra yüklenen) girdi
kargihimda bilgisayarm fiili ç1ktisi ile ilgili olarak kullamyo-
rum; ç1kti için gerekli süreyi kastetmiyorum. Her iki makinenin
iglemleri için gerekli bellek alam herhangi bir agamada tüke-
nirse, manyetik teyp, diskler, makaralar, vs. geklinde bazi hari-
ci bog 'bellek' kaynagma (prensipte simrsiz) bagvurabilecegini
de dikkate ahyorum. Gerçekte, bir görevi yerine getirmek için
A ve B makinelerinin gerektirdigi süre farki, üzerinde durul-
masi gereken bir konudur. Diyelim ki A, belirli bir görevi B'ye
göre bin kat daha hizh yerine getirebiliyor. Veya bir bagka gö-
revde B, A'dan bin kat daha hizhdir. Ayrica zamanlamalarm,
kullamlan çevirici yaz1hmlara bagh olarak büyük ölçüde degi-
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gebilecegi unutulmamahdir. Tartigtigmuz konu, iglemlerini ma-
kul bir sürede tamamlamak kaygisi içerisinde bu gibi pratik so-
nmlara ay1racak zamam olmayanlar için bir "ilke" tartigmasi-
dir. Burada deginilen kavramlar, bir sonraki bölümde aynnti-
lanacaktir: A ve B örneklerinde sözü edilen makineler, evrensel
Turing makineleridir.

Gerçekte, tüm modern genel-amaçh makineler, birer evren-
sel Turing makinesidir. Bu nedenle, tüm genel-amaçh bilgisa-
yarlar, yukandaki anlamda, birbiriyle egdegerdedir: Sonaçtaki
iglem hizi farklart ve bellek boyutuna iligkin olasi smirlamalar
ilgi alanumzm digmda kaldigi sürece, aralanndaki farklar tü-
müyle yaz1hm kapsamma ahnabilir. Modern teknoloji,bilgisa-
yarlann iglem luzur ve veri depolama kapasitelerini o denli ge-
ligtirmigtir ki, "günlük" amaçlarm çogunun normalde gerektir-
digi hiz ve kapasiteye,* pratikteki kaygilarm hiçbiri herhangi
bir simrlama getirmez ve bu nedenle bilgisayarlar arasmdaki
teorik egdegerlilik, pratik düzeyde de geçerlidir. Görünüge göre
teknoloji, ideallegtirilen bilgisayarlarla ilgili tümüyle akademik
tartigmalan, yaganumizi dogrudan etkileyen konulara dönüg-
türmügtür!

Anladigim kadarlyla güç1ü AI felsefesinin temelinde yatan
en önemli etkenlerden birisi, fiziksel bilgisayarlar arasmdaki
söz konusu egdegerliliktir. Donarama gäreli önemsiz (hatta bel-
ki tamamen önemsiz) gözüyle bakihrken, yaz1hm, yani program
veya algoritma, yagamsal önem tagiyan malzeme olarak kabul
edilir. Ancak, kanunca, fizik bilimi açismdan önemli bagka et-
kenler de vardir. Bu etkenler hakkmda bazi kamtlar vermeye
çahgacagim.

Bir insana kigisel kimligini veren nedir? Bedenini olugturan
atomlar m1? Bu atomlari olugturan elektronlarm, protonlarm
ve öteki temel parçac1klarm özel seçimi mi? Bu sorulann olum-

suz yamti ile ilgili en az iki neden vardir. Birincisi, herhangi
bir canh bedeni olugturan malzemenin sürekli bir degigim ya-
gamasmdadir. Dogumdan sonra hiçbir yeni beyin hücresinin
üretilmedigi gerçãgine kargm bu degigim, äzellikle beyin hüere-
leri için geçerlidir. Her canh hücredeki (beynin,her bir hücresi
* Bu konuda, karmapkhk teorisinin ve NP problemlerinin tartigildigi IV.
Bölüm'ün sonuna bakunz.
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dahil) çok sayida atom -ve, gerçekten, bedenlerimizdeki tüm
madde- dogumdan baglayarak birçok kez yenilenmigtir,

Îkinci neden, kuantum fiziginden kaynaklanmaktadir -ve

dogrusunu söylemek gerekirse, birinci nedenle tuhaf bir çeligki
içindedir! Kuantum mekanigine göre (bkz.VI. Bölüm,) herhangi
iki elektronun tamamen özdeg olmasi zorunludur ve aym ilke,
herhangi iki proton ve herhangi iki temel parçac1k için de geçer-
lidir. Insan beynindeki bir elektronun yerine bir tugladaki elekt-

ron konulsa, sistem bir bütün olarak, degigiklikten önceki sis-
temden, ay1rt edilemez!" Aym durum protonlar, atomlar, mole-
küller vs. için geçerlidir. Bir insamn bedenini olugturan bütün
malzeme, evinin tuglalarmdan almacak uygun parçac1klarla ta-
kas edilse, hiçbir gey degigmes. Bu insamn kendi evinden ayirt
edilmesini saglayan, bireysel parçaciklar degil, parçaciklarm tü-
münün diziliginden ortaya ç1kan biçimdir.

Kuantum mekanik biliminin d14mda, günlük yagantumzda
da bunun basit örneklerine rastlanabilir: Elektronik teknolojisi
bu kitab1 kelime-iglemciler'le yazmama olanak saghyor. Bir
sözcügü düzeltmek istesem, örnegin yanhg yazdigim 'gitdim'

sözcügünü 'gittim' olarak düzeltmek istesem ya
'd' harfini siler

yerine 't' harfini yazanm veya sözcügü tümüyle silerek, yerine
dogrusunu yazarim. Säzcügü tümüyle silerek yeniden yazdignn
zaman

'g' harfi, yeniden yazmadan äneeki 'g' harfi midir? Yoksa
yerine bir benzerini mi yazdim? Peki,'i' harfinden ne haber?
Sözcügün tümünü degigtirmeyip, yalmz 'd' harfinin yerine 't'

harfini koysam bile, 'd' harfinin yokolugu ile 't' harfinin belirigi
arasmda kisacik bir süre geçtigi gibi, degigtirilen harfi iz1eyen
harflerin, sözcüklerin, satirlarm, vs. kapsayan bir yeniden dizi-
lig; harf, sözcük, satir, vs. aralarmm yeniden hesaplanmasi,
ayarlanmas1, diziligi vs., bazen tüm sayfa boyunca uzayip gider
(Sumodern çagda ak11siz hesabm sonucuna bakimz!) Düzeltme
iglemini ne gekilde yaparsam yapay1m, önümdeki ekranda gör-
dügüm tüm harfler, ekramn tümü saniyede altmig kez taramr-
ken bir elektron igmimn izinde yer alan mesafelerden ibarettir.
Istedigim bir harfi çikarip yerine benzerini koyarsam, bu degi-
gim sonrasi sistem aym nndir, yoksa degigim äncesi sistemden
sadece ay1rt edilemez midir? Îkinci seçenegi ('sadece ay1rt edile-
mez'), birinci seçenekten ('aymsi') farkh bir seçenek olarak be-
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nimsemeye çahgmak saçma gärünüyor. En azmdan, harfler ay-
m oldugu zaman genel durumu da aym olarak nitelemek man-
tikh bir yaklaç1m say11abilir. Özdegparçac1klarm kuantum me-
kanigi de igte böyledir. Bir parçacigm yerine ona özdeg bir par-
çacigm konulmasi, ashnda, genel sistemde hiçbir gey yapmamig
olmaktir: Duruma, öncekinin aym gözüyle bakabilirsiniz. (An-
cak, VI. Bälüm'de ele alacagimiz gibi, kuantum mekaniksel bü-
tünlük içerisinde fark hiç de önemsiz degildir.)

Însaa bedenindeki atomlarm sürekli degigimi ile ilgili olarak
yukanda deginilen gõrügler, kuantum fiziginden çok klasik fi-
zik kapsammdadir. Sözcüklerin seçiminde, her bir atomun bi-
reyselliginin korunmasi açismdan anlam tagiyorlarmiqçasma
özen gösterilmigtir. Oysa klasik fizik bu konuda yeterlidir ve bu
düzeyde bir açiklama yaparken, atomlan bireysel nesneler ola-
rak tammlamakla çok yanhg davranmig sayilmayiz. Kuantum
mekanigi açismdan atomlarm bireyselliginden, yalmz anlatim
kolayhgi sagladigt için degil, öngörülen açiklama düzeyine uy-
gunlugu bakmundan da bahsedilmigtir.

Bir insanm bireyselliginin, bedensel materyalini olugturan
nesnelere atfetmeye çahgabilecegi bireysellikle hiç ilgisi yoktur.
Bunun yerine, bir bakima, bu nesnelerin, diyelim uzayda veya
uzay-zamanda gekillenilim ile ilgisi vardir. Fakat, güçlü AI
yandaglari biraz daha ileri gidiyorlar ve diyorlar ki: Böyle bir
gekillenilimin bilgi içerigi, özgün olamn tekrar içerisinden çeki-
lip almabilecegi bir bagka biçime dönûçtürülebiliyorsa, kiginin
bireyselliginin bütünlügüne dokunulmamahdir. Bu biraz, be-
nim tuglara basarak biraz önee yazd1gim ve kelime-iglemei'min
ekramnda beliren harflerin diziligine benziyor. Onlan ekran-
dan silersem, elektrik yükünün minik yer degigtirmelerinden
olugan belirli bir formatta, kendi geometrik gekillenilimlerinde,
kodlanmig olarak öylece kalacaklar. Ancak istedigim an onlan
tekrar ekrana getirebilirim; ve igte

-sanki

hiçbir dönüsüm ol-

mamig gibi ekrandalar. Yazdiklarmn saklamak istersem, harf
dizilerinden olugan bilgiyi bir disk üzerindeki manyetizasyon
gekillenilimlerine aktanr, diski yerinden çikannm ve sonra
makineyi kapayarak içindeki tüm (ilgili) minik yük yer degi-
gimlerini nötrleptiririm. Yann, diski tekrar takar, minik yük

yer degigimlerini yeniden baglatir ve hiçbir gey olmamig gibi yi-
I
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ne harf dizilerini ekrana getirebilirim. Güçlü AI yandaglarma
göre, bir kipinin bireyselliginin de aym gekilde igleme tâbi tu-
tulmas1 'aç1kça' olasidir. Ekrammda beliren harfler gibi bu in-
sanlar da bir kiginin bireyselliginden hiçbir gey kaybetmeyece-
gini iddia edebilirler. Fiziksel yapisi, tamamen farkh birgeye,
diyelim bir demir y1gim içerisindeki miknatis alamna dönügtü-
rülmedigi sürece, gerçekten de bireyselligine hiçbir gey olmaz
mi? Güçlü AI taraftarlan, kipilik 'bilgisi' böyle bir bagka form-
dayken dahi bireyin, bilinçli olarak çevresinin farkmda olma
yeteneginin kaybolmayacagim iddia edebilirler. Böyle bir du-
rumda, insanm söz konusu yetenegi bir bilgisayar yaz1hnn ile
temsil edilirken, biliaçli tepkisinin ise, bilgisayarm mekanik
parçalan yerine konan insan beyni ve bedeni vasitasiyla yazih-
mm faaliyet göstermesi olarak yorumlanmas1 gerekir.

Ozetlersek, donamm hangi biçimde olursa olsun
-örnegin

elektronik bir aygit olsun- sorular daima (Turing testinde oldu-
gu gibi) yazihm sorulan tarzmda sorulacak; donamm bu soru-
lari yamtlarken iyi bir performans gösterirse, verecegi yamtlar
normal durumdaki bir insamn verecegi yamtlardan ayirt edile-
miyecek. ('Bu sabah kendinizi nasil hissediyorsunuz?"Oldukça
iyiyim, tegekkür ederim. Biraz baç1m agnyor,"Oyleyse kendini-
zi... gey....yani... kigisel kimliginizde bir bozukluk... veya bagka
bir gey? 'Hayir; neden böyle söylediniz? Ne tuhaf bir soru bu
bäyle."Oyleyse kendinizi dün hissettiginiz aym kigi olarak his-
sediyorsunuz?"Elbette öyle hissediyorum!')

Bu baglamda sik sik tartigilan konu, bilimkurgunun teleula-
pm makinesidir? Diyelim, bir gezegenden digerine 'ulagim'

arac1 olarak tasanmlanmig olmasma kargm, gerçek amacm bu
olup olmadigi tartigihr. Bilim kurga kahramam yoleulugunu
bir uzay gemisiyle 'normal' gekilde yapacakken, bedenindeki
her atomun ve her elektronun yeri ve kogullan kesin ve dogru
gekilde ayrmt11andmlarak saptanmak üzere bagtan ayaga tara-
myor. Tüm veriler elektromanyetik bir sinyalle, vanlacak uzak
gezegenlere igmlamyor (191kluzmda). Veriler, burada, yoleunun
tüm amlan, dügünceleri, umutlan ve en derin duygulanyla bir-
likte tam bir kopyasimn olugturulmasma iligkin komutlar dog-
rultusunda derleniyor ve kullamhyor. Beyin etkinliklerinin her
aynntisi özenle saptamp iletildikten sonra yeniden inga edildi-



31

gine göre, sonucun böyle olacagim en azmdan ümit edebiliriz.
Mekanizmanm tasartmlandigi gekilde igledigini varsayarsak,
yolcunun özgün nüshasi 'güvenli gekilde' imhâ edilebilir. Bu
agamada sorulacak soru: Bir yerden bir yere yolculuk yäntemi
gerçekten böyle midir, yoksa kopyasun ç1kararak ashm öldürme
yöntemi midir? Yöntemin, kendi referansma dayamlarak, ta-
mamiyle güvenli oldugn kamtlamrsa bu 'yolculuk' yöntemini
denemek ister misiniz? Teleulagm, seyahat etmek degilse, bir
odadan digerine yürüyerek geçmek ile arasmda, ilke olarak, ne
fark vardir? Odadan odaya yürüyerek geçerken, herhangi bir
anda, insamn bedeninde bulunan atomlar, bir sonraki amn
atomlarunn yerine dair bilgi veremiyor mu? Daha önce, her-
hangi bir atomun kimligini korumamn önemsiz oldugunu ince-
lemigtik. Herhangi bir atomun kimliginin sorgulanmasi bile an-
lams1z. Atomlarm hareket halindeki biçimi, bir yerden digerine
dogru giderek çogalan bir çegit bilgi dalgasi olugturmaz mi? Bir
odadan digerine yürüyerek geçen yolcumuz ile teleulaç1m ciha-
ziyla yolculuk yapan yolcumuzu tannulayan dalgalarm degigi-
mi arasmda temel fark nerededir?

Teleulagim cihazimn gerçekten 'ige yaradigim' ve yolcunun
uzak gezegendeki kopyasmda gerçek 'bilincinin' tekrar uyandi-
nldigim varsayahm. (Yolcuya yöneltilen sorunun gerçekten
anlam tagidigimvarsayarak). Ya yolcunun özgün kopyasi, oyu-
nun kurah geregi, ortadan kaldirilmazsa ne olacak? 'Bilinç1iligi'
aym anda iki ayn yerde olabilir mi? (§öylebir konugma kargi-
smda tepkisinin ne olacag1m dügünmeye çahgm: 'Ah camm, Te-
letagiylclya yerlegtirmeden önee sana verdigimiz ilâç zamamn-
dan önce etkisini yitirdi. Oyle mi? $anssizhkama sorun degil.
Öteki senin -gey, yani gerçek senin- sag salim Venüs'e vardig1-
m ögrenmek seni sevindirecektir; böylece seni, gey... yani bura-
daki ipe yaramaz kopyam yok edebiliriz. Tabii ki hiç aci duyma-
yacaksm.') Burada bir paradoksla kargilagiyoraz. Fizigin yasa-
lan arasmda teleulagima ilke olarak olanak saglayan bir yasa
var mi? Belki, diger taraftan, bir insam bilinciyle birlikte bu
yolla bir yere ulagt1rmaya engel, ilke olarak, hiçbir gey yoktur
ama

'kopyalama' igleminin özgün olam yok etmesi olasihit yok
mudyuar Yoksaakilke olaerkakmbirhirind bagims

ör
lean acl

1
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madik içerigine ragmen, bunlardan hareketle bilinç ve kigisel
özelliklerin fiziksel dogasi ile ilgili önemli bazi ipuç1ari elde
edebilecegimize inamyorum. Ussal olgularm anlagilmasmda
kuantum mekaniginin rolü hakkmda bir igaret verebilirler. Su
anda bu konunun üzerinde fazla durmayacagim. VI. Bölüm'de
kuantum teorisini inceledikten sonra bu konuya tekrar dönmek
gerekecektir.

SimdiGüç1ü AI'm teleulayim konusuna bakig açisim ele ala-
hm. Iki gezegen arasmda bir röle istasyonn bulundugunu var-
sayahm. Veriler burada, son duraga yansitilmadan önce geçici
olarak depolamyor olsun. Kolayhk saglamast bakimmdan veri-
ler, insan biçiminde degil fakat bir çegit manyetik veya elektro-
nik cihazda depolamyor. Yoleu'nun bilinci böyle bir cihazda de-
polanabilir mi? Güçlü AI taraftarlart, depolanabilecegine bizi
inandirmaya çahgacaklardir. Ne de olsa, diye savunacaklard1r,
yolcunun beyninin uygun etkinligini 'sadece' taklit etmek, si-
müle etmek suretiyle cihazm, yolcunun sormasun istedigimiz
sorulari yamtlamasim saglayabiliriz. Cihaz gerekli tüm veriler-
le donammh olacaktir; gerisi de hesaplamaya kahyor. Cihaz,
yolcunun kendisiymig gibi sorulanlart yamtlayacagma göre
(Turing testi!), yolcunun bizzat kendisi olacakur. Güçlü Arm,
ussal olgular açismdan gerçek donammm önemli olmadigma
dair görügü bu örnege dayanmaktadir. Bence yeterli gerekçeye
sahip olmayan bir görügtür. Beynin -(veyausun) ashnda dijital
bir bilgisayar oldugu varsayunma dayamr. Buna göre, bir insa-
mn dügünme eylemi esnasmda, beynin dogal fiziksel (biyolojik,
kimyasal) yapisma ihtiyaç gösterebilecek hiçbir fiziksel olga-
nun yardumna bagvurulmaz.

Güç1ü AI açismdan tartigilmasi gereken konu, gereksinim
duyulabilecek fiziksel olgularm etkilerinin, dijital hesaplar va-
sitas1yla her zaman dogru gekilde örneklenip örneklenemeyece-

gidir. Birçok fizikçinin bu savi, mevcut fizik bilgimize dayamla-
rak ileri sürülebilecek çok dogal bir sav oldugunu savunacakla-
rmdan hemen hemen eminim. Daha sonraki bölümlerde kargi
savum savunacagun. Fakat, bu agamada, ilgili tüm fiziksel 01-

gularm, dijital hesaplarla daima ärneklenebilecegi varsayimmi
(geneldekabul edilen varsayim) kabul edelim. Böylece yegâne
gerçek varsayim (zaman ve hesaplama uzayi ile ilgili konular



33

digmda) 'igleveel' yaklagimdan ibarettir: Bir nesne, tamamen
bilinç1i bir varhk olarak davramyorsa, kendini bu varhkung gi-
bi 'hissetmelidir'.

Güçlü AI, 'sadece' bir donamm olarak beynin etkinlikleri için
yardmuna bagvurulan fizik biliminin, uygun bir çevirmen yazi-
hm kullamlarak simule edilebilecegi görügündedir. Iglevselba-
kig aç1smdan konu ele almdigmda, evrensel Turing makineleri-
nin etkinligi ve bu makinelerce gerçeklegtirilebilecek algorit-
malar -ve, kugkusuz, beynin bir tür algoritmik eyleme uygun
çahgmasi- gibi görüglerle yüz yüze geliyoruz. Bu dolambaçh ve
önemli kavramlar hakkmda biraz daha açiklayici olmamn za-
mam geldi.

1. Bkz. Gardner (1958), Gregory (1981)ve bunlarda yer alan kaynaklar.

2. Bkz. Resnikoff ve Wells 51984) s. 181-4. Klasik hesap yöntemleri için bkz.
Rouse Ball (1892); Smith (1983).

3. Bkz. Gregory (1981), s. 285-7, Grey Walter (1953).

4. Bu örnek Delbrück'den (1986) almtidir.

5. Bks. O'Connell (1988) ve Kecne'in (1988) makaleleri. Bilgisayarla satranç ko-
nusunda daha fazla bi1gi için bkz. Levy (1984).

i
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6, Kugkusuz, satranç problemlerinin çogu insanlar için çözümü zor olacak gekil-
de tasartmlanmigtir. Çözümüinsanlar için agiri ölçüde zor olmayan fakat gü-
nümüzün satranç-problemi çözebilen bilgisayarlarimn bin yllda çözemeyecegi
bir satranç problemini hazirlamak çok zor olmasa gerek. (Yap11masi gereken,
oldukça açik bir plan ve çok sayida derin hamle haz1rlamaktan ibaret olmalL

200'den fazla hamle
-haddinden

fazlal- gerektiren problemler oldugu bilini-
yor). Böyle bir problem ilginç bir satranç kargilagmasi yaratabilir.

7. Kitap boyunca Searle'm terminolojisi olan 'güçIü AF terimini, bu aÿiri gärü-
gün, özünü en iyi yansittigi için kullanmay1 yegledim. 'Fonksiyonalizm' terimi
de aym görüg için sikça kullamlmakla birlikte her zaman tam anlam1 veremi-

yor. Söz konusu görügü ileri sürenlerden bazilari Minsky (1968), Fodor (1983),
Hofstadter (1979)ve Moravec'dir (1985).

8. Îddia ile ilgili olarak bkz. Searle (1987), s. 211.

9. Searle'm 'The Mind's F da tekrar bas11an ilk raporunu elegtirirken Douglas
Hofstadter, hiçbir insamn baska bir insamn usunu, son derece karmagik olmasi
nedeniyle, anlasilabilir bir 'öz analizini' yapamayacagmdan yakmmaktadir.
Gerçekten de yap11amaz! Fakat bence içselleptirmenin gerçeklegtirilmesi asil

amaç degildir. Algoritmanm, bir ussal olaym cisimleptirilmesi ile ilgiliktsmiyla
ilgilenmek yeterlidir. Bu, bir Turing testi sorusunun yamtlanmasi esnasmda
bir anhk "bilinçli kavrama" olabilecegi gibi daha basit bir yöntem de olabilir.
Böylesi herhangi bir ussal olay, neden son derece karmagik bir algoritmay1 ge-
rektirsin?

10. Bkz. s. 368, 372, Searle'in (1980), Hofstadter ve Dennett'teki (1981)
makalesi.

11. Bu konuda bilgi sahibi bazi okurlar, bazi igaretlerin farkh olmasmdan
yakmabilirler, Bu (tartigilabilir) fark bile, elektronlardan birini 360° çevirirsek,
kaybolacaktir (Aç1klama için bkz. VI. Bölüm)

12. Bkz. Hofstadter ve Dennett'e Girig (1981).
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II. Bölüm
Algoritmalar ve Turing Makineleri

Algoritma Kavrami

Bir algoritma, veya bir Turing makinesi, veya bir evrensel Tur-
ing makinesi tam olarak nedir? Niçin "dügünen alet" nedir sorusu
üstüne olugan çagdag dügünceler arasmda bu kavramlar merkea
konumundadirlar? Bir algoritmanm yapabilecekleri ilke olarak si-
mrh midir? Bu sorulara yeterli yamt getirebilmek için öncelikle al-
goritma fikrini ve Turing makineleri kavramim ayrmtih inceleme-
miz gerekecek.

11eridekiçegitli tartigmalar sirasmda bazen matematiksel ifadele-
re bagvarmamiz kaçnulmaz olacak. Okuyucularimdan bir kismimn
bundan hiç hognut kalmayacaklarnun, hatta belki bunu ürkütücü
bulacaklarmm farkmdayun. Eger bu okurlardan birisi iseniz, size sa-
bir dileyerek, "OkuyucuyaAçiklama" bölümündeki tavsiyelerimiizle-
menizi öneririm. Burada verilen tartigmalar genelde ilkögretimin
ötesinde bir matematik bilgisi gerektirmeyecek; ancak, ayrmt11ara
inebilmek için epey kafa yormak kaçimlmazdir. Ashnda verecegim
pek çok örnek yeterince açiktir ve ayrmt11ari izleyerek kavranabilir-
ler. Ama göylece üzerinden bir kez okunmalari bile tartigilan konular
haklanda sizlere fikir verecektir. Öteyandan eger konularm uzmam
iseniz sizlere de sabir dileyecegim.Yine de diyeceklerime göyle bir
bakarsamz ilginizi çekecek birkaç gey bulabileceginizisamyorum.

'Algoritma' kelimesi 9. yüzydda yaçanny Horasan dogumlu mate-
matikçi Ebu Cafer Muhammed Ibn-i Musa el Harezmi'nin (al-Kho-
wârizm) adindan gelmektedir. M.S. 825 y111armda "Kitab el cebr ve'l
mukabele" bagligiylaçok etkili olmuy bir matematik ders kitabi yaz-
migtir. Eskiden kullam1makta olan 'algorizma' teriminin yerini bu-
günkü kullammda "algoritma" kelimesinin alnug bulunmasi "arit-

metik" kelimesiyle kurulan bir iligkiye bagh olmahdir. ('Cebir' keli-
mesinin de aym kitabm baghšmda yer alan Arapça el-cebr'den
gelmig olmast ilginçtir).
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Ashnda algoritmalar el Harezmi'nin kitabmdan çok önce de
bilinmekteydiler. Eski Yunan döneminden (yaklagikM.O. 300
den) beri bilinen ve Eukleides algoritmast adiyla tanman en iyi
örnek, iki say1mn en büyük ortak bälenini bulma yöntemidir.
Konuyu daha iyi anlatmak için, örnegin 1365 ve 3654 gibi bir
sayi çifti dügünmek yararh olacaktir. Bu sayilarm en büyük or-
tak bõleni (EBOB), verilen her iki say1yi tam olarak bölen en
büyük tamsayidir. Eukleides algoritmasur uygulamak için ve-
rilen sayilardan büyügünü küçügüne bölüp kalam bulacagiz:
1365, 3654'de iki kere var ve kalan 924 dür. (924 = 3654 - 2 x
1365) Simdiäneeden verilen say1 çifti yerine kalan 924 ve bölen
1365 say11arim alahm. Bu yeni say1 çiftiyle yukaridaki iglemi
tekrarlayahm: 924, 1365'de bir kere var ve kalan 441'dir. Böy-
1ece 441 ve 924'den olugan yeni bir sayi çifti olugturduk. 924'ü
441'e bölersek kalan 42 olur. (42 - 924 - 2 x 441). Bir tam böl-
me iglemine kadar bu süreç tekrarlamr. Açikça yazarsak:

3654 ÷ 1365 kalan 924
1365 ÷ 924 kalan 441
924 ÷ 441 kalan 42
441÷42 kalan 21
42 ÷ 21 kalan 0.

En son bölen say1, yani 21 sayisi, aranmakta olan en büyük or-
tak bölendir.

Eukleides algoritmasi, bu ortak böleni bulmak için izledigi-
miz sistemli yöntemin kendisidir. Burada yäntemi belli bir say1
çiftine uyguladik, ama yöntemin kendisi herhangi iki saylya
uygulanabilecek kadar geneldir. Eger verilen sayilar çok büynk
olursa, yöntemi uygulamak uzun bir süre alabilir; sayilar ne
kadar büyükse süreç o kadar uzun sürebilecektir. Fakat her
durumda süreç tamamlamr ve sonlu sayida iglem yaptiktan

sonra kesin bir yamta ulagihr. Her adimda hangi iglemin yapi-
lacagi tam olarak belirlenmigtir; sürecin ne zaman sona erdiri-
lecegi de kesin bir kurala baglanmigtir. Ayrica, tüm süreç simr-
siz büyük dogal say11ara uygulanmakta olmasma ragmen sonlu
say1da adimla belirlenebilmektedir. ('Dogal sayilar' deyince eksi
olmayan tamsayllari anlayacag1z: 0, 1, 2, 3,

...)

Nitekim, Eukle-
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Ave B
sayalarun al

A yerine B koy A'y1B'ye böI
B yerine C koy C kalanun sakla

Hay1r
C=0?

Evet

Dur ve B yaz

ides algoritmasom mantiksal iglemlerinin tamami (sonlu) bir
'akig gemasi' ile temsil edilebilir.

Yukanda sürecin en.temel basamaklarma kadar ayrigtinl-
madan verilmig olduguna dikkat edilmelidir. ÇünküA ve B di-
ye verilen iki dogal say1run bölümünden elde edilecek kalan sa-
ymm hangi iglemlerle bulunacagim 'bildigimiz' varsay1hyor.
Hepimizin okulda ögrendigi bu bölme iglemi de algoritmik bir
iglemdir. Gerçekte bölme iglemi Eukleides algoritmasmm ken-
disinden daha karmagik bir süreçtir, ancak benzer biçimde bir
'akig gemas1' ile verilebilir. Esas zorluk dogal sayilari (normal
clarak) ondahk sistemle gästermemizden kaynaklanmaktadir.
Dolay1slyla çarpun tablosunu olugturmak, eldeleri tagimak vb.
iglemler yapilmaktadir.
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Eger bir n sayisim göstermek için sadece n çizik atsaydik, ör-
negin 5 sayisim ///// ile gõsterseydik, kalam bulmak gerçekten
basit bir algoritmik iglem haline gelirdi. A sayisi B sayisina bö-
lününce kalam bulmak için A'dan B sayisun temsil eden çizik
gruplarim peg pege çikanrdik. Geride kalan çizikler bize yamti
verirdi. Örnegin,1Tyi 5'e bölersek kalam bulmak için ///// grup-
lanm /////////////////grubundan göyle ayinrdik:

Üçadim sonra yamt iki olacaktir.
Bir bölme igleminde kalam, tekrarlanan çikarma iglemleriy-

le veren bir 'akig gemasi' agagida verilmigtir. Eukleides algo-

Ave B
sayllarim al

A yerine
A-B koy

( B>A?
Hayir

Evet

Dur ve A yaz
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ritmasim veren alog gemasim tamamlamak için yukaridaki ge-
may1 önceki akig gemasi içinde sagda ortadaki kutu içine yer-
legtirmeliyiz. Bu tür bir algoritmay1 diger bir algoritmamn
içinde yerine koyma iglemine bilgisayar programlamasmda sik
rastlamr.

n say1smi, n tane çizikle temsil etmek sayilar büyüdükçe gi-
derek kullamysiz olmaya baglar, ve bizler bu nedenle say11art
göstermek için standart ondahk sistemi kullamriz. Ama burada
iglemlerin veya gösterimin kullanëyleligt bizi o kadar ilgilendir-
miyor. Daha çok hangi iglemlerin ilke olarak algoritmalarla ya-
p11abilecegi ile ilgilenmekteyiz. Bir say1 sisteminde algoritma
ile yapilabilen bir iglem bagka herhangi bir say1 sisteminde de
algoritma ile yap11abilir. Farklar sadece ayrmtida ve iglemlerin
karmagikhgindadir.

Eukleides algoritmasi, matematigin hemen her dahnda bulu-
nabilecek, artik klasiklegmig pek çok algoritmadan sadece biri-
sidir. Ancak dikkate deger bir nokta, algoritma örneklerinin bu
kadar geriye giden tarihine kargi, genel algoritma kavramsmn
kesin olarak verilmesinin ancak yüzyihmizda gerçeklemig bu-
lunmasidir. Bu kavramm birbirine egdeger tammlarima hepsi
1930'larda yapilm14tir. Bunlardan en dogrudan ve ikna edici
olam ve tarihsel aç1dan da en önemlisi Turing makinesi diye bi-
linen kavram yardumyla verilenidir. Bu 'makineleri' ayrmt11a-
riyla incelemek gerekecektir.

Bir Turing makinesi hakkmda akhmizda tutulacak en önem-
li husus bunun bir fiziksel nesne degil bir 'soyut matematik'
ürünü oldutudur. Kavram ilk kez, Îngiliz matematikçisi, ünlü
gifre uzmam ve ilk bilgisayar bilimcilerinden Alan Turing tara-
fmdan (Turing 1937) 1935-6 senesinde daha genig kapsamh bir
probleme yamt getirebilmek amac1yla ortaya konmugtur.
Entscheidungsproblem adlyla bilinen bu problem büyük Alman
matematikçisi David Hilbert tarafindan 1900 Paris Uluslarara-
si Matematikçiler Kongresi'nde kismen (Hilbert'in 10. proble-
mi) ve daha sonra 1928 Bologna Kongresi'nde tam olarak ta-
mmlammgti. Hilbert en genel bir matematik probleminin çözü-
mü için algoritmik yöntem bulunup bulunamayacag1m sormak-
tayd1; ya da 'daha dogrusu' böyle bir yöntemin ilke olarak var
olup olmadigun sorgulamaktaydi. Hilbert'in amaci, aksiyomla-
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rim ve yöntem kurallarun belirleyecek bir program yardimiyla,
matematigi tartigilamaz saglamhkta bir temel üzerine oturt-
makt1. Ancak daha Turing'e gelmeden önce 1931'de parlak
Avusturyah mantikç1 Kurt Gödel'in gagkmhk veren bir teoremi
nedeniyle bu program ç1kmaza girmig bulunmaktaydi. Gödel te-
oremini ve bunun önemini IV. Bölüm'de ele alacagiz. Turing'in
ilgilenmig oldugu Hilbert problemi (Entscheidungsproblem) ma-
tematigin herhangi bir aksiyom sistemi cinsinden yazilmasm-
dan daha derine inen bir problemdir. Sorun gudur: Matematigin
tüm problemlerini birbiri pegi sira çözebilecek genel bir meka-
nik yöntem ilke olarak var midir?

Bu soruyu yamtlamakta kargilaµlan bir zorluk mekanik yön-
tem ile ne kastedildigini anlamakti. Kavram, o dönemin ahg11-
mig matematik anlayiquun digmda kahyordu. Bir yamt getire-
bilmek için, Turing önce 'makine' kavramim, iglevlerini temel
ögelerine ay1rarak nasil tammlayacagi üzerinde dügündü. Tu-
ring'in insan beynini bu anlamda bir 'makine' olarak gördügü
aç1ktir. Böylece matematikçinin bir matematik problemiyle ug-
ragirken yapt1gi eylemler de 'mekanik yöntemler' baghgi altm-
da toplanabilmekteydi.

Her ne kadar insan dügüncesine bu bakig açisi, Turing'in bu
çok önemli kavramim geligtirmesinde deger tagmugsa da bizler
aym bakig aç1sun kabule zoranlu degiliz. Nitekim, bir mekanik
yöntemden ne kastedildigini tam olarak açikladiktan sonra Tu-
ring, iyi tammh ama normal anlamda mekanik denmeyecek ba-
zi matematik iglemlerin varhänn göstermigtir. Turing'in kendi
çahymalarma dayanarak onun akil olgusunun dogasi üzerine
görüglerinde aç1k noktalar bulunduguna kamt getirebilmek bir
çeligki olmah. Ancak gu an konumuz bu degil Oncelikle Tu-
ring'in mekanik yöntem kavrammm ne oldugunu anlamahytz.

Turing Makinesi Kavrami

Bir hesap yöntemini (sonlu tammlanabilir) uygulayan bir
makine dügünelim. Genel hatlarlyla nasil bir makine olurdu bu
acaba? Simdilikuygulama teknigi hakkmda fazlaca kafamiz1
yormayahm; matematik açismdan ideal bir tasarima sahip ol-
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masi yeterli. Cihazumz olarak sonlu (belki de çok fazla say1da)
ve birbirinden farkh olasi bir bagimsiz durumlar kümesine sa-
hip olsun istiyoruz. Biz bunlara makinenin içsel durumlan ad1-
m veriyoruz. Ancak, makinemizin ilke olarak gerçeklegtirecegi
hesaplarm boyatunu sirurlamak istemiyoruz. Eukleides'in yu-
karida tammladigmuz algoritmasim ammsay1mz. Îlke olarak,
algoritma veya genel hesap yöntemi, sayllar ne kadar büyük
olursa olsun, yine aymdir. Büyük sayilar söz konusu oldutu za-
man, yöntem gerçekten çok uzun zaman alabilir ve hesaplari
yapabilmek için önemli miktarda 'müsvedde kagidi' gerekebilir.
Fakat sayllar ne kadar büyük olursa olsun algoritma yine aym
sonlu komutlar kümesinden ibarettir.

Bu nedenle makinemiz, sonlu sayida içsel duruma sahip olma-
sma kargm, boyutu suurlanmanny bir girdiyle iglem yapabilmeli-
dir. Aynca makinemiz, iglemleri için, suursiz bir digsal veri birik-
tirme alamndan ('müsveddekagid1') yararlanabilmeli, aym za-
manda simrsiz boyutta ç1kt1 üretebilmelidir. Makinemiz, sonlu
say1da farkh içsel duruma sahip oldugu için, ondan ne tüm digsal
verileri, ne de kendi hesaplarunn sonuglarun içsel konuma getir-
mesi beklenmemelidir. Bunun yerine, verilerin veya önceki he-
saplann anmda igleme soktugu kisimlarnu incelemeli, daha son-
ra bunlarla ilgili olarak hangi iglemlerin yapilmasi gerekiyorsa
onlari yapmahdir. D14sal veri biriktirme alanma, iglemin sonuçla-
run kaydedebilir ve iglemin bir sonraki agamasma gayet kararh
bir gekilde geçebilir. Girdinin, hesap mekânunn ve ç1ktuun suur-
siz dogasi, pratikte fiilen olugturulabilecek bir seyden çok, yalmz
matematiksel bir idealin gerçeklegmesiyle ilgilendigimizi hatirla-
tir (bkz. Sekil2.1). Fakat bu konumuzla önemli ilgisi olan bir ide-
alin gerçeklegmesidir. Modern bilgisayar teknolojisinin harikalar1
bize, pratik amaçlarmuzm birçogu için suursiz olarak kullamlabi-
lecek elektronik veri biriktirme alam (bellek)saglamigtir.

Gerçekte, dissal olarak tammlanan bellek alam tipi, modern
bir bilgisayarm içsel iglemlerinin bir kismim olugturur. Bellek
alamam belirli bir kisnumn dissal veya içsel olarak nitelendi-
rilmesi belki teknik bir aynntidir. 'Makine' ve

'digsal' kisim ayi-
nmi, donanëm (hardware) ve yazelim (software) olarak kabul
edilebilir. Buna göre, içsel k1sim (mekanik) donamm, digsal ki-
sim yaz1hmdir. Bu konuya saplamp kalmayacagim ama nere-
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Sekil2.1 Kurallara uygun bir Turing makinesi sonsuz bant gerektirirl

sinden bakarsamz bakm, Turing'in ideallegtirilmesi günümü-
zün elektronik bilgisayarlarma gerçekteu çok yaklagmistir.

Turing, digsal veri bellek alamm, üzerinde igaretler bulunan
"bant" geklinde gözünde canlandirnnytir. Bu bant ileri/geri ha-
reket edebilir. Makine, gerekirse, bantm üzerine yeni igaretler
koyabildigi gibi eski igaretleri silebilir ve böylece aym bantm,
girdi oldugu kadar digsal bellek ('müsveddekagidi') gibi görev
yapmasmi saglar. Gerçekte, dissal bellek ile 'girdi' arasmda

ay1rim yapmamak yararh olur, çünkü iglemlerin çogunda bir
hesabm ara sonuçlari, yeni veriler gibi rol alabilir. Eukleides'in
algoritmasmda, ilk girdimizle (A ve B sayilari), hesabm çegitli
a amalarim birbirlerinin yerine koydugumuzu hatirlayunz. Ay-
m gekilde, aym bant, kesin çikti (yani, 'yamt') için kullamlabi-
lir. Bant, bagka hesaplarm yap11masma gerek oldugu sürece
durmadan ileri/geri hareketini sürdürecektir. Îëlemtamamlan-
digi zaman makine durur ve hesap sonueu, bantm makinenin
bir yamnda yer alan k1smi üzerinde okunabilir. Kesin bir ta-
mmlama için farzedelim ki, sonuç daima sol taraftan verilir-
ken, girdi kapsammdaki tüm sayisal veriler ve çözülecek prob-
1emle ilgili komutlar daima sag taraftan verilir.

Kendi adima, simrh makinemizin, potansiyel olarak sonsus
banti ileriye geriye hareket ettirmek zorunda olmasmdan biraz
rahatsizhk duyuyorum. Malzemesi ne kadar hafif olursa olsun,
sonsuz bir banti hareket ettirmek zor olmahl Bantm, smirh ma-
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kinemizin içinde hareket edebilecegi digsal ortarn temsil ettigini
düglemeyi yeglerdim (Kugkusuz, modern elektronik cihazlarda,
basit fiziksel anlamda, ne

'bant'

ne de 'cihaz' gerçekten 'hareket'

ederler; fakat böyle bir 'hareket' nesnelerin hayalde canlandml-

masim kolaylagtmyor). Eu teoriye göre makine, girdinin tama-
num ortamdan ahr. Ortami, kendine ait 'müsvedde kag1df ola-
rak kullamr. Sonuçta, çiktisun aym ortam üzerine kaydeder.

Turing'in resminde 'bant', her iki yönde sonsuz oldugu varsa-
yilan ve karelerden meydana gelen çizgisel bir diziden olugur.
Bantm üzerindeki her kare ya bogtur ya da üzerinde bir tek
igaret vardir*. Igaretli veya igaretsiz kareler, ortamin, (yani
bantm), parçalara ayr11arak birbirinden bagemstz (süreklinin
kargiti olarak) kesikli elemanlan olarak tammlanabilecegini
gösterir. Makinemizin fonksiyonlanm güVenilir ve kararh ge-
kilde yerine getirmesini istiyorsak bu özellige sahip olmasi ge-
rekir. Ancak matematiksel ideallegtirmenin bir özelligi olarak
'ortamm' (potansiyelbakundan) sonsuz olmasma kargi degiliz,
fakat hangi özel durumda olursak olahm girdi, hesaplama igle-
mi ve çikti daima sonlu olmahdir. Buna göre bant, sonsuz ola-
rak uzun kabul edilse bile üzerinde bulunan igaretlerin say1s1
sonsus olamaz. Her bir yönde bant belirli bir noktadan sonra
tümüyle bog olmahdir.

Bog kareyi 'O' igaretli kareyi '1' ile göstererek bir örnek vere-
lim:

000111101001110010010110100

Makinemizin, banti
'okumasi' gerekiyor; okuma iglemini bir de-

fada bir kareyi okuyarak ve her okumadan sonra saga veya so-
la yalmz bir kare hareket ederek gerçeklegtirdigini varsaylyo-
raz. Bir defada n kare okuyan veya bir defada k kare kayan ci-
hazlar, bir defada yalmz bir kareyi okuyan ve geçen bir cihaz
cinsinden kolayhkla modellenebilirler. k karelik bir hareket, bir
karenin k kere hareketiyle olugturulabilir; n karenin bir defada
* Gerçekte, Turing ilk tammlamalarmda bantm üzerinde karmagik igaretlerin
bulundugunu varsaynnytir ama bu gerçekten fark etmez. Karmagik igaretler,
igaret/ara geklinde daima kesik gekle dönügtürülebilir. Bundan öteye Turing'in
özgün komutlarmda bazi ufak tefek degigiklikler daha yapacag1m.
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okunmasi veri depolamak suretiyle basit cihaz sanki n karenin
hepsini bir defada okuyormug gibi yorumlanabilir.

Bu cihaz ayrmtih olarak ne yapabilir? 'Mekanik' olarak tamm-
layacagmuz bir geyin iglevini yerine getirebildigi en genel yöntem
nedir? Cihazmuzm içsel durumlaram sayi bakmundan sonsuz ol-
mamasi gerektigini hatirlayimz. Bilmemiz gereken tek gey, bu
sonsuz olmamamn ötesinde eihazm davramymm tamamen içsel
durumu tarafmdan ve girdi tarafindan kontrol edildigidir. Girdiyi
basitlegtirmig ve 'O' ve

'1' sembollerinden biriyle temsil etmigtik.
Baglang1ç durumu ve bu girdiyle donammh olarak makinenin ta-
mamen kararh bir gekilde çahqmasi beklenir: Îçseldurumunu bir
bagka (belki de aym) içsel duruma degigtirir; okuma simgeleri
olarak O veya l'i kullamr veya bunlarm yerine bagka simgeler
koyar; saga veya sola bir kare hareket eder; sonuçta, iglemi sür-
dürüp sürdürmemeye veya bitirmeye karar verir ve durur.

Cihazmuzm çahgmasim daha aç1k anlatmak amactyla içsel
durumlarun numaralayalem: 0, 1, 2, 3, 4, 5, ...; buna göre ciha-
zm, veya Turing makinesinin, çahyma sistemine, agagida ör-
neklendigi gibi bir dizi yer degigtirme egemen olacaktir:

00 -> OOR
01 -> 131L
10 -> 651R
11 -> 10R
20 -> 01RSTOP
21 -> 661L
30 -> 370R

2100 -> 31L
I
I
I

2581 -> 00RSTOP
2590 -> 971R
2591 -> 00RSTOP
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Okun sol tarafindaki iri rakam, cihazm okuma iglemini gerçek-
legtirmekte oldugunu gösteren ve bantm üzerinde yer alan iga-
rettir; cihaz bu simgenin yerine sag tarafta ortada bulunan iri
rakami koyar. 'R', cihazm bant boyunca saga dogru bir adim, 'L'
ise sola dogru bir adun hareket etmek zorunda oldugunu göste-
rir. (Turing'in özgün tanimmda oldugu gibi, cihazm yerine

bantm hareket ettigini dügünürsek, R'yi bantm bir kare saga

ve L'yi bir kare sola hareket etmesi komutu olarak yorumlaya-
biliriz). STOP sözcügü, iglemin tamamlandigun ve cihazm dur-
mast gerektigini gösterir. Özellikle,01-+131L komutu cihaz '0'

durumunda ise ve banttan 1 okuyorsa, 13 numarah içsel duru-
ma geçmesi ve l'i 1 olarak bant üzerinde birakmasi ve bant
üzerinde bir kare sola kaymasi gerektigini gösterir. Son komut
2591 00R.STOP, cihaz 259 durumunda ise ve bant üzerinde

l'i okuyorsa, 0 durumuna geçmesi, bant üzerinde O uretmek
için l'i silmesi, bant boyunca saga dogru bir kare kaymasi ve
iglemi tamamlamasi gerektigini gösterir.

Îçsel durumlari 0, 1, 2, 3, 4, 5,... gibi sayllar kullanarak gös-
termek yerine, 0'lardan ve l'lerden olugan simgeler kullanma-
m1z gerekseydi, bant üzerinde yukarida açiklanan simgeler sis-
temine sadik kalmanuz daha dogru olurdu. 1stersek n durumu
için n adet 1 kullanabilirdik ama bu yetersiz olurdu. Bunun ye-
rine ikilik sayi sistemini kullanahm:

0 -

-> 0 ,

1 -> 1,
2 -> 10 ,

3 -> 11,
4 ->

- 100,
5 -> 101,
6 -> 110,
7 -> 111,
8 -> 1000,
9 -> 1001,

10 -> 1010,
11 -> 1011,
12 -> 1100, vs.



46 . Algoritmalar ve Turing Makineleri

Burada sag taraftaki son hane standart (ondahk)sistemde oldu-
gugibi, 'birlikleri' gösterirken, hemen ondan bir önceki hane 'on-

luklar' yerine 'ikilikler'i gõsterir. Bundan önceki hane yüzlükler
degil, dörtlükler, daha önceki hane 'binlikler' degil 'sekizlikler',

vs. gösterir ve sola dogru hareket ederken birbirini izleyen her
hanenin degeri, birbirini izleyecek gekilde ikinin katlaredtr:
1,2,4(=2x2),8(=2x2x2),16(=2x2x2x2),32(=2x2x2x2
x 2), vs. (Îlerideaçiklayacagmuz nedenlerle, dogal sayllari temsil
etmek amaciyla ikilik veya ondahk sistemlerden bagka bir basa-
mak sistemi kullanmayi bazen daha uygun bulacag1z: Örnegin,
üçlük sistemde, 64 ondahk sayisi her hanesi üçün katlari dege-
rinde olmak üzere 64= (2 x 33) + 3° + 1 olarak yazilacaktir. Bkz.
IV. Bölüm, s. 126, dipnot)

1çseldurumlari belirlemek için bu ikilik sistemi kullamrsak,
Turing makinesinin komutlari agagidaki gekilde olacaktir:

00 -> OOR
01 -> 11011L
10 -> 10000011R
11 -> 10R

100 --> olsTOP
101 --> 10000101L
110 -> 1001010R

11010010Ò-> 111L

1000000101 -> 00sTOP
1000000110 -> 11000011R
1000000111 -> 00STOP

Yukarida R.STOP sembo1ünü STOP olarak kisalttim çünkü
L. STOP komutu hiçbir zaman gözükmez ve iglemin son agama-
simn sonucunun, yamtm bir parçasi olarak, daima cihazm sol
tarafinda gösterilmesi gerekir.
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Diyelim ki cihazimiz 11010010 ikilik dizi ile temsil edilen
özel bir içsel durumda bulunsun, bant ise bir iglemin tam orta-
sinda sayfa 43'te detaylanan biçimde bulunson, ve biz
110100100->111L komutunu uygulayahm. Bant üzerinde oku-
nan hane ('0') daha iri bir rakamla, içsel durumu belirleyen
simgeler dizisinin sagmda gästerilir.

000111101001110010010110100

Turing makinesi örneginde (kendimcerasgele bazi degigiklikler
yaptigun ärnekte), okunmakta olan 'O' ile '1'

yer degigtirirse ve
içsel durum '11'e degigtirilirse cihaz sola dogru bir adim kaydi-
rilmig olur.

|

000111101001110110010110100

11 0

Cihaz gimdi sonraki haneyi (yine bir 'O') okumaya hazirdir.
Tabloya göre 'O'i degigtirmeksizin oldugu gibi birakir fakat iç-
sel durumu '100101' ile degigtirir ve bant boyunca saga bir
adim geri gider. Bu konumda 'l'i okur ve tablonun agagilarm-
da bir yerde içsel durumu degigtirmek için ne gibi bir yer de-
gigtirme uygulanacagma dair komutu bulur: Okumakta oldu-
gu haneyi degigtirmesinin gerekli olup olmadigi ve bant bo-
yunca hangi yönde ilerlemesi gerektigine dair komut ahr.
STOP'a ulagmcaya kadar bu gekilde devara eder; STOP aga-
masmda (saga dogru bir adim daha ilerledikten sonra) iglemin
tamamlandig1 konusunda cihaz operatörünü uyarmak için bir
zilin çaldigim varsayar1z.

Cihazm daima 0 içsel durumunda uygulamaya baglatilmasi-
m ve okuma cihazimn sol yamnda yer alan bantm baglang1çta
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bog olmasmi äneriyoruz. Komutlar ve veriler sag taraftan yük-
lenecektir. Daha önce degindigimiz gibi, yüklenen bilgi daima
sonlu say1da O'lar ve l'ler dizisi geklinde ahnmah, bu diziyi bog
bant (yani O'lar) izlemelidir. Makine STOP agarnasma ulagti-

gmdaiglemin sonucu, okuma cihazmm solundaki bant üzerinde

görünür.
Sayisal verileri girdimizin bir parçasi olarak igleme dahil et-

meyi arzu ettigimiz için, girdinin bir parçasi olarak basit sayi-
lan (yani 0, 1, 2, 3, 4, ... gibi dogal sayilan) tammlamanm bir
yolunu bulmak durumundaytz. Bunu gerçeklegtirmenin bir yo-
lu, n sayisim temsil etmek için n adet 1 kullanmaktadir (gerçi
bu, dogal say1 0 konusunda bize biraz zorluk çikaracaktir):

1->1, 2->l l, 3-->111, 4->1111, 5->11111, vs.

Bu basit numaralama sistemi (oldukçamantiksiz bir yakla-
gimla) birlik sistem olarak adlandmhr. Bu sistemde 'O' simgesi
yerine farkh sayilan birbirinden ay1rmaya yarayan bogluk kul-
lamlabilir. Algoritmalann çogu sayilardan olugan dizileri esas
alarak iglem yaptiklan için sayilan birbirinden ay1rmanm yo-
lunu bulmak önemlidir. Örnegin, Eukleides'in algoritmasma

göre cihazumz A ve B sayilanndan olugan bir say1 çiftini esas
alarak iglem yapacaktir. Turing makineleri, faz1a zorlanmadan,

bu algoritmamn yamhmim gerçekleytirebilir. Konuya ilgi du-
yan bazi okuyucular yöntemin 'O' ile birbirinden aynlan bir bir-
lik say1 çiftine uygulanmas1yla Turing makinesinin (kisaca
EUC olarak adlandmyorum) Eukleides'in algoritmasim uygu-
layigmi, deneme niteliginde, kamtlamak isteyebilirler.

00->00R, ol->11L, 10->101R, 11->11L,
100->10100R, 101->110R, 110 -> 1000R, 111

->111R, 1000 ->1000R, 100 I->1010R, 1010 ->1110L,
1011->1101L, 1100->1100L, 1101->11L, 1110

->1110L, 1111->10001L, 10000 ->100iOL,
10001 ->10001L

->10010,

100R
->10011

->11L,
10100 ->00STOP, 10101->10101R.

Bu örnege girigmeden önce okurumun, TJN + 1 Turing makinesi
gibi daha basit ve bir birlik saylya sadece tek birim ekleyen sis-
temi denemesi daha akilh bir davrame olacaktir:
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00-> OOR, 01-> 11R, 10-> ol STOP, 11-> 11R,
UN + 1'in bunu gerçekleytirebildigini kontrol için, 4 sayisim
temsil eden

...00000111100000...,

bantma uygulandigim varsayahm. Yine varsayahm ki cihaz
baglangiçta l'lerin solunda bir yerdedir. Içsel durumu '0' olup,
'O' okumaktadir. Ilk komuta uyarak bunu 'O' olarak birakir ve
saga bir adim kayarken içsel durum 'O'da kahr. Îlk 1'e ulagmca-
ya kadar; saga dogru birer adim atarak bu iglemi sürdürür.
Sonra ikinci komut devreye girer: l'i 1 olarak birak1r ve bu kez
içsel durum l'de olmak üzere tekrar saga hareket eder. Dör-
düncü komuta göre, l'lere dokunmadan içsel darum 1'de kahr,
l'leri izleyen ilk O'a varmeaya kadar saga dogru ilerler. Bu
agamada üçüncü komut cihaza, O'i l'e degigtirmesini, saga bir
adim daha atamasim söyler. Bäylece, 1 ler dizisine bir 1 daha
eklenmig olur, ve örnegimizin 4'ü, öngörüldügü gibi, 5'e gerçek-
ten cevrilmig olur.

Denememizde biraz daha ileri giderek,
00->00R, 01->10R, 10->101L, 11->11R,
100->110R, 10 1-> 1000R, 110 -> 018TOP,

111-> 111R, 1000 ->1011L, 1001->1001R,
1010 ->101L, 1011 ->1011L,

ile tammlanan UN x 2 makinesinin bir birlik say1yi amaçlandi-
gigibi iki katma çikardigra kontrol edebiliriz.

EUC örneginde, daha iyi bir fikir edinmek için daha açiklayi-
ci bir say1 çifti, örnegin 6 ve 8 denenebilir. Okuma cihazmm yi-
ne 0 baglangtç durumunda oldugunu varsayahm. Bant baglan-
gicmda apagidaki gekilde igaretlenecektir:

...0000000000011111101111111100000.

Turing makinesi, birçok agamadan sonra durdugu zaman, oku-
ma cihazi, sifir olamayan hanelerin sagmda kalmak üzere aga-
gidakigekilde bir aç1hm elde ederiz:

...000011000000000000...

EUC (veyaUN x 2) cihazmm igleyigi ile ilgili bazi incelikleri
aç1klamak, bilgisayar programlarmm pek de yabancisi olmad1-
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gimizözelligi gibi, makinenin karmagik yapisim anlatmaktan
çok daha karmagik! (Algoritmik bir yöntemin kendisinden
beklenen fonksiyonu neden yapt1g1m tam anlam1yla anlamak
sezgi gerektirir. Sezgilerin kendileri algoritmik midir? Bizim
için daha sonra önemli olacak bir soru bu!) EUC veya UN x 2
örnekleri için gimdi bu konuyu tartigmayacagim. Dikkatli bir
okur, bu kitabm amaçlanan kapsami içerisinde kavramlan da-
ha kisa ve öz

.aç1klayabilmek

için Eukleides'in algoritmasmda
ufak bazi degigiklikler yaptigimi fark etmig olmah. Buna rag-
men, 11 farkh içsel durum için 22 basit komutu içeren EUC
tammi yine de karmagiktir. Karmagikhk büyük ölçüde siste-
min düzeninden kaynaklanmaktadir. Örnegin,22 komuttan
yalmz 3'ü bant üzerindeki igaretlerin degistirilmesi ile ilgili-
dir! (UN x 2 için dahi, yansi igaret degigtirmekle ilgili 12 ko-
mut kullandim.)

Sayisal Verilerin Íkilik Gösterimi

Birlik sayi sistemi, büyük sayilann kodlanmasi için son dere-
ce yetersizdir. Bunun yerine, daha önce açikladigimiz gibi ço-
gunlukla ikilik say1 sistemini kullanacag1z. Ancak, bunu dogru-
dan, banti iki basamakh sayl gibi okumaya kalkigarak yapama-
ytz. Sayimn iki basamakh kodunun ne zaman sona erdigini ve
sag tarafta bog banti temsil eden sonsuz O'lar serisinin ne za-
man bagladigim bildirmenin bu durumda hiçbir yolu yoktur.
Üstelik,Eukleides'in algoritmasmda öngörülen sayi çiftlerinde*
oldugu gibi çegitli sayilan yüklemek zorunda kalacagiz. Bir ba-
samakh sayilarin ikilik gösterim sistemine dahil O'lardan veya
O'lar dizisinden, say11ar-aras1 arahklan ay1rt edemeyiz. Aynca,
say11ann yam sira, her çegit karmagik komutlan da veri banti-
na dahil etmek isteyebiliriz. Bu zorluklann üstesinden gelmek
için, büzülüm olarak adlandirdigim bir yöntem uygulayahm.

Bu yöntemde, O'lar ve l'lerden olugan (l'lerin sonlu toplam
adediyle birlikte) herhangi bir dizi, sadece iki basamakh say1
gibi okunmaz; bu dizinin yerine, ikinci siradaki her bir hane-
nin, ilk siramn birbirini izleyen O'lan, l'ler, 2'ler, S'ler, vs'den
olugan yeni bir dizi geçer. Örnegin
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Simdi2, 3, 4,... sayilarim igaretler veya herhangi bir türden
komutlar olarak okuyabiliriz. ß sayisi sadece 'virgül' görevini

01000101101010110100011101010111100110

dizisi yerine

olo o 010110101011010 o 01110101011110 olio||||| lil lill ill Il I1001 2 11 2 100 3 11 4 0 2
üstlenirken, 3, 4, 6,... sayilarrn, istegimize göre, 'eksi igareti',
'artl igareti', 'çarp1 igareti', 'iglemi tekrarla' vs. gibi komutlar için
kullanabiliriz. Artik, daha büyük rakamlarla birbirinden aynl-
mig O ve l'lerden olugan dizilere sahibiz. Bu dizilerin her biri
ikilik sistemde yazilnug basit sayllan gösterir. Buna göre yuka-
ridaki tam dizi ('2' yerine 'virgül' okunarak) göyle okunur:

(1001 ikilik sayisi) virgül (11 ikilik sayis1) virgËl...
1001, 11, 100, O sayilariiçin standart '9', '3', '4', 'O' rakamla-
nm kullanarak dizinin tümü için [9,3, 4 (komut3) 3 (komut4) 0,]
sonucuna ulagiriz.

Bu süreç bize özel olarak dizinin sonunda sadece virgül kul-
lanmak suretiyle bir sayima tammun sona erdirmek (ve bunu
yapmakla saylyi, sag tarafta bog bantm sonsuz uzantismdan
ay1rmak) olanag1m verir. Aynca, sayilari ayirmak için virgüller
kullanabilecegimiz tek bir O'lar ve l'ler dizisi almasi nedeniyle,
ikilik sistemde yazilmig herhangi bir sonlu dogal sayilar dizisi-
ni kodlamamizi saglar. Simdibunu örnekliyelim:

5,13,0,1,1,4,

dizisini alahm. Ikilik sistemde bu göyle ifade edilir:

101, l101, 0, 1, 1, 100,
Bu dizi bant üzerinde açaltm (yani büzülüm yönteminin tersi)
yöntemiyle kaydedilir.
Bu gösterimi basit gekilde gerçeklegtirmek için, iki haneli sayl-
larm özgün strasun degigtiririz;

. . . 000010010110101001011001101011010110100011000 . . .
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O -> 0
1 -> 10
,

-> 1 10

ve sonra her iki yöne s1mrsiz O'lar ekleriz. Daha açik yazarsak,
yukardaki dizinin banta nasil uygulandigim açikça görürüz:
Say1 kümelerini göstermek için olugturulan bu sisteme açúmt;

ikilik says sistemi diyorum. (Örnegin13'ün açilmig ikilik say1
sisteminde gästerimi 101001O'dur.)

Söz konusu sayi sistemi ile ilgili son bir noktaya daha degin-
meliyim. Bu bir teknik ayrmti olabilir ama konunun eksiksiz
aç1klanmig olmas1 için gereklidir.3 Dogal saydarm ikilik (veya
ondahk) gösteriminde bir noktada hafif bir fazlahk vardir. öy-
le ki: Bir kodùn sol tarafdaki uç noktasma yerlegtirilen O'lar
'saydmaz'

ve normal olarak çikardir. Örnegin,OO110010 ile
110010 ikilik saydan aymdir (0050ile 50'in aym ondahk sa-
ynnn göstermesi gibi). Bu fazlahk 000 veya 00 veya O olarak
yazilabilir. aslmda, mantiksal açidan, bog bir arahk da sifm
gösterebilir! Basit bir sistemde bu durum büyük karigikhga se-
bep olabilirse de, yukanda tammlanan sistem için uygandur.
Bu nedenle, iki virgül arasmda kalan sifir, yan yana iki virgül

(,,) olarak da yazdabilir ve bant üzerinde bir O ile ayrdm1g iki
11 çiftiyle kodlanabilir:

...001101100...

Dolayis1yla yukaridaki alti saymm ikilik sistemde kodlanmasi
göyledir:

10 1, l 101,, 1, 1, 100,
ve bant üzerinde açilung ikilik say1 sistemine uygan olarak
geklinde gösterilir (Açilmig sistemle daha önce yazdigmuz koda
göre bir sifir eksik...).

Artik örnegin Eukleides algoritmasim, aç11mig ikilik sistemle

...00001001011010100101101101011010110100011000...
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yazilmig 6 ve 8 sayllarma uygulayacak bir Turing cihazi tasar-
layabiliriz. 6 ve 8 say1 çifti için daha önce kullandignmz,

...000000000001111110

1111111100000...,
yerine ikilik sayi sistemindeki sirasiyla, l 10 ve 1000 göste-
rimini kullamrsak; 6, 8 sayt çifti aç11m14 ikilik sistemde bant
üzerine

...00000101001101000011000000...

geklinde kaydedilir. Kisahk bakumndan, bu gösterimin birlik
sisteme göre fazla bir yarar saglamadig1 görülüyor. Ancak,
1583169 ve 8610 gibi (ondahk)bir say1 çiftini ele aldignmzi dü-
günelim. Bu say1 çiftinin ikilik sistemdeki gösterimi

110000010100001000001,
10000 110 100010,
olacaktir. Buna göre bant üzerinde

001010000001001ÓOOOOl000000101101000001010010000100110

geklinde kaydedilecektir. Bu gösterim yalmz bir satira sigarken,
teklik sistem söz konusu olsaydi bantm '1583169, 8610' say1 çif-
tini kodlamasi bu kitabm sayfalarmdan fazlasim kaplard1!

Sayilar açilmig ikilik sistemde ifade edildigi zaman
Eukleides'in algoritmasmi uygulayan bir Turing makinesi, is-
tenirse, teklik sistem ile aç11mig ikilik sistem arasmda çeviri
yapan uygun bir çift yardimci algoritmamn EUC'a eklenme-
siyle basit bir gekilde elde edilebilir. Ancak bu süreç, teklik sa-
yi sistemi hâlâ 'içsel' olarak var olacagi, bu nedenle makinenin
yavaglamasma ve bu durumda (bantm sol tarafinda) gereke-
cek 'müsvedde kagit' miktarmm artmasma yol açacag1 için son
derece elverigsiz olacaktir.

Bunun yerine, bir Turing makinesinin açilmig ikilik sistemde
nasil iglem yapacag1m göstermek amactyla Eukleides'in algorit-
masmdan çok daha basit bir iglemi, bir dogal say1ya bir ekleme
sürecini deneyelim. Bu iglem (XN + 1 admi verdigim) Turing
makinesi tarafmdan yapilabilir:
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00->00R, 01411R, 10->00R, 11->101R,
100->110L, 101-+101R, 110->018TOP, 111->1000L

1000->1011L, 1001->l001L, 1010->1100R,
1011->101R, 1101->1111R, 1110->111R,

1111->1110R.

Yine merakh bir okurum, Turing makinesinin iglemi gerçekten
yapip yapamayacagim, diyelim, ikilik bir sistemde yazimi
10100111 olan 167 sayisma uygulayarak denemek isteyebilir.
Buna göre bant üzerinde okunacak kod:

...0000100100010101011000...

olacaktir. Îkilik sistemde bir saylya 1 eklemek için, son O'u l'e
çevirmemiz ve sonra bunu izleyen bütün l'leri 0'larla degigtir-
memiz yeterlidir. Buna göre, 167 + 1 = 168 bant üzerinde

10100111+ 1= 10101000.
I
' olarak yazihr. 'Bir-ekleyen' Turing makinemiz, yukarida veri-

len kodu,
...0000100

100 100001100000...

koduna çevirecektir ve gerçekten de böyle yapar.
Yalmzca bir eklemek gibi basit bir iglemin bile, onbeg ko-

mut ve sekiz farkli içsel durum kullanan bu süreç kapsamm-
da ne kadar karmagik olduguna dikkatinizi çekerim! Birlik
sistemle iglem yapmak elbette daha basittir, çünkü 'bir ekle-
me' iglemi için sadece l'ler dizisini bir 1 daha ekleyerek
usatmak yeterlidir. Bu nedenle, UN + 1 makinemizin daha
temel düzeyde iglem gerçeklegtirmesine gagmamak gerekir.
Ancak çok büyük sayilarla UN + 1, agm uzunlukta bant ge-
rektirecegi için son derece yavag çahgabilir. Bu nedenle kap-
samh bir aç11mig ikilik say1 sistemini kullanmasi nedeniyle
daha karmagik bir makine olan XN + l'i kullanmak daha ya-
rarh olacaktir.

Bu arada 'ikiyle çarpim' adt verilen ve Turing makinesinin
birlik sistemden çok açilmig ikilik sistemle daha kolay uygula-



nabilecegi bir igleme de deginmek istiyorum. Agagidaki iglem-
lerle tammlanan XN x 2 Turing makinesi;

00->00R, 01->11R, 10-->00R,11->100R,
100anlR, HO->00STOP

ikiyle çarpim iglemini kolayhkla gerçeklegtirirken, teklik sis-

temde daha önce tammladigimiz UN x 2 iglemi aym iglemi çok
daha karmagik biçimde gerçeklegtirir.

Bu örnekler bize Turing makinelerinin çok temel düzeyde ne-
ler yapabilecekleri hakkmda fikir vermektedir. Tahmin edilebi-

lecegi gibi, karmagik iglemlerin yapilmasi gerektiginde bu ci-

hazlar son derece karmagik olabilirler ve olmaktadirlar. Bu ci-

hazlarm en üst kapsami nedir? Simdibunu ele alahm.

Church-Turing Tezi

Însan, bir kez basit Turing makineleri inga etmeye ahsti mi,
toplama, ç1karma, çarpma vb. çegitli aritmetik iglemlerinin
hepsinin özel Turing makineleriyle gerçekten yapilabildigini

görerek ikna olacaktir. Kalanh bölme igleminde oldugu gibi so-
nuçta bir dogal sayi çiftinin ç1ktigt veya sonucu, zorunlu olarak

sonlu fakat büyük miktarda sayilar kümeleri halinde ahndigi
iglemler de Turing makinelerince gerçeklegtirilebilir. Ayrica,
hangi aritmetik iglemini yapmasi gerektiginin öneeden belir-
lenmedigi fakat iglemle ilgili komutlarm banta yüklenmig oldu-

gu durumlar için de Turing makineleri inga edilebilir.

Bu gibi durumlarda, herhangi bir agamada yapilmasi gerekli
iglem, makinenin daha önceki bir asamada yapmak zorunda ol-

dugu islemin sonucuna bagh olabilir ('Bu iglemin sonueu gun-
dan-qundan daha yüksekse bunu yap; degilse onu yap'). Arit-
metik veya basit mantiksal iglemleri uygulayabilen Turing ma-
kineleri yapilabilecegine inandiktan sonra, bunlarm daha kar-
magik algoritmik nitelikte iglemleri de nasil yapabileceklerini
dügünmek zor olmayacakt1r. Bu fikre ahytiktan bir süre sonra
herhangi bir mekanik iglemi gerçeklegtiren makineler üretebi-

leceginize kendinizi inandirabilirsiniz! Matematiksel olarak bir
mekanik iglem, böyle bir cihazla yapilabilecek iglem olarak ta-

I
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mmlanabilir. 'Algoritma' ismi ve
'hesaplanabilir"yinelenebilir'

ve
'etkin' gibi sifatlarin hepsi, Turing makineleri gibi teorik

makineler tarafmdan gerçeklegtirilebilen mekanik iglemleri ta-
muilamak için matematikçiler tarafindan kullamhr. Bir yön-
tem yeterince kesin ve mekanik ise, bu yöntemi uygulayacak
bir Turing makinesinin gerçekten bulunabilecegine inanmak
zor degildir. Bu inanç, (yani Turing'in inanci) ne de olsa, Turing
makinesi kavrammi, girig bölümümüzde savanan görügümü-
zün temelinde yatmaktadir.

Diger taraftan, söz konusu makinelerin tasarimmin belki
gereginden fazla simrlay1c1 olduga dügünülebilir. Bir seferinde
yalmz bir ikilik hane (0 ve 1) okumasi ve tek bir-boyatlu bant
boyunca yalmz bir arahk hareket etmesi ilk bakigta suurlayici
görülebilir. Aym anda çahgan ve birbiriyle baglantih çok sayi-
da okuma cihazlarlyla donammh dört veya beg, veya belki bin
bagimsiz bant neden olmasm? Yalmz bir-boyutluda israrh ol-
mak yerine O'lar ve l'lerin olugturdugu düzlemsel bir sisteme
ve (belki üç-boyutlu bir sisteme) neden izin verilmesin? Daha
karmagik sistemlerinin veya alfabelerin kullammina neden
olanak saglanmasm? Gerçekte, bunlardan bazilari iglemlerin
ekonomik olmasi aç1smdan (birden fazla bant kullanabilseydik
elbette daha ekonomik olurduk) fark yaratabilirse de hiçbirisi,
ilke olarak gu anda gerçeklegtirilenler açismdan en ufak bir
fark yaratmazdt. Yap11an iglemlerin snufi yani 'algoritmalar'

baghgi altmda toplanan iglemler, (veya 'hesaplamalar'

veya
'et-

kin yöntemler' veya
'tekrarh iglemler'), makinelerimizin tam-

mim bütün bu yönlerden aym anda genigletmig olsak dahi, ke-
sinlikle degigmezdi!

Makine, bant üzerinde ihtiyact olan bog alam bulabildigi sü-
rece, tek banttan fazlasma gerek yoktur. Bog alan araylg1 içeri-
sinde, veriler, bant üzerinde bir yerden digerine tagmabilir. Bu
'elveriçaiz' bir durum yaratsa da, ilke olarak gerçeklegtirilmesi
beklenen sonucu smirlamaz.* Aym gekilde son zamanlarda in-
san beyni ile daha yakm benzerlik saglamak çabas1yla sik sik
yapildigt gibi, birden fazla Turing makinesinin paralel çalyma-
se ilke olarak hiçbir gey kazandirmaz (Ancak bazi kogullarda
çahema luzi artirilabilir). Birbiriyle dogradan iletigimli iki ma-
kine, birbiriyle iletigimli olmayan iki ayri makineden daha faz-
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lasim gerçeklegtiremez; zaten iletigimli olsalardi sonuçta bir
makine olurlard11

Turing'in tek boyutlu banta getirdigi suurlama nedir? Ban-
tm, ortann temsil ettigini dügünürsek, bir-boyutlu bant veya
üç-boyutlu uzaydan daha çok bir düzlem varsaymayi tercih
edebiliriz. Düzlem, bir-boyutlu bantla kiyaslandigmda 'akig

ge-
masf bakmundan gerek daydugumuz süreç için Eukleides algo-
ritmasmdan daha uygan olacaktir. Ancak, bir akig gemasmm
'bir-boyutlu' formda yazilmasunn ilkesel hiçbir zorlugu yoktur.*

(Örnegin,gemamn sözlü tammmm kullamlmasi suretiyle). iki-
boyutlu düzlemde tammlama yalmz bizim anlatmunuz ve anla-
mamiz açismdan kolayhk saglar; ilke olarak gerçeklegtirilen so-
nuç üzerinde etkisi yoktur. Bir nesnenin yerini, iki-boyutlu
usayda igaretleyebilecegimiz gibi bir-boyutlu bant üzerinde de
aym gekilde igaretleyebiliriz (Gerçekte, iki-boyutlu düzlemin
kullammt iki bant kullammiyla tamamen özdegtir. Îki bant,
iki-boyutla bir düzlemde yer alan bir noktamn tammlanmasi
için gerekli iki 'koordinati' verebilir. Aym gekilde, üç bant, üç-
boyutlu uzay görevi yapabilir). Tekrar ediyorum, söz konusu
bir-boyutlu kodlama 'elverigsiz' olabilir fakat ilke olarak ger-
çeklegtirilmesi gerekeni suurlamaz.

Bütün bunlara karym, bir Turing makinesi kavranumn, 'me-

kanik' olarak adlandirabilecegimiz her mantiksal veya matema-
tiksel iglemi kapsaylp kapsamadigim kendimize sorabiliriz. Tu-
ring, teorisinin ilk makalesini yazarken bu konuyu, o sirada ko-
nu bugün oldugundan çok daha az açik tammlanabildigi için,
fazlaca ayrmt11amak geregini duymugtur. Turing'in tezi, bu tez-
den bagimsiz olarak (ve ashada ondan biraz daha önce), Ameri-
kah mantik bilimcisi Alonzo Church tarafmdan (S.C. Kleene'nin
yardumyla) öne sürülen ve Hilbert'in Entscheidwigsproblem'i
çözmeye yönelik lambda hesabiyla ek destek bulmugtur. Tu-

* Bu bölümde yap11an tammlamalar çerçevesinde 'akig gemasi, makineden çok
digsal çevrenin yani 'bantm' bir parçasi kabul edilir. Bant üzerinde temsil
edilen A, B, A--B, vs. gerçek sayilardar. Ancak, makinenin dogrusal bir-boyutlu
formunu da, gelecek bölümlerde tanimlamak isteyecegiz. Daha sonra
görecegimiz gibi, evrensel Turing makinesi ile ilgili olarak, äzel bir 'eihazm'

ayrmtih tamnu ile belirli bir cihazm olasi 'verileri'nin (veya 'programf) tanum
arasmda çok yakm bir iligki vardir. Bu nedenle, bunlarm her ikisini bir-boyutlu
formda ele almak, kolay tammlanmalarmt saglayacaktir.
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ring'inkiriden çok daha dar kapsamh mekanik bir hesap olmasma
kargm, matematiksel yapisimn çok daha az karmagik olmasiyla
dikkat çeken Church'ün hesap yöntemini bu bölümün sonunda an-latacagnn. Hilbert'in problemine çözüm önerileri getiren bagka bi-
lim adamlari da vardir (bkz. Gandy 1988). Özellikle,Polonyah-
Amerikan mantik bilimeisi Emil Post'un önerisi dikkate degerdir
(Turing'den biraz sonra öne sürdügü görügleri Church'ünkinden
çok Turing'in görüglerine yakmdir). Çokgeçmeden bu fikirlerin
hepsinin tamamen birbirlerine özdeg oldugu anlagilmigtir.
Church-Turing Tezi adi verilen ortak görügte, Turing makinesi
kavrannmn, matematik aç1smdan, algoritmik bir yöntemle (veya
etkin veya tekrarh veya mekanik yäntemlerle) anlatmak istedigi-
miz kavram oldugu vurgulannngtir. Elektronik bilgisayarlarm,
günlük yagantmuzm ahgkanhgi haline geldigi çagmuzda pek az
kigi fikrin özgün halini sorgulamak geregini duyabilir. Bunun ye-
rine, kesin fizikyasalarma bagh olmalari nedeniyle fiziksistemle-
rinin (belkide insan beyni dahil) Turing makinelerinin gerçekleg-
tirdigi mantiksal ve matematiksel iglemlerden daha fazlasmi nu,
daha azim mi, yoksa aymsun nu gerçeklegtirdiklerini merak ede-
bilirler. Bana kahrsa, Church-Turing Tezini, matematik açism-
dan, ilk haliyle kabul etmekten çok mutluyum. Öteyandan, söz
konusu tezin fizik sistemlerinin davramgi ile ilgisi ayri bir konu
olup, bu kitabm daha sonraki bölümlerinde ilgimizin odagim olug-
turacaktir.

Dogal Sayilardan Bagka Sayllar

Yukarida, dogal sayilara dayah islemleri ele alung ve her Tu-
ring makinesinin degigmez sonlu sayida farkh içsel durumlara
sahip olmasma kargin, zorunlu olarak büyük boyutta dogal sa-
ydarin iglemlerini yapabilecegine deginmigtik. Ancak dogada
eksi say11ar, kesirler veya sürekli kesirler gibi daha karmagik
sayilar vardir. Eksi say11ar ve kesirler (örnegin,

-597/26),

pay ve
paydalar Turing makinelerince, ne boyutta olursa olsunlar, he-
saplanabilirler. Sadece '-'

ve
'/' igaretleri için uygun koda ihtiya-

cimiz vardir ve bu amaçla, daha önee tammladigimiz aç1hmq iki-
lik sayi sistemi kullamlabilir (örnegin, '-' için 'B' ve

'/' için '4'
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kullanarak siras1yla 1110 ve 11110 kodlarnu elde edebili-
riz). Eksi sayilar ve kesirler böylece, dogal sayilardan olugan
sonlu kümeler halinde igleme dahil edilecekleri için genel hesap-
lanabilirlik bakmundan bize yeni bir sey vermezler.

Aym gekilde, uzun fakat sonlu ondahk ifadeler de bizim için
yeni degildir. Çünkübunlar yalmzca bazi kesirlerden ibarettir.
Örnegin, 3,14159265 sayismm sonlu ondahk ifadesi yalmzca
314159265/100000000 kesirsel sayisidir. Bu ifade irrasyonel x
sayisma bir ondahk yaklagikhk gösterir. Ancak

X = 3,14159265358979...

gibi sonsuz ondahk ifadeler güçlüklere neden olurlar. Bir Turing
makinesinin ne girdisi, ne de çiktisi sonsuz ondahk olamaz. Yu-
karidaki x ifadesinin birbirini izleyen 3,1,4,1,5,9,.... hanelerinin
hepsini kesintisiz çahytiracagimiz çikti banti üzerinde sürekli
igleyebilecek bir Turing makinesinde buna izin verilmez. Çün-
kü çiktiy1incelemeden önce makinenin durmasuu beklemek zo-
runday1z (zilin çalmas1yla uyarilmahy1z!). Makine STOP pozis-
yonuna ulagmadigi sürece çikti her an degigebilir ve bu nedenle
sonuca güvenilmez. Diger taraftan, STOP pozisyonuna ulagir-
sa, çikti zorunlu olarak sonludur.

Ancak, bir Turing makinesinin, buna çok benzer gekilde, on-
dahk haneleri kuralma uygun olarak pegpege üretmesini sagla-
yacak bir yöntem vardir. Diyelim x sayisimn sonsuz ondahk aç1-
hmuu bulmak istiyorsak, makinenin O'a uygulayarak 3 tam sa-
y1sru, sonra l'e uygulayarak birinci ondahk hane l'i, 2'ye uygu-
layarak ikinci ondahk hane 4'ü, 3'e uygulayarak üçüncü ondahk
haue l'i, vs. üretmesini saglayabiliriz. Gerçekte, iglemlerini
açikça tammlamak biraz karmagik olsa da, x say1smm tüm on-
dahk aç1hmun bu anlamda gerçeklegtiren bir Turing makinesi
vardir. 42=1,414213562...gibi diger pek çok irrasyonel say1 bu
Turing makinesince üretilebilir. Bir sonraki bölümde ele alaca-
gmuzgibi, hiçbir Turing makinesinin üretemeyecegi bazi irras-
yonel sayilar da vardir. Turing makinesince üretilebilen say11a-
ra hesaplanabilir say11ar (Turing 1937) adi verilirken, üretile-
meyen sayilar (büyük çogunlugu olugturan say11ar!) hesaplana-
maz sayilar olarak adlandirihrlar. Bu ve bununla ilgili konulara
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daha sonraki bölümlerde tekrar deginecegim. Çünkübu konu,
gerçek fizikselnesnenin (örnegin insan beyni), fizik teorilerimi-
ze göre, hesaplanabilir matematik yap11ari aç1smdan yeterince
tammlamp tammlanamayacag1konusuyla bir ölçüde baglantih-
dir. Hesaplanabilirlik, genellikle matematikte, önemli bir konu-
dur. Bu baglamda, yalmz sayllara uygulanabilir bir konu ola-
rak degerlendirilmemelidir. Cebir ve trigonometri denklemleri
gibi raatematik formüllerinidogrudan uygulayabilen Turing
makinelerine sahip olabiliriz. Yapmamiz gereken tüm iglem, il-
gili matematik simgelerinin hepsini O'lar ve l'lerden olugan
kodlama sistemine yerlegtirmek ve sonra Turing makinesi kav-
ramim uygulamaktir. Genel nitelikte matematik sorularmm
yamtlanmasi için bir algoritma yöntemine gereksinimi bulunan
Entscheidungsproblem'e kargi saldirismda Turing'in akhndan

geçen bu yõntemdi. Az sonra bu konuya dänecegiz.

Evrensel Turing Makinesi

Evrensel Turing makinesi kavram1m henüz tammlamadim.
Ayrmtilari biraz karmagik olsa da, temel ilkesini açiklamak çok
zor degil: Turing makinesi T ile ilgili komutlar listesini, bant
üzerinde kaydedilecek gekilde bir dizi O'larve l'ler halinde kod-
lamak yeterli. Bu bant daha sonra, evrensel Turing makinesi U
ile ilgili girdinin ilk kismim olugturmakta, evrensel makine aym
Turing T'de oldugu gibi, girdinin geri kalan kismim uygulamak-

tadir, Evrensel Turing makinesi evrensel bir taklitçidir. Bantm
baglangiç kismi, T'yi tipatip taklit etmesi için gerekli bütün ve-
rileri U'ya verir. Sistemi daha iyi anlamak için önce numarala-

ma ile ilgili sistematik yöntemi inceleyelim: Komutlar listesini
O'lar ve l'ler kullanarak 'büzülüm' yöntemiyle kodlamamiz ge-
rekmektedir. Örnegin,R, L, STOP, (-+)ve virgül simgelerini, s1-
ras1yla 2, 3, 4, 5, ve 6 say11ar1yla temsil ederek, büzülüm yönte-
miyle bunlari 110, 1110, 11110, 111110 ve
1 1 1 1 1 10 olarak kodlayabiliriz. Bu durumda, sirasiyla, O ve
10 olarak kodlanan 0 ve 1 haneleri tabloda ortaya çikan bu
simgelerin gerçek dizileri yerine kullarnlabilir. Turing makinesi
tablosunda O ve 1 ile gösterilen büyük haneleri küçük haneler-
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den ayirt etmek için farkh bir kodlama sistemi kullanmamiz ge-
rekmez. Çünküikilik say1 sisteminin sonunda yer alan büynk
hanelerin konumu, bunlan digerlerinden ayirt etmek için yeter-
lidir. Buna göre, örnegin, 110 1, 1101 ikilik sayisi gibi okunacak
ve bant üzerinden 1010010 olarak kodlanacaktir. Özellikle
00, 00 olarak okunacak, O olarak veya tablodan tamamen çika-
nlan bir simge olarak kodlanacaktir. Bir ok igaretini ve bu iga-
retten hemen önce yer alan simgeleri kodlama zahmetine girme-
yerek, komutlarm sayisal sirasma gõre degerlendirmek yoluyla
büyük ölçekte ekonomi yapabiliriz. Ancak, bu yöntemi uygular-

ken, gerektigi zaman bir kaç 'sahte' komut vererek, komut liste-
sinde bogluk kalmamasma özen göstermeliyiz (ÖrneginXN + 1
Turing makinesi uygulamasmda 1100 kombinasyonu hiç bir za-
man meydana gelmedigi için komut listesinde böyle bir kombi-
nasyon yoktur. Bu nedenle 1100-> OOR sahte komutunu kulla-
narak, hiçbir geyi degigtirmeksizin, listedeki boglugu doldurabi-
liriz. Aym gekilde, 101-> OOR sahte komutunu XN x 2 maki-
nesine dahil edebiliriz.) Bo çegit 'sahte' komutlar olmaksizm, lis-
tede yer alan bir sonraki komut sirasi bozulabilir. L ve R sem-
bolleri, komutlan birbirinden ayumaya yeterli olacag1 için her
komutun sonuna virgül koymak gerekmez. Buna göre sadece
agagidaki kodlamay1 kullamnz:

0 veya 0 için 0, 1 veya 1 için 10, R için 110, L için
1110, sToPiçin 11110.

Örnekolarak, XN + 1 Turing makinesini kodlayahm (1100->
OORkomutuna içerecek gekilde). Oklan ve onlardan hemen ön-
ce gelen haneleri ve aynca virgülleri atarak agagidaki kodu el-
de ederiz:

00R 11R 00R 101R 110L 101R olsTOP 1000L
1011L 1001L 1100R 101R 00R 1111R 111R .1110R.

Bu kodu, her 00'1 atarak ve her 0 l'in yerine sadece 1 koyarak
geligtirebiliriz:

R11 RR10 1R110L10 1R 1STOP1000L10 11 L100 1L1100R
101RR1111R111R1110R.
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Bant üzerindeki strasma göre göyle kodlamr:

1101010110110100101101010011101001011
010111101000011101001010111010001011101
010001101001011011010101010110101010110
1010100110.

Biraz daha ekonomi yapmak istersek, bagtaki 100 sembolünü
(bogbantm bu koddan önce gelen sonsuz usantisi ile birlikte)
daima çikarabiliriz. Bu sembol, makinenin banti üzerindeki
igaretlerin en solundan zorunlu olarak baglang1ç alarak birinci
igarete ulagmcaya dek saga dogru ilerleyebilmesi için tüm Tu-
ring makinelerinin ortak özelligi olarak ima ettigim gibi,
00->00R baglang1ç komutunu temsil eden 00R'yi gösterir. Ay-
m gekilde, sondaki 110 simgesini de (veonu takip ettigi farzedi-
len sonsuz O'lar dizisini de) atabiliriz. Çünkü,bütün Turing ma-
kineleri tammlamalanm bu gekilde bitirmek zorundadir (hepsi
R, L, veya STOP ile sona ererler), XN + 1 cihazmda sonuçta elde
edilen ikilik sayi, Turing makinesinden ç1kan sayidir:

10101101101001011010100111010010110101
1110100001110100101011101000101110101000
1101001011010101010101101010101101010100.
Standart ondahk sistemde, Turing sayisi apagidaki gekilde ifa-
de edilir:

450 813 704 461 563 958 982 113 775 643 437 908.

Sayisi n olan Turing makinesine bazen 'n'inci Turing makinesi diyor
ve T, ile gösteriyoraz. Buna göre XN + 1, 450 813 704 461 563 958
982 113 775 643 437 908'inci Turing makinesidir!

Dogal bir saylya (açilmigondahk sistemde) bir eklemek gibi
önemsiz bir iglemi yapabilenini bulmadan önce Turing makine-
leri 'liste'sinde bunca yol alabilmig olmamiz ilginç! (Kodlamam-
da bu agamaya dek pek de yetersiz kaldigum sanmiyorum; yine
de ufak bazi degigiklikler yapmak olasihglyla kargilagabiliriz.)
Gerçekte, ilgi çekici küçük sayilarla uygulama yapan bazi Tu-
ring makineleri vardir. Ornegin, UN + 1, standart ondahk sis-
temde 177 642 sayismm karsihgi olan
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1010110101111101010

ikilik sayisma sahiptir! Yani son derece basit bir Turing maki-
nesi olan UN + 1, 177 642'nci Turing makinesi olmaktadir. Sa-
dece merakmuzi gidermek amac1yla bir bagka örnek verelim:
'ikiyle çarp1m', her iki gösterimde de Turing makineleri liste-
mizde bu örnek arasmda bir yer alabilir; çünkü XN x 2'nin sa-
yisi 10389728107, UN x 2'nin sayisi ise 1 492 923 420 919 872
026 917 547 669'dur.

Bu sayilarm boyutlari aç1smdan, dogal say11arm çogualugu-
nun Turing makinelerine iglerlik kazandirmadigun ögrenmek
gagirtic1 olmayabilir. Îlk onüç Turing makinesini, bu numarala-
ma sistemine uygun olarak siralayahm:

To: 0¾00R, Ol-+00R,

T1: 0¾00R, 01-+00L,

T2: 00-+00R, 01-+01R,

Ts: 00->00R, 01->00STOP,

T4: 00-+00R, 01-->10R,

Ts: 00->00R, 01->01L,

To: 00->00a, 01-->00R, 10->00R,

Ty: 00->00R, 01-+???,
Ta: 0¾00R, 0.1->100R,

Tg: okoOR, 01-+10L,

Tio: 00->00R, 01-->11R,

Tit: 00-+00R, 01-401STOP,

T12: 00-+00R, Ol->00R, 1¾00R.

Bunlardan To, kargilagtigi her geyi silerek, asla durmadan ve
asla geri dönmeden yalmz saga dogra hareket eder. Ti makinesi,
bant üzerindeki her igareti sildikten sonra geri siçrayarak, gide
gele biraz beceriksizce de olsa aym sonuca ulagir. To de To gibi
hiç durmadan saga dogra hareket eder. Fakat daha sayg1h dav-
ranarak, bant üzerindeki hiçbir isareti silmez Bu örneklerden
hiçbirisi, Turing makinesi olarak ige yaramazlar, çünkü hiçbiri
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asla durmaz. Ta ilk saygideger makinedir. Birinci l'i (en soldaki)
O'adegigtirdikten sonra, alçakgönüllülük göstererek durur.

T4 ciddi bir sorunla kargilagir. Bant üzerinde birinci l'i bulduk-
tan sonra, listede bulunmayan bir içsel duruma girer ve bu neden-
le bir sonraki agamada ne yapacagma dair hiçbir komutu yoktur.
Ts, Ty ve Tio aym sorunla kargilagirlar. Ty'ain karg11agtig1sorun
daha da ciddidir. Kendisini kodlayan O'lar ve l'ler dizisinde be;
adet 1 peppege yer almaktadir: 110111110. Bu dizinin yoru-
ma olmadigi için Ty bant üzerinde birinci 1 ile kargilagtigi anda
tak1hp kalacaktir ('n' sayismm ikilik açihmmda peppege dört adet-
ten fazla 1 dizisi içeren Ty makinesini, veya aym nitelige sahip
herhangi bir T, makinesini dogru tammlanamanug makineler ola-
rak adlandiracagim). Ts, Te ve T12makineleri, To, Ti ve T2 maki-
nelerininkine benzer sorunlarla kargilagirlar. Hiç durmadan son-
suza kadar hareketlerine devam ederler. To, Ti, T2, T4, Ts, Ts, Ty,
Ts, Ts, Tio ve T12makinelerinin hepsi degersizdir! Yalmz Ta ve Til
ige yarayan Turing makineleri olmakla birlikte iglevleri bakimm-
dan ilgi çekici olmaktan uzaktirlar. Tu, Titen de mütevaz1dir.
l'le ilk kargilagmasmda durur ve hiçbir geyi degigtirmez!

Listemizde fazlahk bulunduguna da dikkat çekmeliyiz. Tre
ve To birbirinin ayms1 olup, uygulama bakimmdan To'a benzer-
ler: Te ve T12'de 1 içsel durumuna asla girilmez. Listede yer
alan yararsiz Turing makinelerinin fazlahgi camm1zi s1kmasm.

Çogunueleyerek fazlahšm giderilmesi ve kodlama sistemimi-
zin düzeltilmesi mümkün olabilirdi. Ama bu arada Turing ma-
kinesinin, 'n'

sayismi okuyan zavalb evrensel Turing maki-
nemizi T, imig gibi davranmaya zorlayarak, biraz daha karma-
gik hale getirmesine neden olurduk. Dogrusu, bütün ige yara-
mazlardan (veyafazlahklardan) kurtulabilseydik buna degerdi.
Oysa az

,sonra görecegimiz gibi, bunu gerçeklegtirmemiz müm-
kün degildir! Bu nedenle kodlama sistemimizi birakahm oldu-
gu gibi kalsm. Üzerinde,örnegin,

...0001101110010000...

igaretleri bulunan bir bant, bir sayunn ikilik gösterimi olarak
yorumlanabilir. O'larm her iki yönde sonsuz olarak devam et-



65

tiklerini fakat l'lerin yalmz bir sonlu sayisi oldugunu hatirla-
yunz. Ben, l'lerin sayisuun (yani, en az bir 1 vardir) siftr ol-
madtgun da varsaylyorum, ilk ve sonuncu l'ler de dahil olmak
üzere bunlar arasmda kalan sonlu simgeler dizisi, yani yukari-
daki ärnege göre,

110111001,

bir dogal sayrun (ondahk sistemde 441) ikilik gösterimi olarak
okunabilir. Ancak, bu yöntemle tek sayilar (ikilik sistemde sonu
1 ile biten sayilar) elde ederiz, oysa tüm dogal sayilari kodlaya-
bilmeliyiz. Bu nedenle kolay yolu seçer ve sondaki l'i (yalmzca
kodlamamn sona erdigini gösteren bir igaret olarak kabul edil-
digi için) kaldmr ve geriye kalam ikilik sayi olarak okuruz." Bu
durumda yukaridaki örnek için, ondahk sistemde 220'nin kar-
g1hät olarak

11011100,
ikilik sayismi elde ederiz. Bu yöntemin yarari, sifirm da bant
üzerinde kodlanmasim saglamasidir:

...0000001000000...

T, Turing makinesinin sag taraftan yükledigimiz bir bant
üzerindeki O'lar ve l'ler dizisine (sonlu)uygulanmasun ele ala-
lun. Sös konusu diziyi, yukarida tammlanan hesap çevrçevesin-
de, bir sayunn, diyelim m sayisimn iki basamakh gösterimi ola-
rak almak uygun olacaktir. Peppege agamalardan sonra T,'in
sonunda STOP konumuna geldigini dügünelim. Bu konuma
ulagmcaya kadar makinenin sol tarafta üretmig oldugu ikilik
haneler dizisi, hesabm yamtidir. Bunu, bir sayimn, diyelim p
sayismm ikilik kodlamasi olarak okuyahm: T,, m sayisma uy-
gulandigmda p sayisim üretir:

T, (m) -

p.

Bu iligkiye gimdi biraz farkh bir açidan bakahm. Bu iligkinin
p sayism1 elde etmek için bir çift saylya, yani n ve m sayllarma
uygulanan özel bir iglemin ifadesi oldugunu dügünürüz. n ve m
diye iki say1 verilirse T, makinesinin m sayisim degerlendirme-
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sine bakarak p sayisim buluruz. Bu iglem tamamen bir algorit-
mik yöntemdir. Bu nedenle, özel bir U Turing makinesi tarafm-
dan uygulanabilir: U, p sayisun firetmek amaclyla bir (n, m) say1
çiftini igleme sokar. U makinesi, tek p sonueu elde etmek için
hem n hem de m sayilarim igleme sokmak zorunda oldugu için
(n, m) çiftini bir bant üzerinde kodlamamn yolunu bulmahytz. n
sayismm normal ikilik sistemde yazildigim ve hemen sonra
11110 dizisi tarafmdan sona erdirildigini varsayabiliriz (Dog-
ru tammlamms her Turing makinesinin O'lar, 10'lar, l 10'lar,
1110'lar ve llllO'lardan olugan bir dizi oldugunun ve bu
nedenle dört l'den fazlasim içermedigini hatirlay1mz. Bu neden-
le, T, dogru tammlanmig bir makineyse, 111110 sirasimn
olugumu, n sayisuun tammmm tamamlandigim gösterir). Buna
izleyen hergey m tarafmdan temsil edilen banttan bagkasi ola-
maz (yani, hemen 1000... sirasi tarafindan izlenen m say1si).
Bu ikinci kisun, T, tarafmdan igleme almmasi beklenen banttir.

Örnegin,n = 11 ve m = 6 olarak aldignmz zaman, U maki-
nesinin igleme almasi gereken bant için igaretler sirasi agagi-
daki gibidir:

...000

1011111110110 10000...
Bu siramn yapis1:

...OOOO (baglangiçtakibogbant)
10 1 1 (11'inikilik kodu)
1 1 1 1 10 (n sayisimn sona)
110 (6'mn ikilik kodu)
10000... (bantm geri kalan kismi)

T,'in m ile ilgili her bir iglem agamasmda U Turing maki-
nesinin yapmasi gereken, m (yani,T, 'in banti) ile ilgili hanelerde
uygan yer degigikliklerini gerçeklegtirmek amac1yla n ile ilgili ifa-
dede yer alan hanelerin strasimn yapisun incelemektir. Böyle bir
makinenin inçasi ilke olarak zor degildir (pratikte ise kesinlikle
sikicidir). Kendine ait komutlar listesi, n sayis1yla kodlanan bu
'liste'ye

m tarafmdan yapilan girigi, bant hanelerine uygulamamn
her agamasinda okuma olanagi saglar, m ve n ile ilgili haneler
arasmda fazlaca ileri ve geri hareket meydana gelmesi olagandir
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ve bu nedenle bu yöntemle son derece yavag uygulama yap11masi
kaçuulmazdir, Ancak, böyle bir makine için bir komut listesi el-
bette temin edilebilir; bu makinelere eurensel Turing makinesi
adnu veriyoruz. Makinenin n ve m sayilarma uygulanmas1 U (n,
m) olarak gösterilirse apagidaki egitlik elde edilir:

U (n, m) = T, (m)
n ve m sayilarmm her biri için T, dogru tammlanmig bir Turing
makinesidir.6 U makinesi, n sayisi ilk kez verildigi zaman, n'inci
Turing makinesini en ince ayrintistyla taklit eder! U bir Turing
makinesi olduguna göre kendine özgü sayisi da olacaktir;

U= T,
bagintisini saglayan bir u sayist bulunacaktir. u ne kadar
büyüktür? Ashnda tam olarak

.u'nun

degeri göyle verilir (veya,
en azindan benzer boyutta bir bagka sayl):

u = 724485533533931757719839503961571123795236067255655963110814479
6606505059404241090310483613632359365644443458382226883278767626556
1446928141177150178425517075540856576897533463569424784885970469347
2573998858228382779529468346052106116983594593879188554632644092552
5505820555989451890716537414896033096753020431553625034984529832320
6515830476641421307088193297172341510569802627346864299218381721573
3348282307345371342147505974034518437235959309064002432107734217885
1492760797597634415123079586396354492269159479654614711345700145048
1673375621725734645227310544829807849651269887889645697609066342044
7798902191443793283001949357096392170390483327088259620130177372720
2718625919914428275437422351355675134084222299889374410534305471044
3686958764051781280194375308138706399427728231564252892375145654438
9905278079324114482614235728619311833261065612275553181020751108533
7633806031082361675045635852164214869542347187426437544428790062485
8270912404220765387542644541334517485662915742999095026230097337381
3772416217274772361020678685400289356608569682262014198248621698902
6091309402985706001743006700868967590344734174127874255812015493663
9389969058177385916540553567040928213322216314109787108145997866959
9704509681841906299443656015145490488092208448003482249207730403043
1884298993931352668823496621019471619107014619685231928474820344958
9770955356110702758174873332729667899879847328409819076485127263100
1740166787363477605857245036964434897992034489997455662402937487668
8397514044516657077500605138839916688140725455446652220507242623923
7921152531816251253630509317286314220040645713052758023076651833519
95689139748137504926429605010013651980186945639498



68 . Algoritmalarve Turing Makineleri

Say1 kugkusuz insam ürkütecek kadar büyük! Gerçekten de ür-
kütüeü boyutta olan bu saymm daha küçük bir boyuta nas11 in-
dirgenebilecegini bilmiyorum. Turing makineleri ile ilgili ola-
rak önerdigim kodlama yöntemlerinin ve kurallann oldukça
mantikh ve basit olmalarma kargm insamn, bir evrensel Tu-
ring makinesinin kodlanmasi için böylesine büyük boyutta bir
say1yla kargilagmasi kaçimlmaz oluyor/

Bütün genel amaçh modern bilgisayarlarm sonuçta birer ev-
rensel Turing makinesi olduklarim daha önee säylemigtim. Bu
çegit bilgisayarlann mantiksal tasananmn evrensel Turing ma-
kinesi ile ilgili tammlamalanna tamamiyle benzemesi gerektigi-
ni ima etmiyorum. Anlatmak istedigim qu ki, herhangi bir evren-
sel Turing makinesi ilk olarak nygun bir programla (girdibanti-
ma birinci kisun) donattigumz zaman bu makineyi, herhangi bir
Turing makinesinin davramgim taklit edebilir duruma getirebi-
lirsiniz! Yukandaki tammlamalara göre, program salt bir say1 (n
sayisi) biçimini ahr, fakat Turing'in özgün tamnumn birçok var-
yasyonunun bulunmasi nedeniyle bagka yäntemler de kullamla-
bilir. Ashnda ben de tammlamalarimda, Turing'in özgün tam-
mmdan bir hayli saptim. Ancak, tammlama farkhhklarmm
hiçbiri burada ele aldigmuz konu bakumadan önemli degildir.

Hilbert Probleminin Çözümsüzlügd
Gelelim Turing'in tezinin temelini olugturan sava... Hilbert'in

genig kapsamh Entscheidungsproblem'i: Genig kapsamh, fakat
iyi tammlannug bir sm1fta bulunan tüm matematik problemleri-
ni çözümlemek için mekanik bir yöntem var midir? Turing bu
soruyu, m sayisma uygulanan T, makinesinin gerçekten STOP
konumuna geçip geçmeyecegine karar vermek problemi olarak
yorumlam14, problem, durma problemi adlyla amlnugtir. Her-
hangi bir m sayisi (örnegin,n = 1 veya 2, veya STOP komutu-
nun yer almadig1 herhangi bir bagka problem) için makinenin

durmasim saglayan bir komut listesi hazirlamak kolayd1r. Han-
gi sayi verilirse verilsin (örneginn = 11) makinenin her zaman
durmasim saglayan birçok komut listesi de vardir; bazi Turing
makineleri bazi say1lara iglem yapoca dururken, diger bazi sa-
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y11ar iglem yaptiklarmda asla durmazlar. Durmaksizm sonsuza
kadar uzay1p giden kuramsal bir algoritmanm pek bir yararima
olmadigi söylenebilir. Böylesi algoritma bile degildir. Bu neden-
le, m sayisma uygulanan T in yamt verip vermeyecegine karar
verebilmek önemli bir scrudur! Yamt vermezse (yani iglem dur-
mazsa), bunu agagidaki gibi ifade edebilirim:

T,0n) = O.
(Bu gösterime yukarida deginirken T4 ve Ty makinelerinde ol-
dugu gibi, uygan bir komut alamadigi için herhangi bir agama-
da bir sorunla kargilagan Turing makinesinin durumu da dahil
edilebilir. Aym zamanda, gärünügte basarth makinemiz Ta bile,
ne yazik ki, bu durumda ige yaramaz olarak nitelendirilmelidir:
Ts(m) = O olacaktir çünkü Ta uygulamasimn sonucu daima bog
bir banttan ibarettir; oysa hesap sonucunu bir say1yla ifade
edebilmemiz için çiktida hiç olmazsa bir tane l'e ihtiyacimiz
vardir! Ancak Tii, bir 1 ürettigi için kullamghdir. Ç1ktisi,0 sa-ylh banttir ve buna göre bütün m sayilari için Til (m) = 0 ifade-
sini kullanabiliriz).

Turing makinelerinin ne zaman duracagi matematikte
önemli bir konudur. Örnegin,gu denklemi ele alahm:

(x+ 1)=+3+ (y + 1)=+3=(z + 1)w+3
(Teknik matematik denklemlerden hoglanmiyorsamz hemen
vazgeçmeyin! Bu denklem yalmz bir örnek olarak verilmigtir,
ayrmt11arlyla anlamamz gereksizdir). Söz konusu denklem,
matematikte ünlü, belki en ünlü çözülmemig problemle iligkili-
dir. Problem göyle: Bu denklemi saglayan w ,x, y, z dogal sayila-
rmdan olugan herhangi bir küme var midir? Onyedinci yüz-
yllda yagamig Fransiz matematikçisi Pierre de Fermat (1601-
1665) tarafmdan Diophantus'un Arithmetica kitabimn bir say-
fasirun kenarmda not edilmig ve "Fermat'mn Son Teoremi' ola-
rak tamnan ünlü teorem yukaridaki denklemin asla çözüleme-
yecegini söyler.*6 Asil meslegi avukathk olan ve Descartes'la
* Dogal saydar deyimiyle 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,... sayllaram kastettigimizi hatirlaym.
Fermat teoremindeki (x- + y" = z") x, y, z > 0, w > 2) ifadesi yerine 'x

+ 1' ve
'w

+
3', vs. ifadelerinin kullamlmamasmm sebebi, x, w, vs. için sifirdan baçIayarak
tüm dogal sayilari dikkate almanuzdir.
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aym çagda yagamig olan Fermat, döneminin en iyi matematik-

çilerindendi. Arithmetica'nm bir kenarma sigdirmaya çahytig1
tezinin 'gerçekten harika bir kamt' oldugunu iddia eden

Fermat'nm kamtun bugiine degin hiç kimse yeniden inga ede-
medigi gibi bir kargit-örnek bulabilen de çikmanugtir!

Dört1ü say1 grubu (w,x, y
,z) verildiginde denklemin çözümle-

nip çözümlenemeyecegine karar vermenin yalmzca bir hesap
meselesi oldugu açiktir. Bir bilgisiyar algoritmasuun dörtlü sa-
y1 gruplanm teker teker igleme soktuktan sonra ancak denk-
lem çözülünce durduguna dügünebiliriz (Daha önce degindigi-
miz gibi, sonlu kümeleri tek bant üzerinde ve hesaplanabilir
tarzda, yani yalmzca tek tek sayilar olarak kodlama yöntemleri
vardir; böylece, söz konusu say11arm dogal sirasim izlemek su-
retiyle dört sayly1 teker teker igleme sokabiliriz). Bu algoritma-

mn durmaksizm uygulandigun kamtlayabilirsek Fermat'mn te-
zinin kamtma da sahip oluruz.

Diger birçok çözümlenmemig matematik problemini, Turing
makinesinin durma problemine dayanarak ayni yäntemle ifade
edebiliriz. Buna örnek 'Goldbach samti'dir: 2'den büyük her çift

sayi iki asal say1mn toplaundir.* Verilen bir sayinm asal olup

olmadigma karar vermek algoritmik bir iglemdir çünkü yalmz
saymm kendinden küçüh saydarla bölünebilirliginin denendigi
sonlu hesap gerektirir. 6, 8, 10, 12, 14,... çift saydarim s1rayla
apagida gösterildigi gibi, tek sayllardan olugan ikililere ay1rma-
nm bütün yollarim deneyen ve ikiye ay1rdigt sayimn her iki
üyesinin de asal olup olmadigim smayan bir Turing makinesi

icat edebiliriz:

6=3+3,8=3+5,10=3+7=5+5,12=5+7
14 = 3 + 11 = 7 + 7,...

(2 diginda tüm asal saynar tek sayilar oldugu için 2 + 2 hariç,
çift say1dan olugan ikilileri test etmemiz gerekmez). Makine-
miz, ayrddigi ikililerden hiçbiri asal say1dan olugmayan ilk sa-
y1ya ulagtigi zaman duracaktir. Bu durumda, Goldbach samti-

na kargit-örnek, yani, iki asal sayimn toplami olmayan ve 2'den

* 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,... gibi asal say11arm yalmz kendi1erine bölünebilir say11ar
oldugunu hatirlayimz. Ne 0, ne de 1 asal sayi kabul edilmez.
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büyük tek say1yi buluruz. Böyle bir Turing makinesinio durup
durmayacagma karar verebilsek, Goldbach samtmm dogralu-
gunakarar vermenin bir yolunu da bulmug oluruz.

Bu noktada bir soru kendiliginden ortaya ç1k1yor: Herhangi
bir Turing makinesinin (belirli girdi verildiginde) durup dur-
mayacagma nas11 karar vermeliyiz? Turing makinelerinin çogu
için yamtlamasi kolay bir soru olabilirse de yamt bazen, yuka-
rida gördügünüz gibi, çözülmemig bir matematik probleminin
çözümünü gerektirebilir. Oyleyse, genel soruyu

-yani

durma
problemini- tamamen otomatik olarak yamtlamak için algorit-
mik bir yöntem var midir? Böyle bir yöntemin gerçekten bulun-
madigun Turing göstermigtir.

Turing'in bu konudaki kamti göyledir: Önce,böyle bir algo-
ritmamn var oldugunu dügünelim.* Öylebir H Turing makine-
si bulunmahdir ki n'inci Turing makinesinin m say1sma iglem
yapmea durup durmayacagma karar verebilsin. Diyelim ki dur-
massa ç1kti bant üzerine O olarak iglensin, durursa 1 olarak
iglensin:

O eger T,(m) = 0 ise,
H(n;m) =

1 eter Tn(m) durarsa.

Burada U evrensel makinesi için geçerli kural n ve m sayllar1-

nm kodlanmasma uygulanabilir. Ancak bu agamada, bazin sa-
yilari için (örnegion = 7) T, dogra tammlanmadigi için, teknik
bir sorunla karsilagabiliriz: 111101 igareti, bant üzerinde n'i
m'den ay1rmakta yetersiz kalabilir. Bu sorunun üstesinden gel-
mek için daha önce yaptigimiz gibi, m'i normal ondahk sistem-
de kodlarken, n'in açilung ondahk sistemde kodlandigim varsa-
yahm. Böylece 110 igareti, n'i m'den ay1rmaya yeterli olacak-

tir. U(n, m) ifadesindeki virgülün yerinde H(n; m) ifadesinde
noktah virgülün kullamlmasi bu degigikligi gösterecektir.

Simdi,olasi tüm girdileri nygulayan olasi tüm Turing makinele-
rinin tüm girdilerini liste halinde içeren sonsuz bir dizge dügleyelim.
* Burada reductio ad absurdum (olmayanaergi) olarak tamnan bir matematik
yöntemi kullam1maktadir: Once kamtlanmak istenenin yanhg oldugu
dügünülür ve bundan çikan çeligki nedeniyle sonucun as1mda dogru oldugu
kamtlamr.
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vn->012345678...

n

0 OOOOOOOOO...
1 000000000...
2 111111111...
3 020202020...
4 111111111...
5 000000000...
6 001020304...
7 012345678...
8 010010001...

197 2 3 5 7 11 13 17 19 23 . . .

I
i

Bu dizgenin n'inci sirasi, T, makinesinin 0, 1, 2, 3, 4,... girdi-
leri üzerine iglem yapt1gmda çiktilarm ne oldugunu göstermek-
tedir. Yukardaki tabloda biraz hile yaparak, Turing maki-
nelerine gerçekte sahip olduklarmdan farkh numaralar verdim.
Böyle yapmakla listenin daha bagmda sikici görünmesini önle-
meye çahytan. Çünküaksi halde n sayisimn 11'den küçük dege-
re sahip oldugu tüm makineler O'lerden bagka hiçbir gey üret-
mez ve n = 11 için O'lardanbagka hiçbir gey elde edemezdik. Bu
nedenle listenin gerçekte nasil göründügü hakkmda bir izlenim
saglamak amac1yla çok daha uygun bir kodlama yarattim.

Bu dizgenin bir algoritmayla, gerçekten hesaplanrnast gerek-
tigini iddia etmiyorum (Zaten biraz sonra görecegimiz gibi böy-
le bir algoritma yok). Gerçek listenin nasil olduysa, belki de
Tanri tarafindan, önümüze seriliverdigini hayal etmemiz bekle-
niyor. Bu tür hesaplar sonsuza dek sürecegi için bir O'yi hangi
konuma ne zaman yerlegtirecegimisden asla emin olamay1z; ig-
lemi gerçekleytirmeye kalkigtigimiz zaman ortaya ç1kacak O'ler
kargilaçacagimiz zorluklarm baghca kaynag1 haline gelir.
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Teorik1Ti kullanabilseydik tabloyuüretmek için gerekli yönte-

mi bulabilirdik. ÇünküH, O'lerin nerelerde olugacagru bize söy-

1erdi.Fakat, bunun yerine, her O'yi, 0 ile degigtirerek O'leri ekle-

mek için H'i kullanahm. T,'in m'e uygulanmas1ndan önce
H (n; m)'in uygalamasiyla bu gerçeklegir; daha sonra, H (n; m) =

l'in koguluyla (yani, sadece Ta {n)hesabi gerçekten bir yamt ve-
rirse) T 'in m'ye iglem yapmasma izin veririz, ve H(N; m) = 0 ise
(yani T,(m)=O ise) sadece 0 yazanz. Böylece bu yöntemi (yani,
H(n;m)'in T. (m)'denönee uygulanmastyla elde edilen yöntemi)

T,(m)xH(n;m)

olarak yazanz. (Burada, matematik iglemlerinin siralanmasi ile
ilgili bilinen bir matematik kurahm uyguluyorum: sagdaki ig-
lem önce uygulanmahdir. Sembolik olarak Ox 0= 0 olacaktir).

Buna göre tablo gu gekilde okunur:

ma012345678...
n

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ...

1 000000000...
2 111111111...
3 020202020...
4 111111111.
5 000000000.
6 0 0 1 0 2 0 3 0 4 .

7 012345678.
8 010010001.

H makinesinin varoldugunu dügünsek, bu tablodaki stralar he-
saplanabilir dizgelerden olugmaktadir. (Hesaplanabilir dizge
ile anlatmak istedigim, birbirini izleyen degerlerin bir algorit-

ma tarafmdan üretilebildigi sonsuz dizidir; bir bagka deyigle,
m= 0, 1, 2, 3, 4, 5... dogal sayilarma uygulandigmda dizgenin
birbirini izleyen elemanlanm üreten bir Turing makinesi bu-
lunmahdir). imdi bu tablonun iki äzelligi üzerinde durahm.
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Birincisi, her hesaplanabilir dogal sayilar dizisi en as bir (veya
bir kaç) dizge halinde bulunmaktadir. Bu özellik, tablonun ori-
jinalinde O'lerle görülmügtü. Ben yalmz 'ige yaramaz' Turing
makinelerinin (en az bir O üreten makinelerin) yerine bazi si-
ralar ekledim. Ikincisi,H Turing makinesinin gerçekten varol-
dugu varsayinundan hareketle tablo, T,(m) x H(n; m) yönte-
miyle hesaplanabilir gekilde üretilmigtir (Bagka bir deyigle, bel-
li bir algoritma ile üretilmigtir). Açik olarak n ve m say1larma
uygulandigi zaman tabloya uygun kay1t üreten bir Q Turing
makinesi bulunmaktadir. Bunun için, aynen H Turing maki-
nesinde oldugu gibi, Q'unbantmda da n ve m'i kodlayabiliriz:

Q(n;m)= T,(m) x H(n;m).

Simdi,Georg Cantor'un "kögegen yöntemi" adt verilen zekice
planlanmig ve güçlü yäntemini degigik bir biçimde uygulayahm
(Cantor'un adi geçen yöntemini bir sonraki bölümde ayrmtih
anlatacagun). Koyu renk rakamlarla igaretlenmig bulunan ele-
manlarm olugturdugn ana kögegene dikkat ediniz:

0000000û0
000000000
111111111
020202020
111111111
000000000
001020304
012345678
010010001

Bu elemanlarm olugturduklari 0, 0, 1, 2, 3, 7, 1,... dizisine 1 ek-
liyoraz:

1, 1, 2, 3, 2, 1, 4, 8, 2,...
Aç1kça görüldügü gibi bu bir hesaplanabilir yöntemdir ve tablo-
muz da hesaplanabilir tarzda üretilmig olduguna göre bize yeni
bir hesaplanabilir dizge, gerçekte 1 + Q (n;n)dizgesini; yani

1+T,(n)xH(n;n)
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vermektedir (m ile n'i egitlemek suretiyle kögegen üzerinde ve-
rildigi için). Fakat tablomuz her hesaplanabilir dizgeyi içerdigi
için yeni dizi de listenin bir yerinde yer ahyor olmah. Ama du-
rum hiç de böyle degil! Çünküyeni dizgemiz, ilk kaydm ilk si-
rasmdan, ikinci kaydm ikinci sirasmdan, üçüncü kaydm üçün-
cü sirasmdan, vs. farkhdir. Bu açik bir çeligkidir. Îçte bu çelig-
ki, kamtlamaya çahytigimiz olguyu kamtlar: Turing makinesi
H gerçekte mevcut degildir! Bir Turing makinesinin durup
durmayacagt konusunda karar verecek eurensel bir algoritma
yoktur.

Bu savi bagka gekilde ifade etmek amac1yla diyelim ki Tu-
ring makinesi H meveuttur, ve 1 + Q(n;n)algoritmasi (kögegen
iglem!) için bir Turing makinesi sayisi, örnegin k, vardir; bu du-
rumda algoritmam1z göyledir:

1 + T,(n) x H(n;n) = Ty(n).

Bu iligkide n yerine k koyarsak agagidaki algoritmayi elde
ederiz:

1+Ty(k) x H(k;k) = Ta(k).

Bu bir çeligkidir, çünkü Tä(k) durdugu takdirde olanaksiz bir
iligki ortaya ç1kar:

1+Ty(k) = Tk (k)
(H(k;k)= 1 olduguna göre, Ty(k) durmazsa H(k;k) =0 olur ki, ay-
m çeligkiyle burada da kargilagihr:

1+0=O.

Belirli bir Turing makinesinin durup durmayacag1 sorusu,
mükemmel tammlannug bir matematik sorusudur (ve biz daha
õnce görmügtük ki, aksine, çegitli önemli matematik problemleri
Turing makinelerinin durmasi olarak ifade edilebilirler). Böyle-
ce, Turing makinelerinin durmasi konusunda karar vermekle il-
gili hiç bir algoritmanm varolmadigim göstermekle Turing, (da-
ha farkh yaklagimiyla Church'ün de gösterdigi gibi) matematik
sorulari ile ilgili karar vermenin genel algoritmasunn varolma-
yacagim göstermigtir. Hilbert'in Entscheidwigsproblem'inin çö-
zümü yoktur!
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Bu, herhangi bir bireysel durumda, belirli bir matematik so-
rusunun dogru olup olmadig1 hakkmda veya bagka bir niteligi
hakkmda, veya belirli bir Turing makinesinio durmasi hakkmda
karar veremeyecegiz demek degildir. Biraz althmizi, veya hatta
sag duyumuzu kullanarak bunu bagarabiliriz (örnegin,bir Tu-
ring makinesinin komut listesinde STOP komutu bulunmazsa,
veya böyle bir liste yalntz STOP komutlanm içerirse, sag duyu-
muz bize cihazm durup durmayacag1m söylemek için yeterlidir).
Fakat tüm matematik sorulan, tüm Turing makineleri ve bunla-
rm uygulandigi tüm sayilar için geçerli hiç bir algoritma yoktur.

Sanki en azmdan bazz karar verilemez matematik sorulan-

mn meveut oldugunu kamtlanug gibi görünüyoruz.Oysa, bir gey
yapmadik! Tam aksine, biraz sonra görecegimiz gibi, özellikle
kötü sayllar verildiginde makinenin durup durmamasma karar
vermesi kesinlikle olanaksiz, ters bir Turing makinesi täblosu-
nun varoldugunu göstermedik. Tek tek problemlerin çözümsüz-
lügü hakkmda bir kelime bile söylemezken, problem ailelerinin
algoritmik çõzümsüzlügiinden söz ettik. Herhangi bir belirli du-
rumda yamt 'evet'

veya
'hay1r' olmahdir ve bu nedenle belirli

durumla ilgili kararm bir algoritmasi elbette vardir. Bagka bir
deyigle, problemle kargi karg1ya geldiginde duruma göre ya
'evet'

veya
'hay1r' yamtun veren algoritma vardir. Algoritmalar-

dan hangisini kullanacagimizi bilmeyebiliriz ve kugkusuz igin
zor yam da budur. Sorun bir problemler ailesi ile ilgili sistema-
tik karar sorunu degil, fakat bir tek problemin matematik ger-

egi hakkmda karar vermek sorunudur. Algoritmalarm, mate-
matik gerçegi hakkmda kendi baglarma karar vermediklerini
anlamak önemlidir. Bir algoritmanm geçerliligi daima digari-
dan saglanan olanaklarla kamtlanmahdir.

Bir Algoritmanin Üstesinden Nasil Gelinir?

Matematiksel ifadelerin gerçekligine karar vermek konusu,
Gödel'in. teoremi (bkz. IV. Bölüm) çerçevesinde daha sonra ele
almacaktir. Simdilik,Turing'in teorisinin, aslmda, anlatmaga
çahytigundan çok daha yapic1 ve çok daha az olumsuz oldugunu
belirtmek isterim. Bu agamaya kadar, durup durmayacagma
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mutlak anlamda karar verilemez belli bir Turing makinesinin
varhgim kamtlamig degiliz. Gerçekte, Turing'in teorisini dik-
katle incelersek, Turing'in yöntemiyle inga ettigimiz görünügte
'özellikle karmagik' makinelerle ilgili yamt1, kullandignmz yön-

temin bize ima ettigini anlariz!

Simdibunun nasil gerçeklegtigini gõrelim. Bir Turing maki-
nesinin ne zaman durmayacagun bazen bize söyleyebilir bir al-
goritmaya sahip oldugumuzu farzedelim. Daha önee genel hat-
larlyla tarumladignmz Turing yöntemi, iglemin durup durma-
yacagma bu algoritma tarafmdan karar verilemeyen bir Turing
makinesi iglemini aç1kça verecektir. Ashada, böyle yaparken,

bu iglemle ilgili yamti anlamamizi da saglayacaktir: Turing
makinesinin iglemi gerçekten durmayacaktir.

Biraz daha ayrmtih anlatmak gerekirse, bir Turing makine-
sinin ne zaman durmayacagma dair bize bazen bilgi veren bir
algoritmaya sahip oldugumuzu farzedelim. Daha önce oldugu
gibi, bu algoritmayi (Turing makinesi) H ile temsil ediyoruz, fa-
kat biliyoraz ki Turing makinesi durmayacakt1r:

H(n; m) =
0 veya O eger T,(m) = 0 ise,

t 1, eher T,(m) durursa.

böylece T,(m) O oldugu zaman H(n; m) = O bir olasihktir.

H(n;m) gibi bir çok algoritma vardir. (Örnegin,pratikte pek faz-
la yarari olmasa da, T,(m) durur dmmaz H(n;m) bir 1 üretir!)

Buna göre, yine Turing'in yöntemini izleyerek, fakat bu kez
tüm O'lerin yerine O'lari koymayarak, elimizde bazi O'ler kaldi-

gun görûrüz. Kögegen yöntemimiz, kögegen üzerindeki eleman
olarak bize

1 + T,(n) x H(n;n)

ifadesini vermigti. (H(n;n)= O olursa daima O elde ederiz.

OxO = O, 1 + O = O oldugunu unutmayimz) Bu, sonucu mü-
kemmel bir hesaptir ve bir Turing makinesince, diyelim k'inci ,

makine tarafmdan gerçekleytirilmigtir.
Simdiqu egitlige sahibiz:

1+T,(n) x H(n;n) = Ta(n).
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k'inci kögegen elemana bakahm, yani n = k alalun:

1+Tk(k) x H(k;k) = Tk(k).

elde ederiz. T4(k) hesabi durursa bir çeligkiyle karg11agir12
çünkü Ty(k) ne zaman durursa dursun H (k;k)'m1 oldugu var-
sayihr ve bu durumda egitlik tutarsizdir: 1+Tk (k) = Tk (k).Öy-
leyse TA (k) duramaz, diger bir deyigle

T,(k)=O.
Fakat algoritma buna 'bilemez', çünkü; H(k;k)=0 egitligini ver-
seydi yine bir çeligkiyle kargilagirdik (sembolikolarak, geçersiz
bir iligki, 1+ 0 = O elde ederdik).

Bu nedenle 'k'i bulabilirsek, yamtmi bildigimiz algoritmayi alt
etmek amac1yla kendi özel iglemimizi nasil inga etmemiz gerekti-
gini ögreniriz! k'i nasil buluruz? Bu zor ig. Yapmamiz gereken
H(n;m)'in ve T,(n)'in ingasma ayrmt11ar1yla bakmak ve sonra
1+T,(n) x H(n;n) ifadesinin bir Turing makinesinin say1s1m, yani
k'i buhumz. Îçlemi ayrmtih olarak gerçeklestirmek, biraz karma-
gik olsa da, mümkündür.* Igleminkarmagikhgi nedeniyle Ty(k)'m
hesaplanmasi bizi hiç ilgilendirmeyebilirdi fakat onu, H algorit-
masma kargi üstünlük saglayabilmek için özellikle ürettik!
Önemliolan, iyi tammlammebir yönteme sahip olmamizdir. Bi-
ze hangi H verilmig olursa olsun bu yöntemle H kargitt k'i bulu-
nabilir. Tk(k) ile H'i alt eder ve böylece algoritmanm gerçeklesti-
receginden daha iyisini gerçeklegtirebiliriz. Algoritmalardan da-
ha iyi oldugumuzu dügünmek, belki bizi biraz rahatlatir!

Yöntem öylesine iyi tammlanmigtir ki, H verildiginde k'i üre-
tecek bir algoritma bulabiliriz. Bu nedenle, daha fazla ayrmti-
ya girmeden önee bu algoritmamn H'e uygulanabilecegini anla-
mahy1z,* çünkü algoritma, Tk(k) = O egitlikini 'bilir',

-yoksa

bil-
mez mi? Algoritma ile ilgili antropomorfik bir terim olan 'bil-

mek' terimini, tammlamann kolaylagtirdigi için kullandim. An-
cak, algoritma, izlemesi için kendisine verdigimiz kurallari iz-
1erken, 'bilmek' iglemini yapan biz degil miyiz? Yoksa, bizzat
biz mi, beynimizin yapismdan ve çevremizden izlemek için

*Gerçekte, n'e uygulanan Turing makinesi T/n) olarak ifade etmemizi sag-
ladigi için, iglemin en zor kisen U evrensel Turing makinesinin inçasiyla ger-
çeklegtirilmigtir.
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programlammy oldugumuz kurallari izliyoruz? Konu, yalmzca
bir algoritma konusu degil, aym zamanda neyin gerçek neyin
gerçek olmadigma hüküm vermek meselesidir. Bu konulara
daha sonra tekrar dönecegiz. Matematiksel gerçek (ve onun al-
goritmik olmayan özelligi) konusu IV. Bölüm'de ele ahnacaktir.
Simdilik,en azmdan, 'algoritma'

ve
'hesaplanabilirlik' terim-

lerinin anlamlart hakkmda biraz sezgi ve ilgili konularda bir
fikir edinmig bulunmaktay1z.

Church'ün Lambda Hesabi

Hesaplanabilirlik kavrami, önemli ve güzel bir matematiksel
fikirdir. Ilk kez 1930'larda

-bu

kavram gibi temel nitelikli diger
kavramlarla birlikte

-matematik

bilimine girdigi için aym za-
manda oldukça yeni bir fikirdir ve matematigin tüm alanlanm
kapsar (Matematikçilerin çogu, yine de, bugün bile hesaplana-
bilirlik sorunlanyla kendilerini pek yormazlar diyebiliriz). He-
saplanabilirlik fikrinin gücü, kismen, bazi iyi tanunlannug ma-
tematik iglemlerinin aslmda hesapalanamaz olmasmdan kay-
naklamr (Turing makinesinin durma veya durmama problemi
gibi, öteki örnekleri IV. Bölüm'de görecegiz). Çünkü,böyle he-
saplanamaz iglemler olmasaydi, hesaplanabilirlik kavrami, ma-
tematigin ilgisini çekmezdi. Ne de olsa matematikçiler bilmece-
lerden hoglamrlar. Bir matematik igleminin hesaplamp hesap-
lanamayacagi konusunda karar vermek onlar için ilgi çekici bir
bilmece olabilir. Özellikleilginç olabilir çünkü böyle bir bilme-
cenin yamti bile hesaplanamaz niteliktedir!

Bir geyi aç1kça belirtmeliyim. Hesaplanabilirlik gerçek bir
'mutlak' matematik kavramidir. Benim tammladigim gekliyle
'Turing makineleri' aç1smdan, herhangi bir anlayigm tamamen
ötesinde soyut bir fikirdir. Daha önee degindigim gibi, Turing'in
zekice planlanmig, kendine äzgü yaklagmum karakterize eden
'bantlar'

ve
'içsel durumlar', vs. gibi kavramlara äzel bir önem

vermemiz gerekmemektedir. Hesaplanabilirlik fikrini açikla-
yan bagka yollar da vardir. Bunlardan, tarih bakimmdan birin-
eisi; Amerikali mantikç1 Alonza Church'ün, Stephen C.
Kleene'in yardmuyla geligtirdigi 'lambda hesabi'dir. Church'ün
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yöntemi Turing'in yönteminden oldukça farkh ve daha soyut-
tur. Gerçekte Church'ün dügüncelerini ifade tarsmda belirgin-
legtigi gibi aralarmda gözle görülür, 'mekanik' denilebilecek
pek az benzerlik vardir. Church'ün yönteminin ana fikri,
özünde gerçekten soyuttur- Church'ün 'soyatlama' olarak ta-
nunladig1 bir matematik iglemidir.

Yalmz hesaplanabilirligin, herhangi bir hesap makinesi kav-
rammdan bagimsiz olarak, bir matematiksel fikir oldugunn
vurguladigi için degil, matematikte soyut fikirlerin gücünü de
gösterdigi için Church'ün tasarumum lasa bir tanumm yapmak
istiyorum. Bu gibi konulara ilgi duymayan okurum, bu agama-
da, bir sonraki bölüme hemen geçebilir ve konunun akigmda

fazla bir gey kaç1rnug sayilmaz. Ancak, bu gibi okurlar bana bi-
raz daha katlanarak Church'ün tasanmmm sagladigi sihirli
ekonorniye tamk da olabilirler (bkz.Church 1941).

Bu tasanmda ilgi odagt olarak nesnelerin 'evreni' ile ilgilen-
mekteyiz ve bunu örnegin

a, b, c, d, ..., z, a', b', ... z', a", b", ..., a"', ... a"", ...

ifadesiyle göstermekteyiz; her harf bir matematik iglemini veya
fonksiyonunutemsil etmektedir (Üslüharfler, fonksiyonlan tem-
sil eden simgelerin simrsiz sayida bulunmasm1 saglar). Bu fonk-
siyonlarm 'degigkenleri', yani bu fonksiyonlarm üzerine iglem
yapt1gl nesneler, aym türden bagka geylerdir, yani onlar da fonk-
siyonlardir. Aynca, bir digerine uygulanan bir fonksiyonun 'dege-

ri'nin de yine bir fonksiyou olmasi gerekir (Church'ün sisteminde
gerçekten harika bir kavramlar ekonomisi var). Bu nedenle,

a = be
yazdigmuz zaman* 'c' fonksiyonuna uygulanan 'b' fonksiyonunun
sonueunun bir bagka 'a' fonksiyonu oldugunu kastederiz. Bu tasa-
nmda, iki veya daha fazla degigkenli bir fonksiyon fikrini ifade
etmek zor degildir. p ve q degigkenlerine bagh bir f fonksiyonunu

((fp)q

* Daha ahek oldugumuz bir ifadeyle, örnegin a = b (c) olarak yazabilirdik ama
parantezler gerçekten gerekli degildir; (fp) q ve ((fp)q)r yerine, stras1yla, (f{p))
(q)ve ((f(p)}(q)) (r) gibi son derece zahmetli formüllerden kaçmmak için paran-
tezlerden kurtulmaya ahgmakta yarar var,

I
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olarak ifade edebiliriz (q'a uygulanan fp fonksiyonunun sonu-
cu). Üçdegigkenli bir fonksiyon için

((fp)q) r

ifadesini kullanabiliriz ve bu böylece sürer gider.
Simdisira, güçlü soyutlama iglemine geldi. Bunun için Yu-

nan harfi 1 (lambda)'y1 kullanlyor ve hemen ardindan
Church'ün fonksiyonlarmdan birini temsil eden bir harf, örne-

gin x harfini ('sahte degigken' adim verdigimiz harfi) koyuyo-
ruz.

'x' degigkeninin yer aldig1 her kare-parantez, ifadenin tü-
münü izleyen herhangi bir simgenin yerini tutabilen bir 'bog-

luk' olarak kabul edilebilir. Buna göre
Ax. [fx]

yazdigimiz zaman fonksiyonun, diyelim a'ya uygulandigmda
'fa'

sonucunu verdigini anlatiriz. Bagka deyigle,
(Ax. [fx])a= fa

Bir bagka deyigle, Ax, [fx] ,'f fonksiyonundan ibarettir, yani:

Ax. [fx]= f
I

Bunlar ilk bakigta fazla bilgiççe ve önemsiz göründügü için ana
fikir gözden kaçabilir. Bu nedenle, ahgik oldugumuz okul mate- i

matiginden bir örnek alahm ve f fonksiyonunun, bir açmm si-
nüsünü almak gibi trigonometrik bir iglem oldugunu varsaya-
hm. Bu durumda 'sin' soyat fonksiyonu gu gekilde ifade edilir:

AX. [sinx ] = sin.

(x 'fonksiyonunun' bir açi olarak nas11kabul edilebilecegini me-
rak etmeyin. Kisa bir süre sonra, sayilarm bile fonksiyonlar
olarak kabul edildigi iglemler yapacagiz; ve bir aç1 da bir tür
say1dir). Bu agamaya kadar gerçekten oldukça önemsiz görü-
nebilir örneklerimiz. Fakat, 'sin' ifadesinin icad edilmemig ol-
dugunu fakat sin x için kuvvet serisi ifadesini bildigimizi far-
zedin:

x-lxamix6.
6 120
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Buna göre
sin =Ax. x

-ix34_1_g5.

L 6 120

tanunuu verebiliriz.
Herhangi bir standart 'fonksiyonel' ifadesi bulunmayan, diye-
lim 'küp almanm altida-biri' iglemini, daha da kolay, tammla-
yabiliriz:

Q =
Ax.[ix

L6 J

ve örnegin, su sonucu ahriz:

Qþ+1)=l(a+1)3=L3+L2+L+1.
6 6226

Church'ün basit fonksiyonel iglemlerinden ahnan ifadeler ko-
numuzla daha ilgili olabilir; örnegin,

Af [f(fx)]
Bu, bir bagka fonksiyona örnegin 'g' fonksiyonuna uygulandi-
imda, x'e iki kez üst üste 'g'nin uygulandigt iglemi üretir:

(Af (f(fx)])g =g (gx)
'Soyut tarzda'ifade edersek:

Af [kK. [f(fx)]]
veya kisa clarak:

Afx. [f(fx)]
Bu, g'ye uygulandigmda, g'nin iki kez tekrarlanmig fonksiyonu-
nu veren iglemdir. Ashnda bu, tam Church'ün 2 dogal sayis1 ile
özdeglestirdigi fonksiyondur:

2 = Afx.[f(fx)]

ve buna gäre (2 g) y = g (gy).Benzer gekilde, Church gu tamm-
lamalari yapar;

3 = Afx.[f(f(fx))], 4 = Afx.[f(f(f(fx)))], os.

ile birlikte
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1= Afx[fxl 0 = fx.[x]
Ashnda Church'ün 2'si 'iki kez'e, 3'ü 'üç kez'e vs. daha çok ben-
zer. Böylelikle, 3'ün f fonksiyonuna uygulanmasi, yani 3 f, 'fin

üç kez tekrarlaumasi' iglemidir. Bu nedenle 3 f'in y'e uygulan-
masi: (3f)y = f(f(f(y)))'dir.

Çokbasit bir aritmetik igleminin, örnegin l'in bir say1yla top-
lannmn, Church'ün sisteminde nas11ifade edilecegini görelim;

S= Aabc.[b((ab)c)]

S'in, Church'ün ifadesinde tammlanan bir sayiya 1 eklemesini
göstermek için, örnegimizi 3 üzerinde deneyelim:

83 = Aabc. [b((ab)c)] 3 = Mc.Kb((3b)c)J
= Mc.[b(b(b(bc)))] = 4

çünkü (3b)c = b(b(bc)).Bu ifadeler kugkusuz herhangi bir dogal
saylya uygulanabilir (Ashnda labc. [(ab) (bc)], S'in yerini
pekala tutabilirdi).

Bir say1mn ikiyle çarp1mma ne dersiniz? Bu iglem
D = labc. [(ab)(ab)c)]

ifadesiyle verilir. Örnekolarak S'e uygulanmas1yla,

D = Mbc.l(ab)((ab)c)] 3 = Mc.[(3b)((3b)c)]
= Mc.[(8b)(b(b/bc)))]= Mc.[b(b(b(b(b(bc)))))] = 6 bulunur.

Temel aritmetik iglemleri, toplama, çarpma ve kuvvetini alma
siras1yla, göyle ifade edilebilirler:

A = Afgxy.[((ft)(gx))y],
M = Afgx.[figx)],
P = Afg.[fg].

Okuyucu kendini,

(Am)n = m + n, (Mm)n = mx n, (Pm)n = nm

olduguna ikna edebilir -veya bana güvenebilir. Burada m ve n,
Church'ün iki dogal say1 için fonksiyonlari, m + n toplam için
fonksiyonu, vb.'dir. Sonuncusu en gagirtici olamdir, m = 2, a = 3
örnekleriyle bunu deneyelim:
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(P2)3 = ((Afg.[fg])2)3 = (Ag.[2g])3
= (Ag.[Afx.[f(fx)]3 = gx.[g(gx)]3
= Ax.[3(3x)] = lx.[Afy.ffff(fy))](3x)]
= Axy.[(3x)((3x)((3x)y))]
= Axy.[(3x)((3x)(x(x(xy))))]
= Axy.[(3x)(x(x(x(x(x(xy))))))]
= Axy.[x(x(x(x(x(x(x(x(xy))))))))] = 9 = 32.

Ç1karmave bölme iglemleri bu kadar kolay tammlanamaz
(Gerçekten de m, n'den küçük oldugu zaman

'm
-- n' iglemini;

m, n'e bölünemedigi zaman
'm

- n' iglemine uygulanacak bir
yönteme ihtiyacimiz var). 1930'larin baglarinda Kleene,
Church'ün sistemi kapsammda çikarma igleminin nasil yap11a-
cagmi kegfettigi zaman konuya iligkin önemli bir agama kate-
dildi. Bunu diger iglemler izledi. Sonunda, 1937 yilmda,
Church ve Turing, her hesaplanabilir iglemin (veya algoritmik

iglemin) Church ifadeleri kullamlarak
-bugünün

Turing maki-
neleri- gerçeklegtirilebilecegini (veya bunun tersi: algoritmik

iglemler kullamlarak Church'ün ifadelerinin saglanacagim)

gösterdiler.
Church'ün hesaplanabilirlik fikri ilk bakigta hesap makine-

1eriyle bagdagmiyorsa da, pratikte, özellikle güçlü ve esnek bir
bilgi iglem dili olan LISP ile Church'ün tasarimuun ana yapila-
ri arasmda siki bir baglanti vardir.

Daha önce belirttigim gibi, hesaplanabilirlik fikrini tammlamak
için bagka yõntemler de vardir. Post'un makinesi Turing'in maki-
nesine çok benzer ve hemen hemen aym dönemde fakat birbirin-
den ayri üretilmiglerdir. J. Herbrand ve Gödel, kullamgh bir he-
saplanabilirlik tammlanuglardir. 1929'da H.B. Curry ve 1924'de
M. Schönfinkel konuya biraz farkh yaklagmiglardir; Church'ün
sistemi lusmen bu yaklag1ma dayahdir (bkz.Gandy 1988). Hesap-
lanabilirlige modera yaklagimlar (Cutland'm 1980'de tammladigi
simrsiz kay1t makinesi gibi), Turing'in teorisinden ayrmtida
önemli ölçüde farkhdir. Ancak farkh yaklagimlardan hangisi be-
nimsenirse benimsensin hesaplanabilirlik kavrann aymdir.

Bagta son derece güzel ve temel olanlar gelmek üzere pek

çok diger matematiksel fikir gibi hesaplanabilirlik fikrinin de
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kendine özgü bir tür Platonik gerçekligi var gözüküyor. Gelecek
iki bölümde igte bu gizemli konuya, matematik kavramlarm
Platonik gerçekligi konusunu igleyecegiz.

1. Sifm dogal say11ar' arasma alan modern terminolojiyi kullamyorum.

2. Matematikçilerin çok iyi bildigi gibi, konumuz aç1emdan pek uygun olmasa
da, ikili, üçlü, vb. say1 gruplanm tek bir sayi gibi kodlamanm çegitli yollari var-
dir. Örnegin,1/2 (a + b)" + 3 a + b) formülü a, b dogal sayi çiftini tek bir dogal
saylyla tam olarak belirler. Deneyin!
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3. Say1 (veya komut, vs.) dizgelerine baglanacagon göstermek için herhangi bir
igaret kullanmaya gerek duymadim.11k 1 ile kargilagildigmda iglem baglayaca-
gi için girdi aç1smdan bu gerekli degildir. Ancak, ilk 1'e ulagmcaya kadar (en
solda) önceden bir elemamn çikt1 banti üzerinde ne kadar uzaga gidebilecegi
tahmin edilemiyebilecegi için, çikti açismdan höyle bir igaret gerekebilir. Sola
dogru hareketlenen uzun bir O'lar dizisine rastlansa bile bu, daha ileride bir 1'e
rastlanmayacagunn garantisi olamaz. Bu konuda çegitli görügler benimsenebi-
lir. Bunlardan birisi, çiktiyi tümüyle baglatmak için (örnekin, büzülüm yänte-
minde 6 ile kodlanmig) özel bir igaretin kullam1masidir. Fakat basitlik endige-

siyle, tammlamalanmda daha farkh bir yaklapun uygulayacagim: bantm ne ka-
darrun cihaz tarafmdan incelendigi daima 'bilinir' (yani bir tür 'iz' biraktigun
dupleyebiliriz); böylece, ilke olarak, çiktimn tümünün incelenip incelenmedigini
anlamak için sonsuz uzun bantm tümünü incelemek gerekmez.

4. Iki bantm üzerindeki bilgileri kodlamanm bir yolu, ikisi arasmda bir ara bant
b1rakmaktir. Böylece, ara bant üzerindeki tek-sayih igaretler birinci bant üzerin-

deki igaretleri gösterirken, çift-sayilar da ikinci bant üzerindeki igaretleri gäste-
recektir. Benzer bir sistem üç veya daha faz1a banta uygulanabilir. Bu yöntemin
'elveripsizligi', okuma cihazmm bant boyunca durmadan ileri/geri hareket ederek
izini belli etmek için bantm çift ve tek taraflarmda igaretler b1rakmasidir.

5. Bu yöntem yalmz, igaretli bir bantm dogal bir say1 gibi yorumlandigi duruma
uygulamr. EUC veya XN + 1 gibi özel Turing makinelerimizin sayilarun degig-
tirmez.

6. T, dogru gekilde tammlanmadig1 takdirde U, n'in ikilik ifadesinde dörtten
faz1a l'den olugan ilk diziye ulagihr ulagilmaz n say1s1 sona ermig gibi igleme
devam edecektir. Dizinin geriye kalan kismen m ile ilgili bantm bir kismi gibi
okuyacak, böylece anlams12 iglem yapmay1 sürdürecektir! Istenirse bu durum,
n'in aç11nny ikilik sistemde ifade edilmesini saglamak suretiyle önlenebilir. Za-
valh U evrensel Turing makinesinin U'nun tammim daha fazla karmagiklagtir-
mamak için hunu yapmamay1 tercih ettim!

7. u'nun ikilik sisteme dayah tammmdan onluk sisteme dayah geklini çikardigi
için David Deutsch'a minnettarim. uhn bu ikilik degerinin gerçekte bir evrensel

Turing makinesi ürettigini dogrulamak için yaptigi çahgma için de kendisine min-
nettarim. uhn ikilik sisteme göre degeri apagidaki gibidir:

10000000010111010011010001001010101101000110100010100000110101001101000101
01001011010000110100010100101011010010011101001010010010111010100011101010
10010010101110101010011010001010001010110100000110100100000101011010001001
11010010100001010111010010001110100101010000101110100101001101000010000111
01010000111010100001001001110100010101011010100101011010000011010101001011
01001001000110100000000110100000011101010010101010111010000100111010010101
01010101011101000010101011101000010100010111010001010011010010000101001101
00101001001101001000101101010001011101001001010111010010100011101010010100
10011101010101000011010010101010111010100100010110101000010110101000100110
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01000100101110101010000111010100101011010010101010000110100000101001101000
00001110100000100100111010010110100100010100101101010100110100010100100101
10101010011010001010100010110011010100100101110101010011010001010101010110
01101010001010101100110100100010101010111010001000111010010010101010101101
00101001010001101001000000101110100000110101010010101010110100101010110100
10001000101110100010101011010100000101011010001000001101001000101011010000
10011101010010101010101110100101101001001000101011001101001001001010101110
10011010010010010101101001011010010010010010110100101101001001010001011001
10100100101001010111010001010111010010010111001101001001010100101110011010
01010001010101110100010001110100001010010110100101000101110100101000101011
01000100111010010100010010111010001001110100101001000101110011010010001000
11101000100111010010100101010111001101001010000011100110101010101011010000
00011101001010100101010111010010001110100101010010101110011010000101001001
10011010100000110100000001110100101010100101011100110101000100001101000000
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Evinde yeterli kapasitede bilgisayan olan ve yeni geyleri denemekten hoëlanan gi-
rigimei okurlanm, metinde verilen tammlamalari kullanarak, yukandaki kodu çe-
gitli ve basit Turing makinesi sayllarma uygulayarak, söz konusu kodun gerçekten
bir evrensel Turing makinesi'nin uygulanmasun verdigini kontrol edebilirler!
Bir Turing makinesi için farkh bir tanun uygulayarak u'nun degerini azaltmak
mümkün olabilirdi. Örnegin,STOP komutunu kaldinr ve yerine, makinenin
içinde bulundugu bir içsel durumdan sonra 0 içsel duruntuna her giriginde dur-
masun saglayan bir kural konulabilir. Bu yöntemle pek baçanh sonuç alma-
maz (belki hiç sonuç ahnamaz). Amacimiz için en iyi sonaç, bantlan 0 veya 1
digmda igaretlerle igaretlemekle almabilir. Görünügte çok kisa kodlamah ev-
rensel Turing makineleri literatürde tanunlanmig olmakla birlikte bu kisahk
yamlticidir, çünkü genel olarak Turing makineleri son derece karmagik kodla-
ma sistemlerine bagimhd2rlar.

8. Bu ün1ü sav ile ilgili teknik olmayan konular için, hkz. Devlin (1988).
9. Yukandaki yõntemi tekrar tekrar uygulamak suretfyle bu geligtirilmig al-
goritmayi da kuçkusuz alt edebilirdik. Elde edecegimiz bilgiyi, algoritmam1z1
daha da geligtirmek için kullanabilirdik; fakat, yeniden geligtirilen bu algorit-
manm da üstesinden gelebilirdik ve bu böylece sürüp giderdi. Bu tekrarlayic1
yöntemin bizi hangi noktaya götürecegi Gödel'in teoremi çerçevesinde ele
ahnacaktir. (Bölüm IV, s. 130-131)
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III. Bölüm
Matematik ve Gerçek

Tor'Bled-Nam Ulkesi

Çokuzaklardaki bir ülkeye yolculuk etmekte oldugumuzu

hayal edelim. Bu ülkeye Tor'Bled-Nam adim verelim. Uzaktan
alg11ama cihazimizm aldigt sinyal imdi önümüzdeki ekranda
belirdi (Sekil3.1):

Sekil3.1 Garip bir ülkeden ilk görüntüler.

Bu ne olabilir? Garip görünüglü bir böcek mi? Yoksa, belki de dag-
lardan inen akarsularm karigtigi, sulari koyu bir göl mü? Veya ci-
varmdaki gehir ve köylere yollar uzanan yollarlyla büyük ve tuhaf
bir gehir mi? Belki de bir adadir. Eger buysa, o zaman yakmmda

bir kita bulabilir miyiz diye bir bakalun. Bunun için algdama ci-

hazim1zm büyütmesini onbeg kez küçülterek iyice "kugbakigi" bir
görüntü elde etmeliyiz. Îgtetüm ülke ekranda göinidü (Sekil3.2).
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.Sekil 3.1 gekil 3.4

Sekil3.2 Bir bütün olarak Tor'Bled-Nam.
Diger gekillerde büyutülen bölgeleroklarm hizasmda buluamaktadir.

Bir önceki resimdeki 'ada', bu yeni resimde bir nokta gibi kaldi.
Adadan çikan çizgilerin hepsi (yollar,nehirler, köprüler?) sade-
ce biri hariç hepsi kesildi. Adamn sagmdaki görüntünün tam
ortasmdan ç1kan bu tek uranti, yeni resimde sagdaki büyük
gekle baglanmaktadir. Bu büyük gekil ilk gördügümüz adaya
çok benzemektedir, ancak bazi farklar yok degildir. Görüntüyü
bu yeni geklin kiyi çizgisi üzerine odaklarsak pek çok yuvarlak
girinti çikmti görürüz. Bu yuvarlak ç1kmtilar üzerinde de ben-
zer minik çikmt11ar bulunmaktadir. Her küçük ç1kmti bir nok-
tada daha büyük ç1kmtiya baglanmakta, çikmti üstüne çikmti
yigilmaktadir. Görüntü netlegtikçe, bu yapidan mini mini bir
y1gm çizginin diga çiktigirn görürüz. Her bir çizgi belli nokta-
larda çatallanmakta ve çok kez delicesine kivnhp bükülmekte-
dir. Belli noktalarda alg11ama eihazmm çözümleyemedigi dü-
güm noktalan fark edilmektedir. Artik anlagihyor ki bu cisim
ne bir ada, ne bir kita ve ne de bir gezegen yäzeyidir. Belki de
canavar bir böcege bakmaktayiz ve gördüklerimiz daha anakarnmdan aynlmanny yavrularidir.
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Yaratigimizm çikmtdarun anlamak için alg11ama cihazimi-
zm büyütmesini on kez kadar artirarak yakmdan inceleyelim.
(Sekil3.2'de Sekil3.3 olarak belirtilen yer)

Sekil3.3 "Begli"yaplya sahip bir çikmtL

I

Ç1kmti,,bütünolarak, sadece baglanti noktasi digmda, yarati- I
gmkendisine büyük bir benzerlik göstermektedir. Dikkat eder- I
seniz, belli noktalarda, begli teller biraraya gelmektedir. Belki
de bu uzantmm belli bir "begli"

yapis1 var (Tipki en üstteki çi- i
kmtirna "üçlü"

yapis1 gibi). Gerçekten de bir sonraki daha kü-
çük boyuttaki ç1kmtiya yakmdan bakmea "yedili"

yap1 buluruz;
daha sonra

"dokuzlu" bir yapi belirir ve bu, ikiger ikiger artan,
tek tam sayilarla karakterize edilen yapilarla böyle devam
eder. @imdide ekil 3.2'ye göre büyütmeyi on kez artirarak
sagdaki büyük yariktan iyiee içeri girelim (Sekil3.4).
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ekil 3A 'Denizativadisi' sag alt kögede göränüyor.

Daha pek çok minik ç1kmt11arm varhgim ve bunlarm ipliksi
uzantilarun görürüz. Sag tarafta, artik "denizati vadisi" diye
adlandiracagimiz bölgede, minik "denizati kuyrugu" geklinde
spiraller farkederiz. Büyütmeyi yeteri kadar artinrsak aym
bölgede çegit çegit "deniz gülleri" veya çiçek görünümünde ki-
simlar buluruz. Belki de gerçekten burasi egzotik bir kiyi geri-

di, örnegin her noktasmdan bin bir çegit canh figkiran bir mer-
can adasidir. Çiçekgibi görünen geylerin herbirisinin, büyüt-
meyi daha da artirmca, pek çok minik fakat çegitli uzantilar ve
spiral kuyruklardan olugan inamlmaz derecede karmagik yap1-
lar olduklan ortaya ç1kar. Denizati kuyruklarmdan büyûkçe
bir tanesine (29'lu bir ç1kmtiya bagh olanma) biraz yaki'ndan

bakahm! Eger büyütmeyi yaklagik 250 kez artirirsak Sekil
3.5'deki spiralle karplagmz. Demek ki baktigimiz basit bir
kuyruk degil, ileri geri kivnlan sayisiz minik spirallerden, ah-

tapot, denizati görünümündeki bölgelerden ibaret karmagik bir



Sekil3.5Bir denizata kuyrugunun yalon gõrüntüsü.

gekilmig. Pek çok yerde, tam iki spiralin birbirine degdigi nok-
tada, bir yap1 bulunmaktadir. Bunlardan bir tanesine büyüt-
meyi 30 kes artirarak bakalun. Tam ortadaki o tamdik gekli gä-
rüyor musunuz? Sekli6 kez daha büyütünce, (Sekil3.7) bagtan

$ekil3.6 Iki spiralin baglantinoktasuun büyütülmüg hali. Tam merkezde minik bir yav-
runun varhgi görülmekte.
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Sekil3.7 Gärüntüsü büyütülünce yavrunun ana yap1ya benzerlišiortaya çiktyor.

beri incelemekte oldugumuz yapimn ayms1 bir yavru yaratik
daha çikti kargim1za. Eger daha yakmdan bakarsak, bundan çi-
kan tellerin esas yapidakilerden biraz farkh oldugunu görürüz;
daha bir kivrimhdirlar ve daha ötelere uzanmaktadirlar. Yine
de küçük yaratik, atasmdan pek farkh degildir; hatta a agi yu-
kari eg konumlarda kendi yavrularma sahip oluncaya kadar.
Büyütmeyi artirarak bu yavrulari yakmdan inceleyebiliriz. To-
runlarm da ortak atalarma benzediklerini görür ve artik bunun
sonsuza dek böyle sürüp gidecedine inamriz. Alg11ama cihazi-
m1zi giderek artan büyütme güçlerine ayarlayarak bu olaga-
nüstü Tor'Bled-Nam ülkesini istedigimiz kadar yakmdan arag-
tirabiliriz. Burada sonsuz bir çegitlilik buluruz: Ïki bölgenin
hiçbiri bir digerinin tipatip ayms1 degildir -ama daha ilk bakig-
ta belirgin bir ortak yapi da vardir. O tamdik böceksi yaratik-
lar giderek küçülen boyutlarda tekrar tekrar kargimiza ç1k-
maktadirlar. Her seferinde civardaki telsi yapilar bir önce gör-
dügümüzden farkhdtr ve bizlere inamlmaz karmagikhkta fan-
tastik yeni manzaralar sergilerler. Rastladigimiz bu garip, de-
gigkenve çahane ülke nedir? Kugkusuz pek çok okuyucu bunu
zaten bilmekte. Fakat bilmeyenler de olabilir. Bu dünya Man-
delbrot kümesi diye bilinen soyut bir matematiksel yapittan
bagka bir gey degildir. Sekil,kugku götürmeyen karmagikhgma
kargm, inamlmaz derecede basit bir kural tarafindan yarat11-
maktadir. Bu kurah açikhyabilmek için önce kompleks sayda-
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rm ne oldugunu aç1klamam gerekecek. Bu aç1klamayi burada
yapmak uygun, çünkü ileride kompleks say11ara tekrar gereksi-
nim duyacag1z. Kompleks sayilar, kuantum mekaniginin yapisi
için mutlaka gereklidirler ve bu nedenle içinde yagadigimiz
dünyamn iglevlerinin temelini olugturarlar. Ayrica, matemati-

gin büyük mucizelerinden birisi de kompleks sayilarm varhgi-
dir. Bir kompleks sayuun ne oldugunu aç1klamak için önce oku-
yucuya

'reel say1'nm ne demek olduguna hatirlatmahyrn. Bir
de, reel (gerçek) say1 kavram1 ile 'gerçek dünya'mn gerçekligi
arasmda nas11 iligki kurulduguna deginmek yararh olacaktir.

Reel Say11ar

Dogal sayilarm

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, ...

ile gösterilen tam say11ar oldugunu hatirlayahm. Bunlar, say1-
lar arasmda en temel ve basit olanlardir. Aym türden cisimler,

dogal sayllar kullamlarak sayilabilir: Tarlada otlayan yirmiye-
di koyun, çakan iki gimgek, oniki gece, bir kelime, därt laf, sif1r
yeni fïkir, bir hata, alti eksik, iki yön degigimi, vb. geylerden
konugabiliriz. Dogal say11ar toplanarak veya çarpilarak yeni do-
gal say11ar bulunabilir. Geçen bölümde verdigimiz genel algorit-
ma tartigmasima konusu dogal say11ard1.

Ancak, bazi önemli iglemler bizi, dogal sayilarm digma çik-
mak zorunda birakabilir. Bunlaria arasmda en basiti çikarma
iglemidir. Bu iglemi tammlayabilmek için eksi sayilar gerekli-
dir. Bu amaçla tüm tam say11an veririz:

...,

-6, -5, -4, -3, -2, -1,

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,. . .

Elektrik yükü, banka hesabi, tarih*, vb. bazi geyler ancak bu
tür sayilarla ifade edilebilir. Ancak, tam sayilann kullammi da
hâlâ yeterli degildir, çünkü bir tam say1yi bagka bir tam say1ya
bölemeyiz. Bunun için kesirlere, bagka bir deyigle, rasyonel sayr-
lara gerek duyanz:

0, 1,
-1,

1/2,
-1/2,

2,
-2,

3/2,
-3/2,

1/3, . . . .

* Gerçekte, sifir yll kullamlmadigt için, tarihlerle ilgili normal uygulamalarda
buna geregince uyulmaz.
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Bu sayllar sonlu aritmetik iglemleri için yeterlidir, fakat pek
çok problem için bundan da öteye geçip sonsuz veya limit iglem-
leri tammlamak zorunda kahriz:

ñ = 2 {(2/1)(2/3)(4/3)(4/5)(6/5)(6/7)(8/7)(8/9)...)
ve

n = 4(1 - 1/3 + 1/5 - 1/7 + 1/9 - 1/11 +
...).

Bu ünlü ifadelerin birincisi Îngiliz matematikçisi, dil bilgini ve
gifre uzmam John Wallis tarafmdan 1655'de, ikincisi ise, Iskoç
matematikçisi ve astronomu (ve ilk yansitmah teleskopun mu-
cidi) James Gregory tarafmdan 1671'de bulunmugtur. Aynen a
gibi, bu gekilde tammlanan sayllar, rasyonel olmak zorunda de-
gillerdir(Yani, n ve m ¢ 0 tamsayilar olmak üzere n/m geklin-
de yazilamazlar). Böyle sayilari içerebilmesi için, sayi sistemi
genipletilir. Bu genigletilmig say1 sistemine reel (gerçek) say1
sistemi denir.

Ondahk gösterimde
-583.70264439121009538...

gibi sonsuz haneli say11ar reel sayilardir. Bu gösterimde x say1s1
= 3.14159265358979323846...

olarak gösterilir.
Bu gekilde gösterilen sayilar arasmda

2 = 1.41421356237309504...
gibi arti kesirli sayilarm karekökleri (veyaküpkökleri, dördün-
cü kökleri, vb.), veya x sayismm Isviçreli büyük matematikçi
Leonhard Euler tarafindan bulunan

n=4{6(1+1/4+1/9+1/25+1/36+...)}.

gösterimi de vardir.
Reel sayilar, aslmda, gündelik hayatumzda her an kargmuza

ç1kan, en çok kullandigimiz sayi türüdür. Ancak, çoklukla bu
say1lar1 yaklagik olarak ele ahriz; bir kaç basamaga kadar aç1-
hmlarun kullanmakla yetiniriz. Diger taraftan, matematiksel
önermelerde reel sayilart kesin olarak belirlemek gerekir ve bu
durumda sonsuz basamakh ondahk aç11anda veya x için Wallis,
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Gregory ve Euler tarafindan verilenlere benzer sonsuz mate-
matik aç1hmlara gerek duyanz (Buradaki reel sayi tariflerinde,
normal olarak, ama sadece ahgkanhk nedeniyle, ondahk açihm-
lan kullanacagun. Bir matematikçi için reel sayllan gösterme-
nin bundan daha uygun yollar1 vard1r, fakat bun1ari burada dü-
günmemiz gerekmiyor).

Tam bir sonsuz aç1hm bulunamiyacagru sanabilirsiniz, fakat
gerçek bu degildir. Basit bir örnek olarak qu sonsuz dizgeyi ala-

hm:
1/3 - 0.333333333333333...,

Burada noktalar 3'lerin sonsuza kadar eklendigini göstermek-
tedir. Her kesirli say1 tekrar eden bir ondahk açihma sahiptir.

Örnegin,
93/74 = 1.2567567567567567.

sayismm açihmmda 567 dizisi sonsuza dek tekrarlarnr, fakat
kesirli say1 tam olarak da ele ahnabilir. Diger taraftan

0.220002222000002222220000000222222220...

aç1hm1 irrasyonel bir sayly1 tammlar ve bu say1 kugkusuz kendi
bütünlügü içerisinde ele ahmr (0'lar veya 2'ler dizisi her keresin-
de belli bir oranda uzamaktad1r). Bunlara benzer daha pek çok
örnek verilebilir. Her bir durumda tatmin olmamiz, aç1hmi
gerçekleptirmek için gerekli kuralm bilimnesine baghdir. Birbiri-
ni izleyen her basamaktaki rakami veren bir algoritma varsa, bu
algoritma bize tam bir sonsuz ondahk aç1hm1 dügünebilmenin
yolunu açar. Açihmlari bir algoritmayla verilebilen reel say11ara
hesaplanabilir sayilar denir (bkz. s. 59-60) (Iki tabamnda açihm
yerine, diyelim 3 tabamm kullaumamn bir önemi yoktur. Yuka-
ridaki anlamda 'hesaplanabilir' sayilar hangi taban kullamhrsa
kullamlsm aym sayilardir). Burada inceledigimiz x ve /2reel sa-
yllari, hesaplanabilir sayilarm birer örnegidir. Herbiri için kural
vermek biraz karmagik olabilir ama ilke olarak zor degildir.

Ancak, bu anlamda hesaplanabilir olmayan pek çok reel say1
bulunmaktadir. Bir öneeki bölümde gayet iyi tammh olmakla
birlikte hesaplanamayan dizgelerin varhgim gösterdik. Ornek
olarak, gu ondahk aç1hm1 dügünebiliriz: n'inci basamaktaki ra-
kam, n say1si üzerine iglem yapan n'inci Turing makinesi du-



98 . Matematik ve Gerçek

rursa 0, durmazsa 1 ahnsm. Genelde, bir reel say1 için sadece
bir sonsuz ondahk açihmm varhgim isteriz. n'inci basamagi ve-
ren bir algoritmamn bulunmasmi, ya da n'inci basamaga kona-
cak rakam1 tammlayan bir kurahn belirlenmesini istemeyiz.°
Hesaplanabilir sayilarm kullammmda gerçekten tuhafhklar
vardir. Sadece hesaplanabilir sayllarla ugrag1yor olsaydik bile
iglemlerimizin tümü hesaplanabilir olmayabilirdi. Ornegin, iki
hesaplanabilir sayimn bir digerine egit olup olmadigma karar
vermek bile genelde hesaplanabilir bir iq degildir. Bu tür usa-
vurmalar için daha çok tüm reel sayllari ele almay1 tercih ede-
riz; dolayisiyla ondahk aç1hmlar sadece birer hesaplanabilir
dizge olmak yerine herhangi bir gey olabilirler.

Son olarak, sonsuz sayida 9 rakam1yla biten bir ondahk açi-
hmla verilen bir reel say1 ile sonsuz sayida 0 ile biten ondahkh
açillma sahip bir reel say1 arasmda egitlik kurulduguna igaret
etmek istiyorum:

-27.1860999999...

-

-27.1861000000...

Kaç Tane Reel Say1 Var?

Rasyonel sayilardan reel sayilara geçerken yapilan genelle-
menin ne kadar genig kapsamh oldugunu anlamak için burada
biraz ara verelim.

Îlk bakigta, dogal sayilardan daha fazla tamsayi bulundugu
dügünülebilir, Çünküher dogal say1 aym zamanda bir tamsay1
oldugu halde, bazi tamsay11ar (yani, eksi sayilar) dogal say1 de-
gildir. Benzer olarak, kesirli say11arm tamsayllardan daha çok
oldugu dügünülebilir. Ancak, durum hiç de böyle degildir.
1800'lerin sonlarinda, çok özgün dügüncelere sahip,. Alman
asilh Rus matematikçisi Georg Cantor'un öne sürmüg oldugu
güçlü ve güzel sonsuz say11ar teoremine göre, kesirli sayilarin
da, tam sayllarm da, dogal sayilarm da toplam sayis1 Re (alef
sifir) ile gösterilen aym sonsuz sayidadir (Buna benzer bir fik-
rin, 250 yil kadar önce, 1600'lerin bagmda büyük Îtalyan fizik-
çisi ve astronomu Galileo Galilei tarafindan ifade edilmig ol-
masi ilginçtir. Galileo'nun diger bazi buluglarma V. Bölüm'de
tekrar deginecegiz).
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Tam say11arm adeti ile dogal sayilann adetinin aym oldutunu
görmek için aralarmda agagidaki gibi 'bire-bir egleme' yapihr:

Tam sayilar Dogal say11ar
0 e 0

--1

<-> 1
1 e 2

-2

e 3
2 <-> 4

-3

<-> 5
3 e 6

-4

e 7

-n

e 2n-1
a <-> 2n

Bu listede, sol koldaki her bir tam say1 ile sag koldaki her bir
dogal sayi sadece ve sadece bir kez geçerler. Cantor'un teore-
minde böyle bir bire-bir eglegmenin varhgi, sol koldaki nesnele-
rin adetinin sag koldaki nesnelerin adeti ile aym oldugunu gös-
terir. Böylece, tamsayllarm adeti, gerçekten, dogal sayilarm
adetine egit olmaktadir. Burada bu say1 sonsuz ç1k1yorsa da, bu
önemli degildir (Sonsuz sayilarm kullammi nedeniyle kargilag-
tigmuz tek tuhafhk, yukaridaki listenin bir yamadan bazi ele-
maalari çikarsak bile, iki sütun arasmda hâlâ bire-bir egleme
yapabilmemizdir). Benzer olarak, ama biraz daha karmagik bir
biçimde, kesirli say11ar ile tamsayilar arasmda da bire-bir egle-
me kurabiliriz (Bunun için, verilen bir kesirli sayimn pay1 ve
paydasmdan olugan çifti, tek bir dogal saylyla göstermenin yol-
larmdan herhangi birini seçebiliriz; bkz. IL Bölüm, s. 50-51)
Dogal say11arla bire-bir eglenebilen kümelere 'sayilabilir' decir.
Sayilabilir kümelerin eleman sayisi No'dir. Tamsay11ar kümesi
gibi, kesirli sayilar kümesi de sayilabilir.
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Eleman adeti sayllamayan kümeler var midir? Dogal say11ar-
dan tam sayllara, oradan da kesirli sayilara geçerken, sayi sis-

temimizi genigletmig olduk ama gerçekte eleman say1si artmig
olmadi. Tüm bu durumlarda elemanlarm sayilabildigini gör-
dük. Belki de okuyucu tüm sonsuz kümelerin sayilabildigi izle-
nimini edinmigtir bile. Ama daha degil, çünkü reel say11ara ge-
çildiginde durum çok farkhdir. Cantor'un en kayda deger
bagarilarmdan birisi, kesirli say11ardan daha çok reel say1mn
varhgim kamtlamig olmasidir. Cantor'un yöntemi II. Bölüm'de
bahsi geçen ve Turing'in de, Turing makinelerinin durma prob-
leminin çäzümsüzlügünü kamtlamak için kullanmig oldugu kä-

gegen çizik yöntemidir. Turing'in kamti gibi, Cantor'un kamti
da olmayana ergi (reductio ad absurdum) üzerine kuruludur.
Diyelim ki kamtlamak istedigimiz sonuç yanhgtir; yani, reel sa-
yllar kümesi sayllabilir. Öyleyse0 ve 1 arasmdaki reel sayllar
da say11abilir ve bu say11arla tamsayilar arasmda bire-bir e le-
me kuran bir liste olugturulur:

Dogal sayilar Reel Sayilar
0 e 0.10357627183...
1 e 0.14329806115...
2 e 0.02166095213...
3 e 0.43005357779...
4 e 0.92550489101...
5 <--> 0.59210343297...
6 e 0.63667910457...
7 e 0.87050074193...
8 e 0.04311737804...
9 e 0.78635081150...

10 e 0.40916738891...

Kogegenin üzerindeki rakamlari koyu yazdim. Bu rakamlar,

yukardaki liste için s1rasiyla 1, 4, 1, 0, 0, 3, 1, 4, 8, 5, 1, ... bulun-
mugtur. Kögegen yöntemi, ondahk açihmmm her hanesi yukari-
daki dizide yer alan rakamlardan farkh olan 0 ile 1 arasmda bir



reel sayly1 yazmaktan ibarettir. Bunu daha açik belirtmek için,
diyelim ki kögegen üzerindeki rakam 1 degilse o haneye 1 yaza-
hm, 1 ise o haneye 2 yazahm. Böylece yukandaki listeden

0. 2121112111 2...

reel sayisi bulunur. Bu reel sayi listede yoktur çünkü virgülden
sonra L hanedeki rakam, listenin 1. sayismm 1. hanesinden
farkhdir; 2. hanesindeki rakam 2. sayismm 2. hanesinden, 3.
sayinm 3. hanesinden, vb. farkhdir. Bu bir çeligkidir, çünkü yu-
kardaki listenin, 0 ile 1 arasmdaki bütün reel sayilan içerdigini
kabullenmigtik. Bu çeligki, göstermek istedigimiz sonucun ka-
mtidir. Yani, dogal say11arla reel sayilar bire-bir eglenemezler;
dolayis1yla, reel say11arm sayisi kesirli sayilardan daha çoktur
ve say11amazlar.

Reel say11arm adedi C ile gösterilen sonsuz sayzdsr. Bu sayi-
ya neden E 1 denmedigi sorulabilir. Gerçekten R 1 sayisi ae'dan
büyük bir souraki sonsuz

.say1yt göstermektedir ve C = Et egit-
liginin dogru olup olmadigimn kamtlanmasi henüz çözülmemig
bir problemdir ve süreklilik varsayanu adi verilmektedir.

Öte yandan hesaplanabilen sayllarm saydabilir olduklanm
hatirlayahm. Bunlan saymak için, reel sayilann her birini üre-
ten Turing makinelerini siraya koyup saymam1z yeterlidir. Lis-
tede zaten bulunan bir reel say1y1 üreten Turing makinesini lis-
teden çikarmak isteyebiliriz. Turing makineleri sayilabilir ol-
duguna gäre, hesaplanabilir reel sayilar da sayilabilmelidir.
Neden bu listeye kögegen yöntemini uygulay1p listede bulun-
mayan yeni bir hesaplanabilir sayi bulamayiz? Bunun yamt1
genelde, bir Turing makinesinin listede bulunnp bulunmadigi-
na hesaplanabilir bir gekilde karar verilememesidir. Karar ve-
rilebilmesi, durdurma problemini çözebilmemize baghdir. Bazi
Turing makineleri bir reel saymm ondahk basamaklanm tam
verirken takihr ve artik bagka bir ondahk basamak vermezler
(çünkü, yamt vermek için duramazlar). Hangi Turing makine-
sinin böyle tak11acagim önceden hesaplayarak söylemenin yolu
yoktur. Durdurma problemi adi verilen problem temelde budur.
Dolayis1yla, kögegen yöntemimiz bir reel say1 vermekle birlikte
bu sayi hesaplanabilir bir say1 degildir. Aslmda bu tartigmayl,
hesaplanamaz say11arm varhgim, kamtlamak için kullanabilir-
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dik. Turing'in önceki bölümlerde deginilen algoritmalarla çözü-
lemiyen problem simflarmm varhgim gösteren tartigmasi, tam
olarak, bu uslamlamay1 izler. Kögegen yönteminin bagka uygu-

1 lamalarim ileride görecegiz.

Reel Sayllarm 'Gerçekligi'

Hesaplanabilirlik kavrammi bir yana birakirsak, reel sayila-
ra

'gerçek' denmesinin nedeni, uzakhk, açi, zaman, enerji, si-
cakhk, vb. pek çok geometrik ve fiziksel ölçüm sonucunun reel
sayilarla verilmesinden kaynaklamr. Ancak, soyut tammlan-
ung reel sayilarla fiziksel nicelikler arasmdaki iligki hiç de sa-
mldigi kadar açik degildir. Reel sayllar, herhangi bir gerçek fi-
ziksel somut nicelik yerine bir matematiksel ideallegirmeye da-
yamrlar. Örnegin,reel sayllar sisteminin bir özelligi, ne kadar
yakm olursa olsunlar herhangi iki sayimn arasmda üçüncü bir
saymin mutlaka bulunmasidir. Fiziksel uzakhklar ya da za-
maalar için bu özelligin dogrulugu pek de açik degildir. Îki nok-

ta arasmdaki fiziksel uzakhgi daha küçük parçalara ay1rmaya
baglarsak, bir süre sonra öyle küçük bir mesafe ölçegine ulagi-

riz ki, bilinen anlamda uzakhk kavramimn kendisi anlamun yi-

tirir. Bir atom-alti parçacigm boyutunun 10"'de birine* egit 'ku-

antumlu gravitasyon' ölçeginde beklenen budur. Ama reel sayi-
larla, bu mesafe ölçeginden çok daha küçüklerine, gerçek boyu-
tunun 10"°'de birine, 10""'de birine veya 10

"'°°'de
birine ve da-

ha küçük boyutlara kadar gidebilmeliydik. Benzer nitelik, çok
küçük zaman arahklari için de geçerlidir.

Fizikte reel say1 sisteminin kullammi, fiziksel usakhk ve za-

man kavramlarlyla büyük bir arahkta uyum saglanmas1mn ya-
m sira matematiksel kullamghhgi, basitligi ve güzelligi nede-
niyledir. Bu seçim, bütün bu fiziksel kavramlarla her arahkta

uyum saglayahm diye yapilmannytir. Çokküçük mesafe ve za-
man ölçeklerinde böyle bir uyum beklenmez bile. Mesafe ölç-
mek için bildigimiz cetveller kullamhr ama bu cetveller atomla-

*10" ile l'den sonra 20 adet sifir konarak bulunan 100000000000000000000 sayisi gös-
terilir.
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rmm boyutu düzeyinde, taneli bir yapida görüneceklerdir. Salt
bu neden, reel sayilari ölçüm sonuçlarmi vermek için kullan-
mamiza engel olamaz. Fakat böyle küçük mesafeleri ölçerken
çok daha büyük dikkat gerekir. En azmdan çok küçük mesafe
ölçeklerinde temel ilkelerde bir zorlukla kargilagmayacagumz-
dan kugkuya dügebilirdik. Neyse ki Doga bize gerçekten iyi
davranm19; günlük veya daha büyük ölçeklerde kullanmaya
ahytigumz reel sayilar, atomlardan bile çok daha küçük ölçek-
1erde kullamhghhklarim koruyorlar. Reel sayilarm kullammi,
bir elektron veya proton boyutunun yüzde birine kadar kesin-
likle, 'kuantumlu gravitasyon ölçeginde', yani bu atom-alti par-
çaciklarm boyutundan yirmi mertebe küçük ölçeklerde ise, bü-
yük olasihkla geçerlidir. Bu, deneyime dayah olaganüstü bir
genellemedir. Öteyanda, reel sayilarla ölçülen mesafe kavrann
en uzak kuasarlara ve daha ätelere kadar geçerli görünmekte-
dir. Böylece en az 106 veya 10 veya daha büyük bir arahk ta-
ranmig olmaktadir. Reel say1 sisteminin uyganlugu çogu kez
sorgulanmaz. Bu say11arm uygunlugu üzerine ilk deneyimleri-
miz ashnda böyle çok simrh bir arahkta kalmasma kargm, reel
sayilarm, fiziksel olgularm dogru bir tammim vèrdigine neden
bu kadar güven duyulur? Bu gliven, belki hakh olmamakla bir-
likte (ve çok kez açikça belirtilmemesine karym), Dogamn ola-
ganüstü matematiksel bütünlügüne olan inancimizla birlikte,
reel say1 sisteminin mantiksal güzelliginden, tutarhhämdan ve
matematiksel gücünden kaynaklamyor olmah.

Kompleks Sayllar

Reel sayi sisteminin matematiksel etkinligi ve gikhgimn yam
sira, örnegin, karekökü almabilen bir saymm mutlaka arti bir
say1 veya sifir olmasi gerektigi, eksi say11arm karekökünün ah-
namamasi gibi bazi olumsuz özellikleri vardir. Fiziksel dünyay-
la dogrudan iligki kurabilmek sorusunu bir an için bir yana bi-
raksak bile, matematik yönünden arti say11arm oldugu gibi eksi
sayilarm da karekökünün almabilmesi çok yarar saglar.

-1

sa-
y1smm karekökünün varoldugunu kabul edelim veya böyle bir
say1yi icat edelim. Bu sayly1

'i' simgesiyle gösterdigimiz zaman
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i" =
-1

egitligi elde edilir. Dogal olarak, i niceligi reel bir say1
olamaz, çünkü herhangi bir reel sayima kendisiyle çarpum (ya-
ni, karesi) mutlaka sifirdan büyük (veyasay1 sif1rsa, sif1ra egit)
bir reel say1dir. Bu nedenle, kareleri eksi olan sayilara sanal
sayilar da denir. Oysa, bu sayllarm da, kullanmaya ahgik oldu-
gumuzreel say11ar kadar gerçek olduklarim önemle vurgula-
mak gerekir. Daha önce degindigim gibi, reel sayilarla fiziksel
gerçeklik arasmdaki iligki, dogadan açik bir a priori dogrulan-
masi gelmeyen sonsuz küçük bir matematiksel idealleytirme
içerir ve ilk bakigta göründügü gibi ne açik ne de zorlayicidir.

-1

sayisimn karekökünü bulduktan sonra, tüm reel sayilarm
karekökünü bulmak büyük bir çaba gerektirmez. a bir arti say1
ise, i x Vasay1si

'-a'

sayisom bir kareköküdür (Ötekikarekök
-i

x Ñasayisidir). Peki i say1smm kendisinin de karekökü var
nudir? Kugkusuz vardir. Hemen saglamasim yapahm:

(1 + i)/Ñ2
sayisimn (vebunun eksi igaretlisinin) karesi i e egittir. Bu say1-
mn karekökü var nudir? Yanit yine evet olacakt1r:

(1+ 1/V2) (1- 1/V2)

sayismm ve bunun eksi igaretlisinin kareleri gerçekten (1+i)/92
verir.

Bu tür nicelikleri olugtururken reel ve sanal sayilari topla-
maya ve elde ettigimiz say1mn herhangi bir reel saytyla çarpi-
mma

-veya sifirdan bagka say11arla bölümüne- (çünkübu sayi-
mn bir bölüsüyle çarpim demektir) izin verdigimize dikkat ede-
lim. Sonuçta bulunan sayilara kompleks saytlar denir. Bir
kompleks sayi,

'a'

ve
'b' reel sayilar olmak üzere

a + ib

geklindedir. a'ya kompleks saymm reel krsms, b'ye ise sanal
kism denir. Iki kompleks say1yi toplamak veya ç1karmak için
i2 =

-1

kabulü altmda, okulda ögrendigimiz cebir kurallari iz-
lenir:
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(«+ib) + (c+id) = (a+c) + i(b+d)
(a + ib) x (c + id) = (ac - bd) + i (ad + bc)

Îçte gimdi dikkate deger bir geyler oluyor! Bu yeni say1 siste-
mini bulmaktan amacimiz her zaman karekök alabilmektir.
Gerçi henüz aç1k olarak görülmüyor ama bunu yapabiliyoruz.

Çokdaha fazlasim da yaplyoruz. 18. yüzyilda yagamig büyük
matematikçi Leonhard Euler'in gösterdigi gibi, küp kökleri, be-
ginci kökleri, doksan dokuzuncu kökleri, it'inci kökleri, (1+i)'nci
kök1eri zahmetsizee alabiliyoruz. Kompleks sayilarm sihirli yö-
nünü gösteren bir bagka örnek olarak, okulda ögrenilen biraz
karmagik gärünümlü bir trigonometri formülüne bakahm: iki
aç1mn toplammm sinüsünü ve kosinüsünü veren

sin (A + B) = sin A cos B + cos A sin B
cos (A + B) = cos A cos B - sinA sin B

bagmtilari, çok daha basit (ve dolay1slyla hatirlamasi daha ko-
lay) olan*

e** = e'^e
kompleks denkleminin, sirasiyla, reel ve sanal kisimlaridir. Bu-
rada bilmemiz gereken sadece 'Euler formülü'dür (Görügüne
gäre bu formül, Euler'den y111ar önce, 16. yüzyilda, Îngilizmate-
matikçi Roger Cotes tarafindan da bulunmuqtur):

e= =̂ cos A + i sin A.

Bunu bir öneeki denklemde yerine koyar

cos (A + B) + i sin (A + B) = (cosA + i sin A) (cos B + i sin B)

ifadesini bulur ve egitligin sag yanmdaki parantezleri açarsak
istenen trigonometri formüllerine ulagmz.

Bundan da öte,

ao+azz+asz'+asz3+...+asz"=0

*e = 2.7182818285, ... sayisi (dogal logaritmalann temeli, ve a say1smm önemi
ile kiyaslanabilir matematiksel öneme sahip irrasyonel bir sayi),

e = 1 + 1/1 + 1/(1 x 2 ) + 1/(1 x 2 x 3) +...

olarak tanimlamr; er'in anlami, e'nin z'nci kuvveti olup, apagidaki bagmti
saglamr:

e==1+z 1+2z (1x2)+zi(1x2x3)+...
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cebirsel denklemi bir kompleks z say1si için her zaman çözüle-
bilir (ao, ar, as, ..., as diye verilmig kompleks sayilarda a, ¢ 0 ol-
mahdir).
Ornegin,

z
" + 999 z" - X z2 = 417 + i

bagmtisim saglayan bir z kompleks sayisi, varhgi hiç de açik ol-
mamakla birlikte, bulunur. Bu 01guya bazen cebirin temel teore-
mi adt verilir. Pek çok 18. yüzyil matematikçisi bu sonuen is-
patlamak için ugragtilar. Euler bile tatmin edici bir genel ispat
veremedi. Sonunda 1831'de büyük matematikçi ve fen adami
Carl Friedrich Gauss, çarpici äzgün1ükte bir uslamlamayla ilk
gene1 ispati verdi. Îspatm can ahei noktasi, kompleks say11an
geometrik olarak betimlemesi ve buradan hareketle ispatlama-
da topolojik* kavramlan kullanmasiyd1.

Aslmda, kompleks say11ann geometrik tamm1m ilk kez Gauss
kullanmam14tir. Yaklagik 200 yil daha önce Wallis kullanmig,
fakat Gauss kadar güç1ü sonuçlar elde edememistir. Kompleks
say11ann geometrik tariñ, Îsviçreli bir kâtip olan Jean Robert
Argand'm adiyla amhr. Argand bu gösterimi 1806'da bulmugtu
ama gerçekte bu tarihten 9 y11 önce aym sonuca Norveçli ka-

y

Sanal
eksen

× , z

x
0 1 Reel eksen

Sekil 3.8: z = x + iy kompleks sayismi gosteren Argand düzlemi.

* 'Topolojik' sözcügu, bazen 'esnek yüzey geometrisi' olarak da amlan bir tür
geometri kapsammda kullamlmiratir; bu geometride gerçek uzakhklar önemli
olmaylp, nesnelerin yalmzca süreklilik äzellikleri dikkate ahnir.
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Sanal

21

Ve -i

-2 -1

1 2 3

• Reel
w

Sekil3.9: u = 1 + i 1 3, o =
-2

+ i, ve w = -LB
-i

0A noktalarunn Argand düzlemindeki
yerleri.

dastrocu Caspar Wessel ulagm19t1. Ahydmig (fakat tarihsel yön-
den dogru olmayan) kullamma sadik kalarak, kompleks sayila-
rm standart geometrik tammma Argand düzlemi diyecegim.

Argand düzlemi x, y Kartezyen koordinatlanyla verilen bildi-
gimizEukleides düzlemidir. x (saga dogru arti, sola dogru eksi
ölçülen) yatay uzakhklan, y ise (yukan dogru arti agagi dogru
eksi ölçülen) dügey uzakhklan göstermektedir. Böylece z = x +

iy kompleks sayisi Argand düzleminde koordinatlan (x, y) ile
verilen bir noktayla gösterilir. 0 (bir kompleks say1 olarak dü-
günüldügünde) koordinat merkeziyle, 1 ise x ekseni üzerindeki
bir noktayla gösterilir (Bkz. @ekil3.8).

Argand düzlemi kompleks sayilar kümesini basitce bir ge-
ometrik resim üzerinde göstermeye yarar. Bu bizler için pek yeni
birgey degif Reel sayilan bir geometrik resim, yani her iki yönde

sonsuza uzanan bir dogru üzerinde nas11 düzenleyecegimizi za-
ten bilmekteyiz. Bir noktaya 0, bir diger noktaya 1 dersek, 2 nok-

tasim öyle yerleytiririz ki l'den 2'ye yer degigtirme, O'dan l'e yer
degigtirmeye egittir, 0 ile 1 noktalanmn tam ortasmda 1/2 var-
dir.

-1,

O'm soluna, 0 tam
-1

ile 1 arasmda kalacak gekilde yer-
legtirilir vb. Bu biçimde gösterilen reel sayilar kümesine reel ek-

sen denir. Kompleks sayilar için kullandigmuz koordinatlar as-
hnda iki reel sayudan ibarettir. a + ib kompleks sayisi a ve b reel
say11an ile gösterilir. Bu iki say1 düzlemde bir noktamn koordi-
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U+V

V ·

-
·

u

O 1

Sekil3.10: u va v kompleks sayilarmm paralelkenar yöntemiyle elde edilen u + v
toplami.

natlandir. Örnekolmasi için Sekil3.9'da (Argand düzleminde)
u = 1 + i 1.3, v =

-2

+ i, w =
-1,5

- i 0.4 kompleks sayilannm
yerlerini yaklagik olarak gösterdim.

Kompleks sayilar üzerindeki temel eebirsel iglemler olan top-
lama ve çarpma böylece aç1k bir geometrik tamma kavugur.
Öncetoplamay1 ele alahm. u ve v Argand düzlemine yukanda
açiklandigt gibi yerlegtirilmig iki kompleks say1 olsun. u + v
toplami iki noktamn 'vektör toplann'yla gösterilir.
Yani u + v noktast u ve v noktalan ile koordinat merkezi 0 nok-
tasimn olugturdugu paralelkenann dördüncü kögesinde bulu-
nur. Bu tammla (bkz. Sekil3.10) gerçekten iki kompleks sayl-

uv

0 1

Sekil3.11: a ve v kompleks sayalarmm çarpum uv, 0, v, uv tarafmdan olugturulan üçge-
nin, 0, 1, u tarafmdan olugturulan üçgene benzemesini saglar. Buna özdeg olarak, uv'in
O'dan uzakhgi, u ve v'in O'dan uzakhklarunn çarpumna egittir; 0, 1, uv uv'in reel eksen
(yatayeksen) ile yaptig1açi, u ve v noktalarmm bu eksenle yaptiklari açdarm toplamidir.
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nm toplamimn verildigini görmek pek zor degildir; ancak bu is-
pati vermeyecegim.

uv çarpmumn da aç1k ama belki biraz daha zor görülen bir
geometrik yorumu vardir (gekil 3.11) (Ispat1yine vermeyece-
gim). 1 ile uv noktalari arasmda kalan açi, 1 ile u arasmdaki
açi ile 1 ile o arasmdaki açuun toplamidir (Tüm açilar saat yö-
nünün tersine arh olarak ölçülmektedir). uv noktasuun, merke-
ze uzakhgt ise u'nun merkeze usakhgl ile c'nin merkeze usakh-

gmmçarpmuna egittir. Bu 0, v ve uv noktalarima olugturdugu
üçgeninin 0, 1 ve a noktalarimn olugturdugu üçgene benzer ol-
duguna söylemeye egdegerdir (Bu geometrik yap11arla tamq ol-
mayan gayretli bir okuyucu bu kurallarm kompleks sayllarm
toplaun ve çarpmu için verilen cebirsel kurallarm ve yukarida-
ki trigonometrik özdegliklerin dogradan birer sonueu olduklari
m göstermek isteyebilir).

Mandelbrot Kümesinin Înça Edilmesi

Artik Mandelbrot kümesinin nasil tammlandigmi görecek
durumdayiz. z rasgele seçilmig bir kompleks say1 olsun, Bu say1
Argand düzleminde bir noktayla gösterilebilir. Simdiz sayismi
yeni bir kompleks say1ya götüren z

-> z2 + c gönderimini dügü-
nelim. Burada e sabit (yani verilmig) bir kompleks say1dir. z2 +

c sayisi Argand düzleminde yeni bir noktayla verilir. Örnekola-
rak c sayisi 1.63 - i 4.2 diye verilmisse; bir z sayis1

z
-> z* + 1.63 - i 4.2

sayisma gider. Örnegin3 yerine

32+ 1.63 - i 4.2 = 9 + 1.63 - i 4.2 = 10.63 - i 4.2

konmahdir,
-2.7

+ i 0.3 yerine ise

(-2.7 + i, 0.3)2 + 1.63 - i 4.2
= (-2.7)"- (0.3)*+ 1.63 + i (2(-2,7)(0.3)- 4.2]
= 8.83 - i 5.82

konmahdir. Saydar çok karmagiklagmca, hesaplari bir elektro-
nik bilgisayarda yürütmek gerekir.

I



110 .Matematik ce Gerçek

SekiL 3.12 Eger Argand düzlemindeki noktalar dizisinin tüm noktalan bir çemberin
içine ahnabiliyorsa, diziye starrla denir. (Sekildeki dizi c=J-J 'i sayisindan
türetilmittir.

imdi, e ne olursa olsun, 0 say1st verilen c say1sma gider. Pe-
ki c'nin kendisi hangi saylya gider? c sayis1 yerine c2 + c konma-
hdir. Bu süreci ilerlettigimizi dügünelim ve c2 + c sayismm yeri-
ne ne koyacagumza bakalun. Böylece

(c2+ c)2 + c = c4 + 2c6 + c2 + c
buluraz. Îglemibir kez daha tekrarlayahm. Bir sonraki say1

(c'+2c'+c2+c) +c=c"+4c2+6c6+6c6+5c'+2c3+c2+c

çikar. Îçlem bunun üzerinde tekrarlamr ve böylece sürer gider.
Böylece 0 ile baglayan bir kompleks sayilar dizisi elde ederiz:

0,c,c+c,c6-2c'-c +c,...

Bazi c kompleks say11ari için, elde ettigimiz bu sayi dizisi
hiçbir zaman Argand düzleminin merkezinden çok uzaklara gi-
demez. Daha dogru bir gekilde söylersek; böyle c seçimleri için
elde edilen say1 dizisi samrhdsr. Yani dizinin bütün elemanla-
ri, merkezi koordinat merkeziyle çaki an sabit yaraçaph bir
çemberin içinde kahrlar (Sekil 3.12). Bunun iyi bir örnegi c = 0
durumunda görülür. Çünkübu durumda dizinin tüm eleman-
lari 0'a egittir. Simrh say1 dizisine ikinci örnek c =

-1

duru-
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mudur. Çünkübu durumda ise dizi 0,
-1,

0,
-1,

0,
-1,

...; gek-
lindedir. Diger bir örnek olan e = i için say1 dizisi 0, i, i-1,

-i,

i-1,
-i,

i - 1,
-i...

geklindedir. Halbuki, diger pek çok bagka c
kompleks say11ari için dizi merkezden giderek daha uzaklaça-
rak sonsuza vanr, yani dizi traksaktir; sabit yariçaph bir çem-
ber içine almamaz. Bu duruma bir örnek c = 1 seçimidir, çün-
kü elde edilen dizi 0, 1, 2, 5, 26, 677, 458330, ... geklinde sonsu-
za gitmektedir. c =

-3

seçiminde de dizi 0,
-3,

6, 33, 1086, ..

geklinde aym davramgi gösterir. c = i
-1

için de dizi 0, i-1,
-i-1, -1

+ 3i,
-9

- i5, 55 + i91,
-5257

+ i 10011, ... geklinde si-
mrsizdir.

Mandelbrot kümesi, yani, bizim Tor'Bled-Nam ülkesindeki
siyah bölge tam olarak Argand düzleminde simrh dizilere kargi
gelen c sayllarmdan ibarettir. Beyaz bölge ise sunrsiz dizilere
kargi gelen c noktalarmdan olugur. Öncedengördügümüz o ay-
rintih resimlerin hepsi bilgisayar ç1ktilarmdan çizilmigti. Bilgi-
sayar sistematik olarak bütün c kompleks sayllanm tarar. Her
bir c degeri için alast 0, c, c: + c, ... dizisini bulur ve uygun bir
kritere göre dizinin smirh kahp kalmadigma karar verir. Eger
dizi simrhysa, bilgisayar ekranda c sayisma kargi gelen nokta-
ya bir siyah yuvarlak koyar. Eger dizi smirh degilse, beyaz yu-
varlak koyar. Sonuçta, ekranda taranan arahktaki her bir mi-
nik kutuya siyah an yoksa beyas mi nokta konacagma tek tek
bilgisayar tarafindan karar verilir.

Mandelbrot kümesinin karmagikhgt, özellikle bir matematik
tamnu olarak kümenin tammmm ne kadar basit oldugu göz
önüne ahndigmda, gerçekten çok dikkat çekicidir. Aynca kü-
menin genel yapis1 seçmig oldugunuz ze z* + c gönderiminin
cebirsel gekline pek de duyarh degildir. Diger pek çok tekrarla-
yan kompleks gönderimler de (örnegin z

-->

z + i z* + c) (baglan-
giç için uygun bir sayrna seçilmesi kayd1yla; bu belki 0 degil de
degeri her gönderim için aç1k bir matematik kural tarafindan
uygan olarak belirlenen bagka bir say1 olabilir) gagilacak dere-
cede benzer yap11ar verir. Gerçekten, tekrarlayan kompleks
gönderimlere göre, bu 'Mandelbrot' yap11anmn bir tür evrensel
ya da mutlak niteligi bulunmaktadir. Bu yap11ann incelenmesi
matematikte harmaµk dinamik sistemler adiyla amlan bagh
bagma bir konu olmugtur.
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Matematiksel Kavramlarm Platonik Gerçekligi?

Matematikçinin dünyasmdaki nesneler ne kadar 'gerçek'?

Bir görüge göre, söz konusu nesnelerin tümü ile ilgili hiçbir gey
gerçek görünemez. Matematiksel nesneler yalmzca kavramlar-
dir; çog-ukez, çevremizdeki dünyada olugumlari ve görünügteki
düzenleriyle matematikçiyi etkileyerek onlarm uslarmda ideal-
legtirdikleri nesnelerdir ama yine de ussal ideallegtirmeden öte
degillerdir. Însan usunun zorunlu ürünlerinden bagka birgey
olabilirler mi? Aym zamanda matematik kavramlarmda, bir
matematikçinin ussal yargilarunn çok ötesine uzanan derin bir
gerçeklik gözlenebilir. Sanki, kavramlar degil de insan dügün-
cesi bazi dig gerçege

-kendine

özgü olup bize yalmz bir kismun
gösteren gerçege- dogru yönlendirilmektedir.

Mandelbrot kümesi bu konuda etkileyici bir örnektir. Olaga-
nüstü özenle tasarimlammg olan bu kümenin miman ne bir higi
ne de bir matematikçi ekibidir. Sistemi ilk kez3 inceleyen Polonya
kökenli Amerikah matematikçi (ve fraktal teorisinin öncüsü) Be-
noit Mandelbrot, çok ilginç bir geylerin izi üzerinde oldugunu far-
ketmekle birlikte, sistemin özünde gizli harika yap1y1 önceleri an-
hyamadi Bilgisayarmm ekranmda ilk görüntüler belirmeye bag-
ladigt zaman, izlemekte oldugu belirsiz yapilarm, bilgisayarimn
yanhg iglem yapmasmdan kaynaklandigim sandi (Mandelbrot
1986)! Bu yapilarm kümenin kapsammda yer aldigma ancak bir
süre sonra inand1. Mandelbrot kümesinin karmagik yapismm
tüm ayrmtilarim hiç birimizin anlamasi veya bunlarm bir bilgisa-
yar tarafmdan gözler änüne serilmesi olanaksizdir. Sanki dügün-
ce sistemimizin bir parçasi degil de kendine özgü gerçege sahip bir
yapidadir. Kümeyi hangi matematikçi veya bilgisayar uzmam in-
celerse incelesin, aym temelmatematiksel yap1ya yaklagik yapilar
bulacaktir. Bilgisayarlar için de darum farkh degildir; ancak, bil-
gisayarlarm iglem luzi, bellek kapasitesi, grafik gösterme yetenegi
gibi farkh etkenleri, ayrmtih ç1kti miktarmda ve hizmda bazi
farklar yaratabilir. Bu konuda bilgisayar, ilke olarak, bir deneysel
fizikçinin fiziksel dünyamn yapisun kegfetmek için kullandigi bir
deney cihazi gibi kullamlmaktadtr. Mandelbrot kümesi, insan ak-
hnm bir hulugu degildir; bir kegiftir. Everest Dagi nasil orada öy-
lece duruyorsa, Mandelbrot kümesi de orada öylece duruyor!
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Aym gekilde, kompleks sayilar sistemi de, herhangi bir mate-
matikçinin aku yapismm çok ötesinde, derin ve süresiz bir ger-
çege sahiptir. Kompleks sayilar fikri ilk kez Gerolamo Cardano
tarafmdan yazilan bir kitapta ileriye sürüldü. 1501-1576 yillari
arasmda yagayan bir doktor olan Italyan Cardano aym zaman-
da bir kumarbaz ve ylldiz falcisiydi (Îsa'mnfalma da bakm14ti).
1545'de, cebir üzerine 'Ars Magna' adinda önemli ve etkileyici
bir kitap yazdi. Genel bir kübik denklemin köklerini veren
çözümünün ilk kompleks ifadesi bu kitapta yer alongt1r.* Ancak
bu ifadenin belirli bir agamasinda, denklemin üç gerçek'
çözümünün bulundugu 'indirgenemez' iglemlerde, eksi bir
sayrmn karekökünü almak zorunda kaldigun farketmigtir. Ona
gagirtici gelse de, bu karekõkleri alabilseydi, ancak bu gartla,
yamti tümüyle (kesin yamtm anlami daima gerçektir) vere-
bilecegini anladi. Daha sonraki yillarda, 1572'de, Raphael Bom-
belli, 'l'Algebra' adh kitabmda Cardano'un eserini biraz daha
ilerleterek, kompleks say11arm esas cebirini incelemeye baglad1.

Baglang1çta, eksi say11arm söz konusu kareköklerinin alm-
masi iglemi sadece bir araç

-belirli

bir amaca hizmet eden
matematiksel bir bulug- olarak görünse de, bu matematiksel
nesnelerin öngörülen amaçlarim agarak çok daha fazla igler
bagardiklari daha sonra anlagilungtir. Yukarida degiudigim gibi,
kompleks sayilarm matematik iglemlerine dahil edilmelerindeki
ilk amaç kareköklerin serbestçe almmasmi saglamak idiyse de,
bu saynari kullanarak, herhangi bir karekökün ahnmasi veya ne
çegit olursa olsun bir cebir denkleminin çözümü olasihšma bir
ödüle sahip olur gibi sahip oluyoruz. Çokgeçmeden bu saydarm,
daha önce akhmizm ucundan bile geçmeyen sihirli özelliklere sa-
hip olduklarun anhyoruz. Bu özellikler, bu saynarm dogasmda
öylece bulunuyorlar. Bu özellikler, kugku götürmez ileri görüglü-
lüklerine ragmen, ne Cardano, ne Bombelli, ne Wallis, ne Coates,
ne Euler, ne Wessel, ne Gauss, ne de bir bagka büyûk matema-
tikçi tarafmdan bu sayilara kazandmlmamigtir. Böylesine bir si-
hir, sayilarm zaten dogasmda vardi ve matematikçiler yavag ya-
vag bu sihirin farkma vard11ar. Cardano, kompleks say11ari ilk
kes ortaya koyarken, daha sonralari Cauchy integral formülü,
*Kismen, Scipione del Ferro ve Tartaglia tarafmdan daha önce yazilan kitaba
dayamr.
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Riemann gönderimi teoremi, Lewy genigletme özelligi gibi çegitli
adlarla tammlanacak bu özelliklerin farkmda degildi. Bu özellik-
ler, 1539'larda Cardano'un kargilagtigt say11arm özellikleri olup
hiçbir degigime ugramannêtir.

Matematik icad mi yoksa keyif midir? Matematikçiler sonuç-
lara ulagtiklan zaman, özünde gerçek olmayan, özenle tasanm-
lanmig zihinsel yapilar mi üretiyorlar, yoksa bu yap11ar öy-
lesine güçlü ve ince tasarunlanmig ki, mimarlan üzerinde 'ger-

çek' izlenimi yaratip onlari yam1tiyorlar nn? Yoksa matematik-
çiler, ashnda, bu yapilann özünde zaten bulunan gerçekleri,
matematikçilerin iglemlerinden tamamen bagimsiz varolan
gerçekleri ortaya mi ç1kar1yorlar? Samnm, gimdiye kadar,
birincisinden çok ikinci görüge yatkm oldugumu, en azindan
kompleks sayilar ve Mandelbrot kümesi açismdan ikinci görügü
benimsedigimi okurlarun anlanaglardir.

Ancak konu bu kadar basit degil Matematikte öyle örnekler
vardir ki 'kegif sözcügünün kullam1masi 'icad' sözcügünün kul-
lamlmasmdan daha dogru olar, Îgte bu gibi durumlarda yapmm
özü, ona daha sonra kazandinlan özelliklerden fazla önem kazamr.
Bunlar, matematikçilerin 'Tann'mn igi' ile kargi karg1ya kaldiklan
durumlar diye niteleyebilecetimiz durumlardtr. Ancak,
matematiksel yapmin böyle bir egsiz özellige sahip olmadigi
durumlar da vardir. Bir sonuca götüren kamtm tam ortasmda
matematikçi, çok özel bir sonuca ulagabilmek için önceden
tasanmlanmamig ve

'tek' olarak tammlanamiyacak bir yaply1 kul-
lanmak ihtiyacim duyabilir. Bu durumda elde edilecek sonucun
yapisi, baglang1çta igleme dahil edilen yapidan farkh olmayacag1
için 'kegif yerine 'icat' sözcügünü kullanmak daha dogru olur. Bun-
lar gerçekten de 'insan igi'dir. Bu açidan, gerçek matematiksel
kegif1er, genellikle, 'sadece hir bulug' olan icatdan daha büyük
baçanlar veya esinlenmig dügünceler olarak kabul edilebilirler.

Bunun gibi smiflamalar, sanatta veya teknikte kullamlan-
lardan pek farkh degildir. Büyük sanat yapitlan, digerlerine
göre 'Tanr1'ya daha yakm'dir. Sanatçilar arasmda, en büyük
yapitlanmn bir çegit göksel varhga sahip sonsuz gerçekleri
yansittiklanna dair duygu yaygmdir.* Buna kargihk, daha az
*Tanmung Arjantinli yazar Jorge Luis Borges'in sözleriyle "... unlubir ozan bir
mucidden ziyade bir kâqiftir."
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önemli yapitlari, daha rasgele, daha 'dünyevi' özelliktedir. Aym i
gekilde, basit, umulmadik bir fikrin uygulanmasiyla gayet i
ekonomik olarak gerçeklegtirilen bir mühendislik yapiti da bir
icatdan çok bir kegif olarak uitelenebilir.

Sözünü ettigim göksellik, sonsuzluk gibi duygularin
matematikte, özellikle derin matematiksel kavramlarda çok
daha güçlü oldugunu hissetmekten kendini alamiyorum.
Matematik kavramlarmda insam dürtüleyen öyle bir egsizlik i
ve evrensellik var ki, benzerini sanatta veya teknikte bulmak 9
olasi degil. Matematiksel kavramlarm böyle bir süresiz, gäksel
anlamda varolduklari fikri Yunan felsefeci Platon tarafindan i
eski çaglarda (1.Ö.360) öne sürülmügtür. Sonuçta, bu görüg
çogu kez matematiksel platonizm olarak amlmaya baglanmis-
tir. Bu konu, ilerideki bölümlerde bizim için bir hayli önemli
olacaktir.

I. Bölüm'de, ussal olgunun varhšmi bir algoritmanm
matematiksel dügüncesi içerisinde buldugu savma dayanan
güçlü AI görügünü ayrmtih gekilde ele almigtim. II. Bölüm'de,
algoritma kavrammm gerçekten derin ve 'Tanri vergisi' bir
fikir oldugunu vurgulamigtim. Bu bölümde ise, bu gibi 'Tanri
vergisi' matematik görüglerinin, bizim 'dünyevi' varhgimizdan
bag1msiz bir çegit ebedi varhga sahip olduklarim tartigmak-
tay1z. Ussal olgu için göksel tipte bir varolma olasihgim sag-
layarak güçlü AI görügüne katkida bulunabilir miyiz? Bana
göre bunu yapabiliriz. Daha sonraki bälümlerde bu görügün hiç
de yabancisi olmayan bir görügü savunacagim. Fakat, ussal ol-
gu kendine böyle genel bir sigmak bulabilecekse bana algorit-
ma kavramiyla yapabilecegine inanmiyorum. Algoritmadan çok
daha ustaca tasarimlanmig bir araca ihtiyacimiz olacak. Al-
goritmik kavramlarin, matematigin çok dar ve smir11
bälümünü olusturdugu savi, bundan sonraki tartigmamizm
konusunu olugturacak. Bir sonraki bölümde algoritmik ol-
mayan matematigin kapsam1 ve ustaca tasarim ile ilgili fikirler
edinmeye baglayacag1z.
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1. Bkz. Mandelbrot (1986),Mandelbrotsisteminin ilginç renkli resimlerinin de yer aldigi
Peitgen ve Richter'den (1986)uyarlayarak yaptigim almt11ar. Daha ilginç gekiller için
bkz. Peitgen and Saupe (1988).

2. Bildigim kadarryla, herhangi bir reel sayi için, ondahk açilmundaki n'inci hanenin
gerçekte ne olduguno saptamak konusunda daima bir çegit kural olmasi görügü ahgil-
manny olmasma karpm tutarh bir görügtür. Ancak, böyle bir kural, öneeden tasarunlan-
mig biçimsel bir sistemde etkili ya da hatta tammlanabilirolmayabilir (bkz.IV. Bölüm)
Umarim tutarhdir, çûnkü bu görüge bagh kalmak arzusunday1m.

3. Bu kümeyle ilk kez kiminkargilagtigi tartigma konusu olmu.ytur (bkz,Brooks and Matels-
ki 1981, Mandelbrot 1989); oysa, böyle bir tartigmanm baglatilung olmasi dahi, kümenin
bulunugunun bir icaddan çok bir keyfebenzedigi gärügüne daha fazla destek saglar.
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IV.Bölüm
Do uk, Kamt ve Sezgi

Hilbert'in Matematik Programi
Dogru nedir? Dünya hakkmda neyin dogra neyin yanhy oldu-

guna dair yargdarumzi nasd olugturaruz? Sadece bazi algorit-

mays
-kugkusuz

dogal seçimin güç1ü etkinligini daha az etkin al-
goritmalara yegleyerek- uygulamakla mi yetiniriz? Dogrunun
ulu katma ulagabilen algoritma digmda, bir bagka yol

-önsezi,

iç-
güdü veya sezgi-var olamaz nn? Zor bir soruya benziyor bu. Yar-
guarumz, duygu-verileri, mantiksal iglem ve tahmin iglemlerin-
den olu an karmagik, içten-baglantih sistemlere dayamr. Ayrica,
dünya ile ilgili konularda neyin dogra neyin yanhg oldugu hak-
kmda genel bir görüg birligi olmayabilir. Sorayu basite indirge-
mek için, sadece matematiksel dogrulukla ilgilenelim. Matema-
tik sorulariyla ilgili olarak yargaarnmzi

-belki

hatta 'belirli' bil-
gimizi- nas11 olugtururuz? Böyle bir soru bize hiç olmazsa biraz
daha aç1k seçik anlaguabilir görünüyor. Neyin gerçekten dogru,
neyin gerçekten yanhy oldugu gibi bir soruya gerektirmiyor

-yoksa

gerektiriyor mu? Sahiden matematiksel dogruluk nedir?
Matematiksel dogruluk ile ilgili soru, eski Yunan felsefecileri- 9

ne ve matematikçilerine -ve, kugkusuz, daha da eskilere- kadar 6
uzanan eski bir sorudur. Ancak, yaklagik son yüz ydda, sorrya
aç1khk getiren önemli agamalar, çok ilginç yeni sezgiler elde edil-
migtir. Igte bu yeni geligmeleri anlamaya çahgaeag1z. Dügünme
sürecimizin gerçekten tümüyle algoritmaya dayah olup olam1ya-
cag1 sorusuna parmak basan çok önemli konulari tartigacagiz.
Bu konularda uzlagmaya varmannz bizim için önemlidir.

Ondokuzuncu yüzy1hn soularmda matematikçiler, matematik-
sel kamtlama yöntemlerinin giderek daha güçlenmesinin de etki-
siyle, büyük geligmeler kaydetmiglerdi (Daha önce tametigmuz
David Hilbert ve Georg Cantor, daha sonra tamgacagumzbüyük
Fransiz matematikçi Henri Poincaré, bu geligmelerin öncüleri-
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dir). Böylece matematikçiler bu güçlü yöntemleri, giderek artan
bir güvenle uygulamaya baglamiglardi. Yöntemlerin çogunda,
sonsuz elemanh kümeler* dikkate ahmyor, kümelere gerçek
' eyler'

-potansiyel

olarak varoluglarmm ötesinde, varoluglarru

tamamlamig bütünler- gözüyle bakmamn mümkün oldugu be-
nimsendigi için karntlar çogu kez bagarih oluyordu, Bu güçlü fi-
kirlerin pek çogu Cantor'un, tutarh biçimde sonsuz kümeler
kullanarak geligtirdigi sonsuz saydar kavrammdan kaynaklan-
migtir (Bir öneeki bölümde bu konuya göyle bir göz atmistik).

Ancak, matematikçilerin yöntemlere duyduklari güven,
1902'de Îngiliz mantik bilimcisi ve felsefeci Bertrand Russell'm
ünlü ikilemini (Cantor tarafmdan da beklendigi gibi, 'kögegen'

yönteminin dogrudan sonucu olarak) ortaya atmasiyla sars11di.
Russell'm tezini anlamak için önee, kümelerin tam bütünler
olarak ele almmasma iligkin bir fikir ediamemiz gerekir. Belirli
bir özellikle karakterize edilmig herhangi bir küme dügünelim.
Örnegin,karne ze nesneler kümesi, kirmizihkla karakterize edi-
lir. Herhangi bir nesne yalmz ve yalmz k1rmiz1hga sahip ise bu
kümeye ait olabilir. Bu durumda, bir tek nesneyi sahip oldugu
bir özellikle tammlayabiliyorsak, böyle nesnelerden olugan kü-
menin tümü için aym özelligi kullanabiliriz: 'K1rnuzihk', bütün
kirm1zi nesnelerin kümesidir (Diger bagka kümelerin de, böyle
basit bir özellikle karakterize edilmeyen elemanlara sahip kü-
melerin de, 'orada'

yer aldigim alg11ayabiliriz).
Kavramlari, kümelerle tammlama fikri, Alman mantik bi-

limeisi Gottlob Frege tarafindan 1884'de ileri sürülen yönte-
min özünü olugturmugtur, Bu yöntemde sayalar, kümelerle ta-
mmlanmaktadir. Örnegin,gerçek 3 sayisi ne demektir? 'Üç-
lük' äzelligini biliyoruz ama 3'ün kendisi nedir? 'Üçlük',nesne-
ler topluhtgurtun bir özelligidir, bir bagka deyigle, kümelerin
bir özelligidir. Bir küme, yalmz ve yalmz üç elemandan olugu-
yorsa bu küme 'üçlük' özelligine sahip demektir. Ornegin, bir
olimpiyat dalmda madalya kazananlar kümesi, bu 'üçlük' özel-

* Bir kümenin anlann, bir hütün olarak ele almabilen yeyler
-fiziksel

nesneler
veya matematiksel kavramlar- top1ulugudur. Matematikte, bir kümenin ele-
manlan, çogn kez, kümenin bagka kümeleri olugturacak gekilde bir araya gele-
bildigi için, kümelerin bizzat kendileridir. Böylece kümelerin kümeleri, kümele-
rin kümelerinin kümeleri, vs. geklinde dügünülebilir.
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ligine sahiptir. Aym gekilde, üç tekerlekli bisikletin tekerlek-
leri, normal yoncamn yapraklari, veya x3 - 6 x2 + 11 x - 6 = 0
egitliginin yamtlarima olugturdugu kümeler de 'üçlük' özelli-
gine sahiptir. ÖyleyseFrege'nin, gerçek 3 say181 ile ilgili tam-
mi nedir? Frege'e göre 3, kümelerin bir kümesi olmahdir: 'Üç-
lük' özelligine sahip tüm kümelerin kümesi. Buna göre bir kü-
me, yalmz. ve yalmz Frege'in 3 kümesine ait ise, üç elemana
sahip olabilir.

Bu biraz döngü gibi görünürse de, gerçekte degildir. Saydart,
genel bir tammlamayla, denk kümelerin toplamlan olarak ta-
mmlayabiliriz; burada 'denk' sözcügü, birbiriyle bire bir eglene-
bilen elemanlara sahip anlammdadir (Daha basit ifadeyle 'aym

sayida elemana sahip olmak' demektir). Buna gäre 3 say1s1, ele-
manlan arasmda, örnegin, bir elma, bir portakal ve bir armut-
tan olugan bir küme bulunan kümelerden birisidir. Bu tammm,
83. sayfa'da deginildigi gibi, Church'ün '3' tammmdan çok fark-
h bir '3' tammi olduguna dikkatinizi çekerim. Bugünlerde daha
popüler olan bagka tammlar da vardir.

Peki, Russell'm ikileminden ne haber? Bu ikilem, agagida ta-
mmlanan bir R kümesiyle ilgilidir:

R, bizzat kendileri, kendi elemam olmayan bütün kümelerin
olugturdugu kümedir.

Bu tamma göre R, kümelerin belirli bir koleksiyonudur; ve
bir X kümesinin bu koleksiyon içerisinde yerini almas1 için ge-
rekli kriter, X kümesinin kendinin, kendi elemaalart arasmda
yer almamasidir.

Bir kümenin gerçekten kendisinin bir elemam olabilecegini
varsaymak saçma nu? Hiç de degil. Õrnegin,sonsua kümeler-
den olugan I kümesini (sonsuzsayida birçok elemandan olugan
kümeler) ele alahm. Elbette sonsus olarak çok sayida farkh
sonsuz kümeler vardir, bu nedenle, I'm kendisi de sonsuzdur; I
gerçokten kendine aittirl Öyleysenas11 oluyor da Russell'm an-
layigt bizi bir ikilemle kargi karg1ya biraklyor? Soruyoruz: Rus-
sell'in 'R' kümesi kendinin elemam midir, yoksa degil midir?
Degilse R'ye ait olmahdir çünkü R, tamamiyle, kendi kendileri-
nin elemam olmayan kümelerden olugur. Buna göre R, sonuçta
R'ye aittir

-igte

bir çeligki! Diger taraftan R, kendisinin bir ele-
mam ise, 'kendisinin' sözcügü bizzat R'yi ifade ettigine göre R,
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elemanlarmm bizzat kendilerince temsil edilmedigi kümeye
aittir, yani kendinin elemam degildir

-igte

yine bir çeligki!*
Bu, hiç de hafife ahnacak bir uslamlama degildir. Russell, mate-

matikçilerin kamtlarmda kullanmaya bagladiklan dönemde küme-
teorik uslamlamasmi oldukça agm gekilde kullanmaktaydi. Îglerin
kontrolden çiktigi aç1kça görülüyordu ve ne çegit bir usavanmm
uygulanmasmm dogru olacag1 konusunda daha titiz davranmak
gerekiyordu. Kullamlacak uslamlama yöntemi ikilem yaratmama-
hydi ve evvelee gerçek olduklari bilinen ifadelerden yalmz dogra
ifadeler ç1kanlmahydi. Russell, meslektaç1 Alfred North Whitehe-
ad ile birlikte, aksiyomlardan ve yöntemsel kurallardan olugan son
derece biçimsel bir matematik sistemini geligtirmeye girigti. Amaç,
her çegit dogru matematiksel uslamlamanm kendi projelerine ay-
gulanabilirligini kamtlamakti. Russell'm kendi paradoksuna yol
açan ikilemli usavarimlardan sakmmak için kurallar dikkatle se-
çildi. Russell ve Whitehead'm birlikte ürettikleri özel proje çok bü-
yük bir yapitti. Ancak, çok zahmetli bir ugragt1 ve sonunda proje-
nin kendi kapsammda yer alan uslamlama yöntemleriyle simrh
kaldi. II. Bölüm'de tamgtigimiz büyük matematikçi David Hilbert,
daha uygulanabilir ve kapsamh bir projeye bagladi. Proje kapsam1-
na, herhangi bir matematik alam ile ilgili tüm dogra matematiksel
uslamlama çegitleri dahil edilecekti. Aynca Hilbert projenin çelig-
kiden azak oldugunu kamtlamamn da mümkün olacagru dügünü-
yordu. Böylece matematikçiler, sonsuza kadar, sarsilmaz bir temel
üzerine oturabileceklerdi,

Ancak Hilbert ve arkadaglannm umutlan, 1931'de, 25 yagla-
nada zeki bir Avusturyah matematik mantikçisi olan Kurt Gö-
del'in, Hilbert'in programun altüst eden teoremiyle sändü. Gö-
del'in teoremi göyleydi: Aksiyomlardan ve yöntemsel kurallar-
dan veya benzerlerinden olugan herhangi bir kesin ('biçimsel')
matematik sistemi, basit aritmetik teoremlerinin tammlamala-
run (H. Bölüm'de deginilen 'Fermat'm son teoremi' gibi) kapsa-
yacak kadar genig kapsamh olmasi ve çeligkisix olmasi kopu-
luyla, sistemin kapsamma alman yöntemlerle ne kamtlanabilir
* RusseIPm paradoksunu basit ve eglenceli bir örnekle açiklamak mümkün: Bir
kütuphanede iki katalog bulundugunu dügünün. Bunlardan bir tanesi, kütüp-
hanedeki tüm kitaplann, tabii bu arada kendilerinin de adlanm içerirken dige-
ri, kendilerinden bagka tüm kitaplann adim içeriyor. Hangi katalogun listesin-
de ikinci katalogun adi yer ahr?
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ne de kamtlanamaz bazi bildirimleri içermelidir. Buna göre, bu
gibi bildirimlerin dogrulugu hakkmda, onayh yöntemlerle 'ka-

rar verilemez'. Gädel, gerçekte, uygun bir aritmetik teoremi
geklinde kodlandigmda aksiyom sisteminin tutarhhgima bildi-
riminin 'karar verilemez' yõntem oldugunu kendiliginden ka-
mtladigim göstermistir. Söz konusu 'karar verilemezlik' kavra-
min1d özünü anlamak bizim için önemli olacaktir. Gödel teore-
minin, Hilbert'in program1m nasil altüst ettigini görecegiz. Gö-
del teoreminin, aym zamanda, sezgimizi kullanarak, herhangi
bir formel matematik sisteminin smirlarun aymamizi nas11 sag-
ladigim da görecegiz. Bunlan anlayabilmemiz, bundan sonra
ele alacagmuz konular açismdan son derece önemlidir.

Formel Matematik Sistemleri
'Aksiyomlardan ve yöntemsel kurallardan olugan formel mate-

matik sistemi' ile ne kastettigimizi biraz daha aç1klamamiz gere-
kecek. Matematiksel bildirimlerimizi ifade etmek için kullandigi-
m1z bir çegit simgeler alfabesine sahip oldugumuzu varsayalun.
Bu simgeler, 'aritmetigi' sistemimize dahil edebilmemiz için, do-
gal say11ardan olugan bir kodlama sistemine de olanak saglama-
hdir. Kurallarm tammlanmasim gerektiginden fazla karmagik
hale getirse de, bilinen 0, 1, 2, 3, ..., 9, 10, 11, 12, ... rakam siste-
mini kullanabiliriz. Dogal sayilann aç1hnnm göstermek için, ör-
negin, 0, 01, 011, 0111, 01111, ... gibi daha basit bir açihmi kulla-
nabiliriz (veya,ortak bir noktada uzlagahm diyorsamz, ondahk
sistemi de kullanabiliriz). Ancak, diger kodlama sistemleri, açik-
lamalanmizda bazi kangikhklara neden olabilir endigesiyle ben
tammlamalanmda, yukandaki standart kodlama sisteminden
vazgeçmeyecegim. 'Kelimeleri' veya

'sayllan' ayirmak için bir
'ara' sembo1üne de gereksinim duyabiliriz ama biz yine basit yolu
seçerek virgül (,) kullanacagiz. 'Degigken' dogal say11an (veya
tam say11an, rasyonel sayilan, vb. ama yine de burada dogal sa-
yilara bagh kalahm) gösteren t, u, v, w, x, y, z, t', t", t"',... gibi
harfler kullanmamiz gerekecek. Bir ifadede ortaya ç1kabilecek
degigken sayilann adedini simrlamamak için t', t^', ... gibi harfle-
re ihtiyacmuz olabilir. Simgelerin gerçek adedinin sonsuz olabil-
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mesi amaciyla, (') igaretini, formel sistemin ayri bir simgesi ola-
rak kabul ediyoruz. Aritmetik iglemleri için =, +, x, vs.; çeyitli pa-
rantezler (,) [;];mantiksal simgeler için & ('ve') ;

--> ('gerektirir')
ve ('veya'), ¢-> (yalmz ve yalrnz); - ('degil'veya böyle degilse...') gi-
bi simgeler gerekecektir. Aynca, mantik nicelik göstergelerine,
'niceleyici'lerine, ihtiyaç vardir: varolma niceleyicisi 3 ('vardir...
göyle ki') ve evrensel niceleyici V ('tümü için ... sahibiz'). Buna gö-
re, Termat'm son teoremi' gibi bildirimler yazabiliriz:

~ ] w,x,y,z [(x+ 1)'"" + (y + 17"? = (z + 1)*"]

(bkz. IL Bölüm, s. 69). ('3'ü göstermek için
'0111' yazabilirdim

ve biçimsel sisteme daha uygun olabilecek "kuvvetini alma" kod
sistemi kullanabilirdim; fakat, dedigim gibi, gereksiz karigik-
hklardan kaçmmak amac1yla ahgilagelmig simgeleri kullan-
makta israrhyim). Yukaridaki bildirim (ilk kögeli parantezde

son bulan) göyle okunur:
"... egitligini saglayan w, x, y, z dogal sayilari yoktur."

Y simgesini kullanarak Fermat'm son teoremini yeniden zuge-
kilde de yazabiliriz:

V w,x,y,z [~ (x+ 1)** + (y+ 1)"" = (z + 1)"]
Mantik aç1smdan yukaridaki okumay1a aym anlamda olmak
üzere göyle okuruz:

'Hiçbir w, x, y, z dogal say1si ... egitligini saglamaz.'

Teoremlerin tümünü gösterebilmek için harflerin kullaml-
masi gerekiyor. Bu amaçla P, Q, R, S... gibi büyük harfler kul-
lanacag1m. Yine Fermat'in teoremine uygulayahm:

F = ~ 3 w,x,y,z [(x+ 1)** + (y + 1)"" = (z + 1)'"1

Bir teorem, birden fazla degigkene de bagunh olabilir; örnegin,

Fermat önermesiyle belli bir w + 3 kuvveti için ilgilenebiliriz:*

G(w) = ~ ] x,y,z [(x+ 1)'"* + (y + 1)"' = (z + 1)'"1
* Fermat'm teoreminin tamami F'nin dogrulugu hâlâ bilinmemekle birlikte,
G(0),G(1), G(2), G(3)... gibi tekil önermelerin dogruluklari yaklaµk G(1250007e
kadar bilinmektedir. Bagka bir deyiële, 125000'ei kuvvetlerin kargihgi bildirime
kadar híçbir küp, arti küplerin toplami olamas, hiçbir dördüncü kuvvet, dör-
düncü kuvvetlerin toplann olamas, vb.
(Kitabm yazild gi tarih olan 1989'dan sonra Fermat teoreminin kamti veril-

migtir. ç.n.)
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Buna göre G(0), 'hiçbir

sayunn küpü iki arti igaretli say1mn
küplerinin toplann olamaz' tezini ortaya koyarken G(1) aym te-
zi dördüncü kuvvetler için savunur, vb. ('Fden sonra

'w' in bu-
lunmay1gma dikkatinizi çekerim). Bu haliyle Fermat teoremi,
G(w), tüm w degerleri tarafindan saglamr geklinde önerilebilir:

F = V w[G(w)]

G( ), bir önergesel fonksiyona, yani bir veya daha fazla degigke-
ne bagimh önermeye örnektir.

Sistemin aksiyomlar1, simgelerin anlamlari verildiginde,
dogrulugu kendini-kamtlar nitelikte ortaya ç1kacagi varsayilan

genel önermelerden olugan bitimli bir liste üretecektir. Örne-
gin, aksiyomlanmiz arasmda bulunabilecek önermeler veya
önergesel fonksiyonlar P, Q, R ( ) qunlar olabilir:

(P & Q) --> P,

~¯l[R(x)] e> Vxl- R(x)]

Bu fonksiyonlann 'kendiliginden kamtlannng dogrulugu' anlam-
lanndan hemen bulunabilir (Birinci önerme: 'P ve Q'nün her iki-
si de dogruysa, P dogrudur; ikinci önerme: 'P 'nin dogru olmadi-

gi dogru degildir' ile 'P dogrudur' änermelerinin özdegligini sa-
vunur; ücüncü önerme, Fermat'm son teoremini ifade eden iki
yöntem arasmdaki mantiksal egitligi örnekler. Agagidaki gibi
bazi temel aritmetik aksiyomlan da listeye dahil edebiliriz:

Vx,y[x+y=y+x]
Vx,y,z[(x+y)xz=(xxz)+(yxz)]

Ancak, bu aritmetik iglemleri daha basit aksiyomlarla inga ede-
rek bunlardan uslamlama yöntemiyle elde edilecek bildirimleri
teoremler olarak nitelemek tercih edilebilir. Yöntemin (kendini-
kamtlar) kurallan gäyle ifade edilebilir:

'P'den ve P => Q aksiyomundan Q'uuslamlama ile elde ede-
biliriz.

"Vx

[R (x)]aksiyomundan, R(x)'deki x yerine bir dogal say1
kullamlarak herhangi bir önermeyi uslamlama yöntemiyle ,

elde edebiliriz.'
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Bütün bunlar, inga edilmig olan änermelerden yeni önermeleri
nas11 elde edebilecegimizi gösteren komutlardir.

Simdiaksiyomlardan hareketle ve yöntemin kurallarim tek-
rar tekrar uygulayarak uzun bir önermeler listesi hazirlayabili-
riz. Herhangi bir asamada aksiyomlari tekrar sahneye ç1karir,
uzaylp giden listemize dahil etmig oldugumuz önermelerden
herhangi birini tekrar tektar kullanmaya devam edebiliriz.
Böyle dogru bir gekilde inga edilen bir listeye dahil änermeler
teorem adiyla amhr (ancak bunlarin pek çogu, matematiksel
bildirimler olarak önemsizdirler veya ilginç degillerdir). Kamt-
lamak istedigimiz belirli bir P önermesine sahipsek, kurallara
göre yapilandirilmig ve bizim P önermemiz ile son bulan bäyle
bir liste bulmahyiz. Liste sayesinde, P'nin kamt m sistemin içe-
risinde bulabiliriz; ve P, böylece, bir teorem olabilir.

Hilbert'in programmm amac1, matematigin herhangi bir iyi-
tanimlanmig alan ile ilgili her çeyit dogru matematiksel uslam-
lama yöntemini içine alacak kadar genig kapsamh bir aksi-
yomlar Ye yöntemsel kurallar listesi yaratmakti. Bizim mate-
matik alammiz aritmetik olsun (Fermat'm son teoremi gibi bil-
dirimlerin yap11abilmesi için ] ve V gibi niceleyici göstergele-
rin yer aldigi bir alan). Konumuzla ilgili olarak aritmetikten
daha uygun bir alan bulamayiz. Çünkü aritmetik, Gädel'in
yönteminin uygulanabilecegi kadar genel kapsamh bir alandir.
Hilbert'in programma uygun olarak, genig kapsamh bir aksi-
yomlar ve yöntemsel kurallar sistemine sahip olursak, herhan-
gi bir aritmetik önermesi ile ilgili matematiksel kamtm 'dogru-

luguna' ait kesin kritere de sahip oluruz.; Bäyle bir aksiyomlar
ve kurallar sisteminin, sistem çerçevesinde formüle edilebilen
herhangi bir matematik bildiriminin dogru olup olmadigma
prensipte karar verebilmeyi saglayacak kadar bütünlük tagidi-
gi ümit edilmekteydi.

Hilbert ise, bir matematik önermeyi, diyelim P'yi, temsil
eden bir simgeler dizisi için, P'nin dogra olup olmadigma bagh
olarak, ya P veya ~ P'nin kamtlanabilecegini umuyordu. Simge-
ler dizisinin, 'dizim' açismdan dogru, yani formalizmin tüm ku-
rallarim

-çift

parantezlerin, vs. dogru yerlegtirilmesi gibi- yeri-
ne getiren 'säz dizimi / sintaks' aç1smdan dogru oldugunu var-
saymak zorundayiz. Ancak bu durumda P, iyi-tammlanmig
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dogra veya yanhg anlama sahip olabilir. Hilbert'in ümidi ger-
çeklegseydi, önermelerin anlami ile ilgili endigelerimizden tü-
müyle kurtulabilirdik! P, dizim bakimmdan dogra bir simgeler

dizisi olurdu. P bir teorem ise (yani, sistemin içerisinde kamtla-
nabiliyorsa) onu, dogruluk degeri degru olarak, ~ P bir teorem
oldugu taktirde onu, dogruluk degeri yanhg olarak niteleyebi-
lirdik. Bunun bir anlam tagimasi için, dizinin eksiksiz olmasi-

mn yamsira tutark olmasma da ihtiyacumz vardir. Bagka bir
deyigle, P ve - P'nin her ikisinin de teoremler olarak yer aldigi
bir P simgeler dizisi bulunmamahdir. Aksi halde P, aym za-
manda hem degru hem de yanhg olur!

Matematiksel bildirimlere, formel bir matematik sisteminde

yer alan simge dizilerinden bagka hiçbir yey olmadiklari gözüy-
le bakmak suretiyle anlamlarmdan kurtulma görügü, matema-

tigin formalizmeveya biçimsellige bakig açisidir. Bu görügü be-
nimseyenler için matematik bir çeyit 'anlamsiz oyun'dur. Ancak
bu görügler bana çekici gelmiyor. Matematige äzünü kazandi-
ran

-kör

algoritma iglemleri degil- 'anlam'dir. Neyse ki Gödel
formalizme ezici bir darbe indirdi! Bunu nas11 yapti, görelim.

Gödel Teoremi

Gädel'in tartigmalarimn bir kismi çok ayrmt1h ve karmagik-
ti. Ancak, bunlarm girdisini ç1ktismi incelememiz gerekmiyor.
Öteyandan ana fikir, çok basit, güzel ve genig kapsamhydi. Te-
oremin karmagik hismi (bu k1sun da büyük bir beceri eseriydi),
formel sistemin her bir kuralmm, ve çegitli aksiyomlarrun arit-
metik iglemlerine nasil kodlanacagim gösteriyordu (Teoremin
ana fikrinin genig kapsamh olmasmm bir nedeni de, böyle bir I
kodlamamn yapilabilecek en verimli çahqmalardan birisi oldu-

gunu anlamaslydi). Kodlamay1 uygulamak için, önermeleri do-
gal sayilarla etiketlemenin bir yolunu bulmamiz gerekiyor. Bu i
yollardan birisi, dizinin uzunluguna göre genel bir siralamanm
her bir belirli uzunlugu için, formel sistemin tüm simge dizile-
rine sadece bir çegit 'alfabetik' siralamanm uygulanmasidir
(Böylece, alfabetik straya dizilmis birim uzunlukta dizileri, yine
alfabetik sirada iki birim uzunlukta diziler ve bunlari üç birim
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uzunlukta diziler, vb. izleyebilir). Bu siralamaya leksikografik
siralama* adi verilir. Ashnda Gödel daha karmagik bir numa-
ralama sistemi kullanmigtir, fakat, bu gibi farklar bizim için
önemli degildir. Bizi özellikle ilgilendiren konu, yukarida degi-
nilen G(w) gibi tek degigkene bagh övergesel fonksiyonlardir.
Simdin'inci önergesel fonksiyonu (simgelerdizisinin seçilen si-
ralamasmda) w'e uygalayahm;

P, (w).
Îstersek numaralama sistemimizi biraz 'geligigüzel' düzenleye-
rek bazi ifadelerin dizim bakimmdan dogra olmamasun sagla-
yabiliriz (Bu durumda, dizimsel yönden dogru dizime sahip ol-
mayan ifadeleri kodlama sisteminden atmaya çahymaktan çok
daha kolay bir aritmetik kodlama saghyabiliriz). P, (w) dizim
bakumndan dogru ise, n ve w dogal sayilart ile ilgili son derece
iyi tammlannny bir aritmetik bildirimi olacaktir. Tam olarak
hangi aritmetik bildirimi oldugu, kullamlacak numaralama sis-
teminin detaylarma bagh olacaktir. Bu konu, teoremin karma-

ik kism1mn kapsamma girmekte ve burada ele aldigmuz konu
bakmundan bizi ilgilendirmemektedir. Sistemdeki bir teoremin
kamtmi olugturan önermeler dizileri, tercih edilen siralama
plam kullamlarak, dogal sayilarla da etiketlenebilir.

sayisi, n'inci kamti göstersin (Yine, 'geligigüzel bir numarala-
ma' kullanabiliriz ve buna göre, n'in bazi degerleri ile ilgili n
ifadesi dizim aç1smdan dogru olmayacak ve bu nedenle hiçbir
teoremi kamtlamayacaktir).

Simdi,w dogal sayisma bagh agagidaki önergesel fonksiyonu
ele alahm:

- ] x[H,.kamtlar P, (w)].
* Leksikografik siralamay2, k + 1 için, formel sisteniin çegitli simgelerini, asla
kullamImayan yeni bir 'sifir'la birlikte kullanarak k+1 tabamnda yazilan dogal
sayalarm normal stralamas1 olarak dügünebiliriz (Yeni siftrm asla kullamlma-
masi sorunn, sifirla baç1ayan sayilarm yeni sifmn atilmasiyla aym olmasmdan
kaynaklamr). Dokuz simgeli dizilerin basit leksikografik siralamasi, sifirsiz
normal onlu sistemde yazzlabilen dogal sayilarm siralanmasidir: 1, 2, 3, 4, ...

8, 9, 11, 12, ..., 19, 21, 22, ..., 99, 111, 112, ...
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Köpeli parantezler içerisindeki bildirim kismen kelime kullam-
larak verilmig olmasma karym mükemmel ve tam olarak tamm-
lanmig bir bildirimdir: x'ei kamtm gerçekte, w degerine uygula-

nan P, ( ) önermesinin bir kamti oldugunu savunmaktadir. Kö-
geli parantezin digmdaki l, degigkenlerden birini bildirimden çi-
karma görevini üstlenmigtir ('... önermesini saglayan x mevcut
degildir') ve bu nedenle, yalmz bir degigkene, w'e, bagimh bir
önergesel aritmetik fonksiyonu elde etmig oluruz. Bu bildirim,
bir bütün olarak, P,(w) ifadesinin kamtuun bulunmadigira sa-
vunur. Ben bu ifadenin dizim açismdan dogru söz dizimine sa-
hip oldugu kamsmdayim (P,(w) gramer açismdan dogru ifade
edilmemig olsa da bu kamdayim; dizimi yanhg ifade edilmig bir
ifadenin kamti olmayacagi için, P,(w)'in dogru ifade edilmesi
durumunda ifadenin tamann da dogru olurdu). Gerçekte, uygu-
lanmakta oldugunu varsaydigmuz gibi, aritmetik bildirimlere
çevirme iglemi nedeniyle yukaridaki bildirim, w dogal say1s1 ile
ilgili bir aritmetik bildirimidir (kögeli parantez içerisinde yer
alan bildirim, iki dogal say1, x ve w, ile ilgili iyi-tammlanmig bir
aritmetik bildirimidir). Bildirimin aritmetige kodlanabileceginin
aç1kça görüldügü söylenemez ama kodlanabilir. Bu gibi bildi-
rimlerin aritmetige kodlanabilecegini kamtlamak, Gödel'in tezi-
nin karmagik k1smmm kapsammda yer alan en önemli 'zor

ig'tir. Daha önce belirttigimiz gibi, kesinlikle hangi aritmetik
bildirimi oldugu, numaralama sistemlerinin detaylarma ve da-
ha çok, aksiyomlarm detayh yapisma ve formel sistemimizin ya-
pisma bagh olacaktir. Bütün bunlar, teoremin karmagik losuu-
na ait oldugu için ayrmtilart bizi burada ilgilendirmiyor.

Tek degigkene bagh tüm önergesel fonksiyonlan numarala-
dik; bu nedenle, biraz önce yazmig oldugumuz fonksiyona bir
say1 vermemiz gerekiyor. Bu say1

'k' olsun. Önergeselfonksiyo-
numuz, listede k'ci olarak yerini ahr. Buna göre,

~ ] x[ kamtlar P,(w)] = Pa (w)

olacaktir. Simdi,bu fonksiyonu özel bir w degeri; w = k için in-
celersek, agagidaki önermeyi elde ederiz:

- 2 x[R kamtlar P,(k)] = Py(k)
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Pa (k) änermesi iyi tammlanmig (dogru söz dizimine sahip)
bir aritmetik bildirimidir. Formel sistemimizde bir kamti var
midir? Olumsuz ifadesi ~ Py(h)'nin bir kamti var midir? Her iki
sorunun da yamti 'hay1r' olmahdir. Gödel'in yönteminin teme-
linde yatan anlamt inceleyerek, yamtm 'hayir' olmas1 gerektigi-
ni anlayabiliriz. Pk(k) sadece bir aritmetik önerme olsa da, egit-
ligin sol tarafina yazdigimiz: 'Pa(k) önermesinin, sistem içeri-
sinde, kamti yoktur', ifadesini savunmak amaciyla inga edil-
migtir. Aksiyomlarimiz1 ve yöntem kurallarim dikkatle yerleg-
tirdiysek ve numaralama islemimizi dogru yaptiysak, Py(k)
änermesinin sistem içerisinde herhangi bir kamti olamaz. Çün-
kü, böyle bir kamt olsayd1, Pa(k) önermesinin kendi savundugu
bildirimin anlami, yani 'kamt yoktur' anlami, yanhy olurdu ve
bu nedenle Pa(k), bir aritmetik önerme olarak yanhs olurdu.
Formel sistemimiz, yanhg önermeleri kamtlayacak kadar kötü
inga edilmig olamaz! Bu nedenle gerçek, Ps(k) önermesinin ka-
mtmm olmamasidir. Ama zaten Py(k) önermesinin bize anlat-
maya çahytigi da budur. Böylelik1e, Pa(k) önermesinin savundu-
gu dogru bir bildirim olmahdir ve Pa(k) bir aritmetik önerme
olarak dogrudur. Sistem içerisinde kantte buluumayan dogru
bir önerme bulmuy olduki

Olumsuz önerme ~ Ph(k) hakkmda nasil bir yargiya varma-
miz gerekir? Biraz önce Pa(k) dogru ise - Ph(k) ÖROTmeSinin

yanhy olmasi gerektigini kamtlamigtik ve bizden, sistem içeri-
sindeki yanhg önermeleri kamtlamamiz bekleniyor! Bu neden-
le, ne Py(h) ne de ~ Py(k), formel sistemimiz çerçevesinde kamt-
lanabilir. 14teGödel teoremi budur.

Matematiksel Sezgi

Bu agamada çok ilginç bir konunun ortaya ç1ktig1 görülüyor.
Insan1ar çogu kez, Gödel teoreminin, biçimsellegtirilmig mate-
matiksel uslamlamamn gerekli simrlarim gösteren olumsuz bir
tez oldugunu samrlar. Ne kadar genig kapsamh oldugumuzu
dügünürsek dügünelim yine de agm gözlerinden kaç1p gidecek
önermeler daima bulunacaktir. Fakat, Pa(k) önermemiz igin bu
konuda kayg11anmaya gerek var mi? Yukaridaki savunmamiz
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sonucunda Pa(k) önermesinin gerçekten dogru bildirim oldugu-
nu kamtlad1k bile! Sistem kapsammda formel olarak kamtla-
namamasma kargm Pa(k)'nin dogru oldugunu anlayabildik.
Matematiksel formalizmi ne pahasma olursa olsun savimanlar
gerçekten kayg11anmahlar, çünkü uyguladignmz uslamlamay-
la, formalistlerin 'dogru' hakkmdaki görüglerinin eksik oldugu-
nu gösterdik. Aritmetik için hangi (tutarh) formel sistem kulla-
mhrsa kullamlsm, dogru olduklanm görebildigimiz fakat for-
malistin önerdigi yöntemle, dogruluk degeri degru ile tammla-
namayan bildirimler vardir. Kati bir formalistin böyle bir dege-
re yaklagmaya çahymasi durumunda izleyecegi en iyi yol belki
de, dogruluk kavrammdan hiç bahsetmemek, yalmzca belirli
bir formel sistem çerçevesinde kanetlanabilirlikten söz etmek-
tir. Ancak, böyle bir yöntem çok smirlayici görünüyor. Böyle bir
yäntemle Gödel teoreminin ana hatlarim bile çizemezsiniz, çün-
kü bu teoremin ana kisimlari, gerçekte neyin dogru neyin yan-
hy oldugu hakkmda yargiya varmak için uslamlama yöntemin-
den yararlamr.2 Bazi formalistler, aritmetik önermeleri olarak
son derece karmagik ve sikici olduklan gerekçestyle Pa(k) gibi
bildirimlere aldirmadiklarim iddia ederek daha 'pragmatik' bir
yaklagimi benimserler. Bu gibi formalistin savi göyledir:

'Evet, Ps(h) gibi acaip bir bildirim vardtr ama onunla
ilgili kamtlanabilirlik veya dogruluk görüpüm sizin iç-
güdüsel görügünüzle bagdaymaz; bu gibi bildirimlere
ciddi matematikte rastlanmaz (en azmdan benim ilgi-
lendigim matematikte rastZanmaz) çünkü bu gibi bildi-
rimler tuhaf bir gekilde karmaµk ve matematik olarak
yapayder.'

Gerçekten de, matematik bildirimler olarak tam yazildikla-
rmda Pa (k) gibi önermeler son derece karmaç1k ve tuhaf görü-
nüm1üdür. Ancak, son yillarda, Gödel-tipi önermelere egdeger,
oldukça basit ve benimsenebilir matematiksel özelliklere sahip
bildirimler ileri sürülmügtür.3 Bunlar, aritmetigin normal aksi-
yomlarlyla kamtlanamazlar, fakat aksiyom sisteminin bizzat
sahip oldugu "aç1kça dogra olma" özelliginin sonucudurlar.

Formalistin, 'matematiksel dogruya' profesyonelce ilgi duy-
mamasi, matematigin felsefesi açismdan bana çok garip geliyor.
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Üstelikbu tutum, o kadar da pragmatik degil. Matematikçiler
kendi usavarun yöntemlerini kullamrken savlarunn, karmag1k
bir formel sistemin aksiyomlan ve yöntem kurallariyla formüle
edilip edilemiyecegini sürekli kontrol etmek durumunda kalmak
istemezler. Sadece savlarimn, dogruyu saptamak için geçerli bir
araç olup olmadigmdan emin olmak isterler. Gödel savi böyle
bir geçerli araçtir ve bu nedenle bana öyle geliyor ki Ph(k), önce-
den belirlenebilen aksiyomlarm ve yöntem kurallarrun uygu-
lamnas1yla, yani daha ahgilmig bir yöntemle, elde edilebilen bir
matematiksel dogru kadar iyi bir matematiksel dogrudur.

Bu arada bir yöntem kendiliginden ortaya ç11uyor: Diyelim
Ph(k)

-burada

gimdilik Go ile gösterecegim- gerçekten mükem-
mel geçerliligi olan bir önermedir; bu nedenle, onu ek bir aksi-
yom olarak sistemimize ekleyebiliriz. Kugkusuz, bu gekilde de-
gigtirilenyeni sistemimizin kendine ait Gödel önermesi, örnegin
Gi olacaktir ve bu önerme de yine sayilarla ilgili mükemmelen
geçerli bir bildirimdir. G1 önermesini de aym gekilde sistemimi-
ze katahm. Bu durumda, kendine ait G2Gödel önermesine sahip
(yine mükemmelen geçerli) degigtirilmig bir sistemimis daha
olacaktir; bunu da sisteme ekleyerek Ga Gödel önermesini elde
edelim ve aym iglemi sonsuz kere tekrarlayalun. Elde edecegi-
miz Go,Gi, G2, Ga,.... ek aksiyomlarmdan olugan listenin tümü-
nü uygularsak ne olur? Simdielimizde smirsiz (sonsuz)bir aksi-
yomlar sistemi bulunduguna göre, Gödel yönteminin uygulana-

bilir oldugu artik pek de aç1k degildir. Ancak, Gödel önermeleri-
nin bu gekilde sürekli birlegtirilmesi mükemmel bir sistematik
süreç olup, aksiyomlardan ve yöntemin kurallarmdan olugan
normal bir sonlu mantik sistemi geklinde yeniden ifade edilebi-
lir. Bu sistemin de kendine ait Gädel önermesi, diyelim Gy,,va-
rolacag1 ve bu önerme de sisteme eklenebilecegi için Gödel öner-
mesi Gw + 1 olarak ifade edilebilir. Bunn tekrarlarsak G,, G, , 1,
G,, 2, G,, s, ... gibi bir önermeler listesi elde ederiz. Bu önerme-
lerin hepsi, dogal say11arla ilgili olarak mükemmel tammlanm14
bildirimlerdir ve hepsi de formel sistemimize eklenebilir. Bu da
yine mükemmel bir sistematik süreç olup bütün bildirimleri
kapsayacak kadar genig kapsamhdir; fakat, kendine ait Gädel
önermesine, G, , ,, veya G,2 önermesine, sahip olacag1 için, bizi
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Gwaönermesine götürecek iglemi baglatarak G,2, Gw2+1, Gw2÷2,--
vb. olugan yeni bir sonsuz fakat sistematik aksiyomlar listesi üre-
tebiliriz. Aym iglemi yineliyerek G,4 ve sonra Gws,vb. önermeler
üretmemiz olasidir. Simdibu yöntem tümüyle sistematiktir ve
kendine ait Gw2Gödel önermesine sahiptir.

Bunun sonu var un? Bir bakima, hayir; fakat bizi, burada ay-
rintilara girmeyeeegimiz kadar zor matematiksel görüglere
yönlendiriyor. Söz konusu yöntem, Alan Turing tarafmdan
1939'da sunulan bir yazida tartigilungti.* Aritmetikte herhangi
bir dogru (fakat evrensel olarak nicelleytirilmig) önermenin, bu-
na benzer gekilde, yinelemeye dayah 'Gödellegtirme' süreciyle
elde edilebilmesi ilginçtirl (Bkz. Feferman 1988). Ancak, süreç,
bir änermenin dogru veya yanhg olduguna nasil karar verecegiz

sorusunu da ön plana ç1kiyor. Kritik konu, her agamada, Gödel
önermelerinin olusturdugu sonsuz ailenin ek bir aksiyom (veya
simrh sayida aksiyomlar) üretecek gekilde nasil kodlanmasi ge-
rektigini yamtlamaktir. Bu amaçla sonsus ailemizin, herhangi
bir algoritmik yöntemle sistematik hale getirilmesi gerekir. Söz
konusu sistemlegtirmenin, kendinden bekleneni. dogru olarak
gerçeklegtirmesini saglamak için, daha önce Ph(k)'in dogru bir
önerme oldugunu kamtlarken yaptigmuz gibi, sistemin digmda
bir kaynaktan, sezgilerden yararlanacag1z. Ancak, sezgiler sis-
temlegtirilemez ve bu nedenle, gerçekten, herhangi bir algorit-
mik iglemin digmda kalmaktadirlar!

Py(k) Gödel önermesinin, aritmetikte gerçekten dogru bir bil-
dirim oldugunu kamtlamaya yardimci olan sezgi yetenegimiz,
mantikç11arm dügünce ilkesi adun verdikleri genel yöntemin bir
örnegidir; böylece mantikçi aksiyom sisteminin ve yöntemin
kurallarmm anlami üzerinde 'dügünceye dalarak' ve kendini,
bu sistem ve yöntemlerin matematiksel dogruya ulagmak için
gerçekten geçerli araçlar olduklarma inandirarak, aksiyomlarla
ve kurallarla ulagilamayacak dogru bildirimleri söz konusu sez-
giyle kodlayabilir. Yukarida ana hatlanyla açiklandig1 gibi,
Pa(k) önermesinin dogruluguna bu ilkeyle vlagilmigtir. Îlk Gö-
del savi ile ilgili bir bagka dügünce ilkesi (yukanda açiklanma-
mig olsa da), matematiksel dogrulara ulagmak için geçerli bir
araç olarak kabul ettigimiz bir aksiyom sisteminin ashnda tu-
tark oldugu olgastmdan yeni matematiksel dogrular üretilmesi
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esasma dayamr. Sezginin ilkeleri, çogu kez, sonsuz kümelerle il-
gili uslamlamay1 içerirler ve bu nedenle, Russell'mkine benzer
paradokslara sürükleyebilecek türde bir sava çok fazla yaklay-
maktan sakmmak için bunlari uygularken daima dikkatli olun-
mahdir. Söz konusu ilkeler formalist uslamlama yönteminin
tam anti-tezini olugturur. Dikkatli davramldigmda, daha önce
varhklarunn farkmda olunmayan yeni matematiksel sezgilere
ulagmak amac1yla, herhangi bir formel sistemin kati sunrlari-
mn digma siçramak mümkündür. Matematik literatüründe bu-
nun güzel örneklerine rastlanabilir. Matematikçileri, dogru ile
ilgili yargilarma yönlendiren ussal iglemler yalmz formel sis-
temlerin yöntemlerine dayah degildir. Gödel önermesi Ph (k)'nin
dogrulugunu anlamamiz aksiyomlar aracihgiyla olmamigtir. Bir
dügünce ilkesinde 'anlama', yalmz algoritmik iglemlerle bagari-
lamayacak bir matematik iglemini gerektirir. Böyle bir matema-
tik igleminin, matematiksel bir formel sistem çerçevesinde nasil
kodlanabilecegi konusu X. Bölüm'de incelenecektir.

Pä(k) önermesinin 'kamtlanamazhgim' fakat aym zamanda
dogrulugunu kamtlayan tez ile Russell'm ikilemi ile ilgili tez
arasmda belli bir benzerligin varhgi okurun dikkatini çekmig
olabilir. Durma problemini çözecek bir makinenin varolmadigi-

m savunan Turing teziyle de aralarmda benzerlik vardir. Bu
benzerlikler rastlantisal degildir. Üçü arasmda güç1ü tarihsel
baglar mevcuttur. Turing, savim Gädel'in eserinden esinlene-
rek bulmugtur. Gödel, Russell'm ikilemini pekâlâ biliyordu Ve
mantigi agirl zorlayan bu tür ikilemli uslamlamay1 dogru bir
matematik teoremi haline getirebildi (Tüm bu savlar, bir önce-
ki bö1ümde deginilen Cantor'un "kögegen çizik" kavrammdan
kaynaklanmaktadir).

Bizi Russell'm ikilemine götüren uslamlamay1 red ederken
niçin Gödel'in ve Turing'in savlarim kabul edelim? Russell'm
ikilemi 'muazzam büyük' kümeleri içeren daha belirsiz uslam-
lamaya dayamrken Gödel ve Turing'in savlari çok daha kesin
tammlanmig olagan matematiksel teoremlerdir. Ancak, arala-
rmdaki farkm istenildigi kadar kesin çizgilerle belirlenmemig
oldugunu kabul etmek zorundayiz. Kesin çizgilerle ayirim ya-
p11masi, formalizmin amac1 olmuqtur, Gödel, kati formalist gö-
rügün tutarh olmadigmi göstermig, fakat tamamen güvenilir
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bir alternatif görüg de ileri sürmemigtir. Bence konu henüz çö-
zümlenmig degildir. Russell'm ikilemine götüren 'muazzam bü-
yük' kümelere dayah uslamlama gibi yöntemlerden kaçmmak
için çagdag matematigin benimsedigi yöntem her yönüyle tat-
min edici degildir.* Ayrica, bunlari formalistik terimlerle -ve-

ya, bir baska deyi§le, çeligkilerle kargilagilmayacag1 konusunda
tam güvence vermeyen terimlerle- ifade etmek egilimi hâlâ
agir basmaktadir.

Ne olursa olsun, bana öyle geliyor ki, Gödel'in teoreminin
açikça sergiledigi sonuç, matematiksel dogrulugun herhangi bir
formalist çerçeve içerisine sikigtirilamiyacagidir. Matematiksel
dogruluk, salt formalizmin çok ötesinde bir geydir. Gödel'in teo-
remi olmaks1zm da bunu anlamak olasidir. Çünkü,bir formel
sistem inga etmege kalkigsak hangi aksiyomlari veya hangi ku-
rallari seçecegimize nas11 karar verebiliriz? Hangi kurallar1 se-
çecegimiz konusunda bize yol gösteren her zaman ve mutlaka,
sistemin simgelerinin anlami verildiginde, bunlardan içgüdüsel
olarak ne anladigimiz olmahdir. Hangi formel sistemin, "kendi-

ni kamtlar" olma ve
"anlamhhk" bakimmdan içgüdüsel olarak

kabul edilebilir, hangisinin kabul edilemez oldtiguna nasil ka-
rar verebiliriz? Kugkusuz, kendi içinde-tutarhhk fikri burada
yeterli olamaz. Bu baglamda 'sezilebilir' olmayan ve yanhg ol-
duklari veya anlamsiz olduklari gerekçesiyle red edecegimiz
aksiyomlar1 veya yöntemsel kurallari içeren birçok kendi içinde
-tutarh

sisteme sahip olabiliriz. Yine de gereksinim duyacag1-
miz kavramlar, Gödel teoremi olmaksizm dahi, 'kendini-kamt-

layabilme' ve
'anlamhhk' kavramlaridir.

Ancak, Gödel teoremi olmaksizm, sadece änee formel sistemi
inga etmek, sonra bunun dogrulugu saptamak için kullamlan
matematiksel önermenin bir parçasi olarak ondan kurtulmak
amac1yla 'kendini-kamtlama'

ve
'aulamhhk' kavramlarim ilk ve

son kez kullanabilecegimizi düglemek mümkün olabilirdi. Daha
sonra, formalist dügünceye göre, söz konusu 'bulamk' içgüdüsel

*'Kûmeler' ve
'simflar' arasmda bir aynm yap11maktadir. Kümelerin biraraya

gelerek diger kümeleri veya smiflari olugturmasma izin verilirken smiflann
'büyük' olmalari nedeniyle bu gekilde daha büyük koleksiyonlar1 olugturama- o
diklari kabul edilmektedir. Ancak, bir eleman koleksiyonunun ne zaman küme,
ne zaman suuf sayilacagi konusunda bir kural getirilememektedir.
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kavramlar, aygan formel matematikçinin ön dügünce sistemi-
nin bir parçasi olarak rol alabilecek, fakat matematiksel dogru-
lugun fiilen sergilenmesinde hiçbir rol üstlenemiyecekti. Gödel
teoremi bu görügün, matematigin temel felsefesinde yerinin ol-
madigun göstermektedir. Matematiksel dogruluk fikri, forma-
lizm kavrammm suurlarann çok ötesine uzamr. Matematiksel
dogruluk kavranunda, mutlak ve 'Tann-vergisi' olan birgey var-
dir. Son bölümün sonunda tartigildig1 gibi, matematiksel Plato-
nizmin ilgi alam budur. Herhangi bir formel sistemde bu kav-
ram, geçici ve

'insan-yapisi' bir nitelik tagir. Formel sistemler,
matematik üzerine tartigmalarda gerçekten çok degerli roller
üstlenirlerse de, dogralugun saptanmasi yönünde sadece kismi
(veya yaklaç1k) bir rehber olabilirler. Gerçek matematiksel dog-
ruluk salt insan yapismm ötesine geçer.

I
Platonizm mi Yoksa Sezgicilik mi?

Bu agamaya kadar, matematik felsefesinin iki zit ekolü ile il-
gili görüglerimi, formalist ekolden çok Platonist ekole agirhk ko-
yarak, ortaya koydum. Bunu yaparken aymmrma oldukça basit-
legtirilmig tuttum. Oysa, deginilmesi gereken birçok ince ayrmti-
lar var. Ornegin, 'Platonizm' baghgi altmda, matematiksel dü-
günce nesnelerinin herhangi bir türde gerçek 'varhga' sahip olup
olmadiklari veya sadece matematiksel 'dogruluk' kavramrun
mutlak olup olmadigi tartigilabilir.Bu gibi aynonlari, konumuz
çerçevesinde ele almamay1 uygun gördüm. Kammca, matematik-
sel dogrulugun mutlakhgi ile matematik kavramlarinm Platonik
varolugu temelde aym geydir. ÕrneginMandelbrot kümesiyle
iligkilendirilebilecek 'varolug' kavrami, 'mutlak' dogasuun bir
özelligidir. Argand düzleminin bir noktasmm Mandelbrot küme-
sine ait olup olmadigi, hangi matematikçi veya bilgisayar tara-
fmdan incelenirse incelensin, mutlak bir scrudur. Mandelbrot
kümesinin 'matematikçiden bagunsiz olma' özelligi ona Platonik
bir varhk kazandirir. Ayrica, Mandelbrot kümesinin ince
ayrmtilari, bilgisayar kullanarak ulagabilecegimiz suurm çok
ötesindedir. Bu aygitlar, 'bilgisayardan bagunsiz', çok daha derin
ve kendine özgü bir yaplyla ilgili olarak ancak yaklagik degerler
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verebilirler. Ancak, bu konuda kabul edilebilir ayinm yapabilme-
mizi saglayan birçok yaklaç1m bulunmasun takdir ediyorum. Bu-
rada, bu aymmlarm üzerinde fazlaca durmanuz gerekmiyor.

Gerçek bir Platonist oldugunu iddia eden bir kimse, Platoniz-
mini tagiyabilecegi noktada gärüg ayrihklarlyla kargilagmay1 gö-
ze almahdir. Bizzat Gödel koyu bir Platonist idi. $u ana kadar
ele aldigim matematik bildirimleri, ötekilerinin yanmda '1hmh'

kalan türden bildirimlerdir.6 Özelliklekümeler teorisinde tartig-
maya aç1k daha çok bildirim ortaya çikabilir. Küme teorisinin
bütün dallan incelendiginde äylesine.agm büyüklükte ve öylesi-
ne belirsiz inga edilmig kümelerle kargilagilabilir ki, benim gibi
oldukça kararh bir Platonist bile, bunlarm varolmalannm, veya
olmamalanmn, gerçekten bir 'mutlak' konu olugturdugu hakkm-
da kugku duymaya baglayabilir.6 Bir agamada kümeler, öylesine
karmagiklagir ve kavramsal yönden kugku uyandmci tammla-
malara dönügebilirler ki, bunlarla ilgili matematik bildirimlerin
dogrulugu veya yanhghg1 sorusu, 'Tann-vergisi' niteliginden çok
bir 'görüg meselesi' niteligini ahr. Bir insamn, Gödel ile birlikte,
Platonizmin uzun yolunu katetmege ve bäylesine agin boyutlar-
daki kümelerle ilgili matematik bildirimlerinin dogrulugunun
veya yanhghgunn daima bir mutlak veya 'Platonik' konu olup ol-
madigim aragtirmaya hazir olmasi, veya bir noktada bundan
vazgeçip sadece kümeler oldukça yapic1 ve normal boyutta oldu-
gu zaman mutlak dogruluk veya yanh hgi aragtirmasi, tartigma-
m1zm digmdadir. Bizim için, biraz önce degindigim standartlara
göre, önem taç1yankümeler (sonluveya sonsuz) komik denecek
kadar küçük boyutludur! Bu nedenle, çegitli Platonistik görügler
arasmdaki aynm bizi fazlasiyla ilgilendirmeyecek.

Ancak, sezgicilik (ya da sonluculuk) gibi bagka matematik fel-
sefeleri de vardir ki, bunlar zit uçta yer alarak hangi sonsuz kü-
me olursa olsun, bunlann tamamlanmig varhgim kabul etmeyi
red eder.* Sezgicilik, 1924'te, Hollandah matematikçi L.E.J.
Brouwer tarafmdan, matematiksel uslamlama yönteminde son-
suz kümeler son derece serbest kullamldigmda kargilaç11abile-
cek (Russell'm ikilemi gibi) ikilemlere alternatif bir yamt

-for-

malizminkinden farkh- olarak ileri sürülmügtür. Bu görügün
* Sezgicilik, insan dügüncesini yansittigi dügünüldugü için bu adla amhr.

L
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kökleri, Platon'un ögrencisi olan fakat Platon'un matematiksel
nesnelerin mutlak varhgi ve sonsuz kümelerin kabul edilebilirli-

gi hakkmdaki görüglerini red eden Aristoteles'e kadar usamr.
Söz konusu görüge göre kümeler (sonsuzveya degil), özlerinde

bir 'varhga' sahip degillerdir; sadece, sistem kapsammda ele-
manlarun tayin eden kurallar sayesinde ele ahnabilirler.

Brouwer'in sezgiciliginin karakteristik bir özelligi, 'üçüncünün

olmazhgi yasasim kabul etmemesidir. Bu yasa, bir bildirimin
olumsuz geklinin red edilmesinin, bu bildirimin önermesi ile eg-
degerde oldugunu savunur. (Simgelerle ifade edildiginde: ~ (~ P)
o P.) Herhalde Aristoteles de, mantiksal yönden bu kadar 'aç1k

seçik' ifade edilen bir önermenin red edilmesinden mutsuzluk
duyardi! Basit 'sag duyu' terimleriyle aç1klandigmda söz konusu
yasa,

"kendini kamtlayan dogruluk' olarak yorumlanabilir: Bir-
geyin dogru olmadig1 yanhysa, bu gey kugkusuz dogradur! (Bu
yasa, reductio ad absurdum yönteminin temelini olugturur (Bks.
s. 71). Fakat, sezgiciler, bu yasay1 yadsiyabileceklerinin farkma
vard11ar. Çünkütemelde 'varolug' kavramma farkh bir yaklagim
getiriyorlar ve bir matematiksel nesnenin gerçekten varoldugu-

nu kabul etmeden önce onun kesin bir (ussal) yapismm sunul-

masun gerekli görüyorlardi. Buna göre sezgici için 'varolug', 'ya-

pici varolug' anlammdadir. Reductio ad absurdum yöntemine uy-
gun bir önermede bir varsayun ileriye sürülürken, sonuçlarmm
bir çeligkiye götürebilecegi, bu çeligkinin söz konusu varsayimm
yanhg olduguna dair istenilen kamti saglayacag1 imâ edilir. Var-
sayan, belirli bazi özelliklere sahip matematiksel bir nesnenin
varolmadigim öneren bir bildirime dönügebilir. Bu durumda bir
çeligki görälürse, basit matematikte çikarilacak anlam, öngörü-
len varhšm gerçekten varoldugudur. Fakat böyle bir sav, kendi
bagma, böyle bir varhgi inga edecek bir yöntem saglayamaz. Bir
sezgiciye göre bu çegit bir varolug, hiçbir zaman varolug olamaz;

ve igte bu baglamda, üçüncünün olmazhgi yasasim ve reductio
ad absurdum yöntemini kabullenmeyi red eder. Gerçekten de
Brouwer bu çegit bir yapic1-olmayan 'varolug'tan hiç hoglanma-
rustir.' Gerçek bir yapilandirma olmaksizm böyle bir kavram an-
lamsizdir diyerek tezini savunmugtur. Brouwer mantigmda, bir
nesnenin varolmay1puun yanhghgmdan bu nesnenin gerçekten
varoldugu anlann çikanlamaz!
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Kanimea, matematiksel varolugta yapicihk aramamn takdir
edilecek bir yam olmakla birlikte Brouwer'in sezgicilik görügü

biraz fazla agiridir. Brouwer fikirlerini ilk kez 1924'de, yani
Church ve Turing'in eserlerinden on yildan fazla bir süre önce,

aç1klarnytir. Epimdiartik, yapic1hk kavrami -Turing'in hesapla-
nabilirlik fikri baglammda-, matematiksel felsefenin ahpldsk
çerçevesinde incelenebildigine göre, Brouwer'in bizi yönlendir-

mek istedigi agmhklara gitmemiz gerekmiyor. Yapic1hgi, mate-
matiksel varolug konusundan ayri bir konu olarak ele alabili-

riz. Sezgiciligin izinde gidersek, matematigin kapsadigi çok
gliçlü önermeleri kullanmaktan kendimizi ahkoymannz gerekir

ki konu böylece tikanacak ve k1sirlaçacakt1r.
Sezgici görügün insam içine sürükleyebilecegi çeyitli zorluk-

lari ve görünügteki tuhafhklari ayrmtilariyla anlatmak istemi-
yorum; fakat, kargilagilabilecek sorunlardan bir kaçma degin-
mek yararh olabilir. Brouwer'in sikça verdigi bir örnek, Tc'nin

ondahk aç1hmlyla ilgilidir:
3.141592653589793...

Bu ondahk açihuan herhangi bir yerinde yirmi adet birbirini iz-
leyen yedi rakami

x= 3.141592653589793... 77777777777777777777...;

var mi yoksa yok mu? Basit matematiksel ifadeyle, gu anda bü-
tün söyleyebilecegimiz ya

'var'

ya da 'yok' demektir
-ancak

bun-
lardan hangisinin yamt olduguna bilmiyoraz! Bu, yeterince za-
rarsiz bir bildirim gibi görünebilir. Ancak, sezgiciler, 'n'nin

on-
dahk aç1hmunn bir yerinde birbirini izleyen yirmi adet yedi ra-
kami vardir, aksi halde yoktur' ifadesinin geçerliligini- böyle bir
açihmm bulundugu veya bulunmadigi (kendilerincekabul edile-
bilir yapic1 bir tarzda) saptanmadikça veya saptamncaya kadar

-inkâr

edeceklerdirl n'nin ondahk aç1hmunn bir yerinde birbiri-
ni izleyen yirmi adet yedinin dizilimini göstermek için dogrudan
hesaplama yeterli olacakken, böyle bir dizilimin gerçekte bulun-
madigun göstermek için bir matematik teoremine ihtiyaç vardir.

Hiçbir bilgisayar, bugüne degin, n'nin hesabmda, böyle bir dizili-
min varoldugunu saptayacak kadar geligmemistir. Böyle bir di-
zilimin varhgim olasihk çerçevesinde ümit edebiliriz ama bir 2
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bilgisayarm diyelim saniyede 10"iglem hiz1nda basamak üretti-
gini varsaysak bile, açihmi bulmak için yüz ilâ bin y11arasmda
bir süre gerekebilir! Bence, bäyle bir aç1hmm varhgimn, dogru-
dan hesaplanmaktan çok, bir gün, matematiksel iglemle saptan-
mast olasihgi daha fazla görünüyor (bu belki çok daha güçlü ve
ilginç bir teoremin yan sonucu olur) -ama sezgiciler tarafmdan
onaylanmayacak bir tarzda saptanacakt1r!

Bu özel sorun matematigin gerçek ilgi alamna girmez. Aç1k-
lamasi kolay oldugu için yalmzca bir örnek olarak verilmigtir.
Brouwer, kendi agiri sezgiciliginin çerçevesinde, z'nin ondahk
aç1hmmm bir yerinde peg pege gelen yirmi adet yedinin varh-

girnnqu an için ne dogru ne de yanhg olduguru savunacaktir.
Gelecekte bir gün bu veya u ekilde dogru yamt, hesapla veya
(sezgisel) matematiksel kamtla, bulundugu takdirde önerme,
duruma göre

'dogru'

veya
'yanhs' olacaktir. Buna benzer bir di-

ger örnek Termat'm son teoremi'dir. Brouwer'in agiri sezgici
görügüne göre, gimdilik, bu teorem de ne dogru ne yanhytir, fa-
kat gelecekte bir tarihte dogru da olabilir yanhg da.* Bence,
matematiksel dogrulugun bu çegit öznelligi ve zamana-bagimh-
hgi hiç hoglam1mayacak bir niteliktir. Bir matematik sonueu-
nun resmen kamtlamp kamtlanmadigi veya ne zaman kamt-
landigi gerçekten öznel bir konadur. Matematiksel dogruluk bu
çegit topluma bagh kriterlere dayandirilmamahd1r. Zamana gö-
re degigen bir matematiksel dogruluk kavramma sahip olmak,
fiziksel dünyayi tammlamak için insamn güvenle kullanabile-
cegini umdugu matematik yönünden, en iyimser bir ifadeyle,
beceriksizlik ve olumsuzluktur. Sezgicilik tezini savunanlarm
hepsi, Brouwer kadar agiri bir tutum takmmayacaktir. Ama
nasil olursa olsun, yapilandirmac1hgm amaçlarma sempati du-
yanlar için bile sezgici bakig açisi, açikça görüldügü gibi pek bir
hantaldir. Sadece uygulanabilecek matematiksel uslamlama
yönünden çok suurlayic1 olmasi gibi tek olumsuz özelligi nedeni

için bile günümüzün matematik.çilerinden pek az1, sezgiciligi
ciddiye alabilir.

Günümüz matematik felsefesinin üç ana akimim kisaca ta-
mmladim: Formalizm, Platonizm ve Sezgicilik. Matematiksel
*Nitekim bu teoremin dogralugu1993'de ingilizmatematikçisi A. Wiles tarafmdan ka-
mtlanmg ve kamtm dogrulugu genel kabul görmüytür (ç.nl
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dogrulugun mutlak, digsal ve ebedi oldugunu ve insan-yapisi
kriterlere dayanmadigim, matematik nesnelerinin kendilerine
özgü ve zamanla suurh olmayan bir varhga sahip olduklarun,
ne insan toplumuna ne de belirli fiziksel nesnelere bagh olma-
digim savunan Platonik görüge yakmhk duydugumu gizlemiyo-
rum. Platonizm ile ilgili görüglerimi bu kisimda, bir önceki ki-
simda ve III. Bölüm'ün sonunda açikladim. Umarim okuyucum
bu konuda benimle beraber yola çikmaya hazirdir. Yol üzerinde
kargilaçacaklarmuz için bu önemlidir.

Turing'in Sonucundan Ç1kan
Gödel-Tipi Teoremler

Gödel teoremini sunarken birçok ayrmtiya, bu arada tarihsel
olarak belki de en önemlisine, aksiyomlarm tutarhhšmm 'ka-

rar verilemez' olduguna iligkin sava, deginmedim. Amacim,
Hilbert ve çagdaglari için büyük önem taµyan 'aksiyomun tu-
tarhhgimn

-kamtlanabilirligi

problemi'ni vurgulamak degil, fa-
kat Gödel'in belli bir önermesinin, ele aldigmuz biçimsel siste-
min aksiyomlarim ve kurallarun kullanarak ne kamtlanabilir
ne de çürütülemez oldugunu gösteremeyecegimizi, ancak iglem-
lerin anlamlarma 'sezgiyle' ulagirsak, dogru bir önerme oldugu-
nu aç1kça anlayacagunizz vurgulamaktirl

Turing'in, Gödel'in yapitml inceledikten sonra, kendi teore-
mini, durma probleminin çözülemezligine dair teoremini, gelig-
tirmig oldugunu söylemigtim. Her iki teoremin birçok ortak
noktast bulunmaktadir ve gerçekten de, Gödel'in sonucuna Tu-
ring'in yöntemiyle ulayilabilir. Bunun nasil gerçeklegecegini in-
celeyelim ve bu arada Gödel teoreminin altmda neler yattigt
hakkmda oldukça farkh bir bakig açisi edinelim.

Biçimsel matematiksel sistemin baghca özelligi, verilen bir
matematiksel änerme ile ilgili simgeler dizisinin, sistem çerçeve-
sinde, bir kamt olugturup olugturmadigma karar vermek islemi-
nin hesaplanabilir olmasim gerektirmesidir. Matematiksel kamt
dügüncesinin biçimlegtirilmesinde yegane amaç, ne de olsa,
geçerli bir uslamlama yöntemi için karar almak zorunda kalma-
maktir. Önerilenbir kamtm gerçekten bir kamt olup olmadigim,
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tümüyle, mekanik ve önceden belirlenmig bir yöntemle kontrol
etmek mümkün olmahdir; bagka bir deyigle, kamtlan kontrol
eden bir algoritma bulunmahdir. Öte yandan, önerilen matema-
tiksel bildirimlerin kamtlanm (veya kargit- kamtlanm) bul-
mak, mutlaka algoritmanm görevidir demiyoruz.

Gerçekte, herhangi bir biçimsel sistemde ne zaman bir kamt
varsa, kamti bulmak için bir algoritma da daima vardir. Çün-
kü, sistemimizin, simrh bir simgeler 'alfabesiyle' ifâde edilebi-
len dilde formüle edildigini varsaymahy1z. Daha önce yaptig1-

nuz gibi, simge dizilerini, her bir dizi uzunluklarma göre alfa-
betik siralanmak gartlyla leksikografik olarak sirahyahm (s.
188). Böylece, dogru inga edilen tüm kamtlann, leksikografik
plâna uygun numaralanarak s1ralanmasmi saglamig oluruz.
Kamtlar listemize sahip olmakla, formel sistemin tûm teorem-
lerine de sahip oluruz. Çünkü teoremler, dogra gekilde inga
edilmig kamtlarm son siralarmda yer alan önermelerdir. Siste-
min tüm simgelerinden olugan dizilerinin leksikografik listesi-
ni, bu diziler kamt olarak anlam tagism veya tagimasm, dikka-
te alabilir ve sonra, ilk diziyi, kamt olup olmadigim denemek
için kamt-smama algoritmamizla test ederiz ve kamt degilse
listeden atanz; sonra ikinci diziyi aym gekilde test eder ve ka-
mt olmadigun anlarsak onu da listeden ç1kaririz; sonra üçüncü-
sünü, dördüncüsünü vb. aym gekilde test ederiz. Bu gekilde, bir
kamt varsa onu, sonuçta, listenin bir yerinde buluraz.

Hilbert, matematik sistemine, sistem kapsammda dogra for-
müle edilmig herhangi bir matematik önermesinin dogrulugu-
na veya yanhghšma formel bir kamtla karar vermemizi sagla-
yacak kadar güçlü bir aksiyomlar ve kurallar sistemi bulmay1
bagarsaydi, bu gibi önermelerin dogruluguna karar verilmesini
saglayacak genel bir algoritmik yönteme sahip olacaktik. Bu ni-
çin böyle? Çünkü,yukanda genel hatlanyla çizilen yöntemle
aradigimiz önermeye listenin son satirmda rastgelirsek, öner-
meyi ispatladsk demektir. Ama bunun yerine, önermemizin
olumsuz gekliyle kargilagirsak, önermemizi çürütmüp oluruz.
Hilbert'in program1 eksiksiz olsaydi, bu sonuçlardan birine ve-
ya digerine sonuçta mutlaka ulagirdik (ve, tutarh olmast dura-
munda iki sonuç birlikte asla meydana gelmezdi). Böylece, me-
kanik yöntemimiz herhangi bir agamada daima son bulacak ve
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biz de sistemin tüm önermelerinin dogrulugu veya yanhghgi
hakkmda yarg1ya varmamizi saglayan evrensel bir algoritmaya
sahip olacaktik. Bu durumda, matematik önermeler hakkmda
genel bir algoritma bulunmadigma dair Turing'in vardigi sonu-
cun aksi kamtlanmig olacakti. (Bkz. Bölüm II) Sonuç olarak

Gödel'in, Hilbert-tipi hiçbir programm, tart1pmakta oldugumuz
baglamda eksiksiz bir program olamayacagi geklindeki görügü-
nü fiilen kamtlamig olurduk.

Aslmda Gödel'in teoremi bundan daha özel bir amaç1a inga
edilmigtir. ÇünküGödel'in ilgilendigi biçimsel sistemden, genel
matematik önermeler için degil yalmz aritmetik önermeler için
yeterli olmasi beklenmekteydi. Turing makinelerinin gerekli

tüm iglemlerinin aritmetikten yararlanarak uygulanmasi olasi
midir? Bagka bir deyiële, dogal say11arm tüm hesaplanabilir
aksiyomlarl (yani, Turing makinesinin iglemlerinin sonucu tek-
rarlayan, veya algoritmik fonksiyonlar) basit aritmetik terimle-
riyle ifade edilebilir mi? Gerçekte bunu yapabiliriz ama tam
olarak degil. Standart aritmetik ve mantik kurallarma (3 ve V
dahil) göre bir iglem daha yapmahy1z. Bu iglem, sadece

'K(x)'i dogrulayan en küçük dogal sayi xT

seçer. Burada K( ) aritmetik iglemlerle hesaplanan herhangi
bir änergesel fonksiyon olup, kargihgmda böyle bir say1mn bu-
lundugu varsay1hr; yani 3 x[K(x)] dogrudur (Böyle bir sayi bu-
lunmasaydi iglemimiz, varolmayan ve buluumasi istenen x sa-
y1sm1 bulmak çabasi içerisinde 'sonsuza kadar süregiderdi')*.
Ne olursa olsun, Turing'in sonucuna dayah yukaridaki sav,
Hilbert'in, biçimsel sistem çerçevesinde tüm matematik dalla-
rim hesaplara indirgeyen programmm savunulamayacagim
gösteriyor.

Yöntem, bu gekliyle, dogru fakat sistem içerisinde kamtlana-
mayan bir Gödel önermesine (Pa(k) gibi) sahip oldugumuzu he-
men göstermez. Ancak, II. Bölüm'deki (s. 83) 'bir algoritmay1 na-
s11 altedebiliriz' tartigmasun hatirlarsamz, buna çok benzer bir

* Bu tür ganssiz olasihklarm meydana gelmesine izin vermek gerekir; böylece
herhangi bir algoritmik iglemi tammlamak gansma sahip olabiliriz. Turing ma-
kinelerinin genel tamnmn yapabilmek için, ashnda hiç durmayan Turing maki-

nelerine hoggãrüyle baktignmzi ammsayimz.
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geyi burada yapabilecegimizi göreceksiniz. Hatirlayacagunz gi-
bi, bir Turing makinesinin igleminin durup durmayacagma ka-
rar vermek için herhangi bir algoritma verildiginde, çahyacagim
bizim anlayacagimiz fakat algoritmamn anlayamiyacag1 bir Tu-
ring makinesi iglemini üretebiliriz (Algoritmamn, bir Turing
makinesi igleminin ne zaman duracagi hakkmda bize dogru bil-
gi vermesi gerektigi konusunda 1srar ettigimizi, ama bazen algo-
ritmanm kendisi sonsuza kadar igledigi için, Turing makinesi-
nin ne zaman duracagim bize bildirmedigini ammsaylmz). Bu
neden1e, Gödel'in teoreminde oldug-u gibi, verilen algoritmik ig-
lemin bagaramadigru gerçeklegtiren bir önermeye sahip olarak,
sezgiden yararlanarak, genelde neyin dogru oldugunu (Turing
makinesinin igleminin durmayacagun) görebiliriz.

Tekrarh Sayalabilir Kümeler

Turing'in ve Gödel'in sonuç1armm temel ögelerini küme te-
orisi dilinde, grafik biçimde, tammlamarnn bir yolu vardir. Bäy-
lece esas konularm ön plana çikabilmesi için, belirli simge sis-
temleriyle veya formel sistemlerle zorunlu tammlamalar yap-
maktan kurtulabiliriz. (4, 5, 8}, {0,57, 100 003}, {6},{0},{1,2, 3,
4, ..., 9999}, {0,1, 2, 3, 4,

...},

{0,2, 4, 6, 8,
...},

hatta tam küme
N = {0, 1, 2, 3, 4,

...}

veya bog küme Ø = {}gibi küme gruplarim
inceleyebilmek için yalmz 0, 1, 2, 3, 4, ..., gibi (sonlu veya son-
suz) dogal says kümelerini inceleyecegiz. Sadece hesaplanabilir
sorularla, örnegin: 'Hangi tûr dogal sayi kümeleri algoritmalar
tarafindan üretilebilir, hangileri üretilemez?' gibi sorularla ilgi-
lenecegiz.

Bunun gibi konulari ele almak için, istersek, her bir vi dogal
sayismm belirli biçimsel bir sistemde belirli bir simgeler dizisi-
ni temsil ettigini dügünebiliriz. Bu, sistemdeki önermelerin
('söz dizimi' dogru yapilm14) leksikografik stralamasma göre
simgelerin n'inci sirasi, yani 0, olacaktir. Her dogal say1 bir
önermeyi temsil eder. Formal sistemin tüm änermelerinin kü-
mesi, N kümesinin tümü tarafindan temsil edilecek, ve örne-
gin, biçimsel sistemin teoremleri, dogal sayilarm daha küçük
bir alt kümesini, ärnegin P kümesini, olugturacaktir. Ancak,
önermelerle ilgili herhangi bir belirli numaralama sisteminin
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detaylari önemli degildir. Dogal say11arla önermeler arasmda
baglanti kurmak için ihtiyacimiz olan tek gey, kendisini temsil
eden n dogal sayismdan (uygun bir simgeler sisteminde yazil-
mig) Q, änermesini elde etmek için bilinen bir algoritma, ve
Q,'denn'yi elde etmek için bir bagka algoritmadir. Böyle iki al-
goritma verildiginde, özel bir formel sistemin önermelerinin kü-
mesiyle, dogal sayllar kümesi N'i özdeglegtirebiliriz.

Tüm Turing makinelerinin tüm iglemlerini kapsayacak ka-
dar genig kapsamh, tutarh -ve

aym zamanda, aksiyomlarimn
ve yöntem kurallarmm 'dogru oldugunu kendiliginden kamt-
lar'- geklinde nitelenebilecek kadar 'duyarh' oldugu bir biçim-
sel sistem seçelim. Artik, biçimsel sistemin Qo,Qg Qg,Qa,.. gi-
bi önermelerinden bazilari, sistem içerisinde gerçekten kamtla-
ra sahiptir. Bu 'kamtlanabilir'

änermelerin numaralari, N 'de

bir altküme, bir P 'teoremler' kümesini olugturacaklardir. Be-
lirli bir biçimsel sistemde önermeleri kamtlarlyla birlikte birbi-
ri arkasma üreten bir algoritma bulundugunu daha önce gär-
mügtük (n'den algoritmik olarak 'n'inci kamt' la'in elde edildi-
gini daha önce açiklam14tik. Bütün yapmamiz gereken, sistem
kapsammda kamtlanabilir n'inci önermeyi, yani n'inci teoremi
bulmak için n'inci kamtm son dizesine bakmaktir). Oyleyse,
P'nin elemanlarim peppege üreten (tekrarlar bulunmasi fark et-
mez) bir algoritma var elimizde.

Bir algoritma kullamlarak üretilebilen P gibi bir küme, tek-
rarlz sayrlabilir küme adlyla amhr. Sistem kapsammda kamtla-
namaz olan önermelerin, yani tersleri kamtlanabilir önermele-
rin, (yolumuza devam ederken terslerini almak suretiyle kamt-
layarak sayabildigimiz için aym zamanda tekrarh sayilabilir
küme olugturduklarun unutmayahm) tekrarh sayilabilir birçok
alt-kümesi vardir, ve bunlari tammlamak için formel sistemi-
mize bag vurmak gerekmez. Tekrarh sayilabilir kümelerin ba-
sit örnekleri, çift sayilar kümesi

{0,2, , 6, 8, ..J,
kareler kümesi

10,1, 2, 9, 16,
..),

ve asal sayilar kümesi

12,3, 5, 7, 11, .. J'dir.
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Aç1kça görüldügü gibi bu kümelerden her birini bir algoritma
vasitastyla üretebilmekteyiz. Yukarida verilen üç örnekten her
birinde kümenin tümleyeninin, yani küme içinde yer almayan
dogal say11ar kümesinin de tekrarh sayllabilir oldugu görüle-
cektir. Söz konusu üç örnekte, tümleyen kümeler, siraslyla,
göyledir:

(1, 3, 5, 7, 9,
...};

{2,3, 5, 6, 7, 8, 10,
...};

ve
(0, 1, 4, 6, 8, 9, 10, 12,

...}.

Bu tümleyen kümeler için de bir algoritma üretmek kolay ola-
caktir. Gerçekten de, herhangi bir n dogal sayisimn çift olup ol-
madigma, kare olup olmadigma veya asal say1 olup olmadigma
algoritmik olarak karar verebiliriz. Böyle bir algoritmay1, hem
asil kümeyi hem de onu tümleyen kümeyi üretmek için kulla-
nabiliriz. Hem kendisi hem de tümleyen kümesi tekrarh sayila-
bilir bir kümeye yinelenen küme denir. Elbette ki yinelenen bir
kümenin tümleyeni de bir yinelenen kümedir.

Peki, tekrarh sayilabilir fakat yinelenemiyen kümeler var
nudir? Biraz durahm, bakahm bunun arkasmdan ne gelecek.
Böyle bir kümenin elemanlari bir algoritmayla üretilebilecegi-

ne göre, kümede yer aldigmdan kugkulandigimiz -ve, bir an
için gerçekten kümede yer aldigim varsayahm- bir elemanm
gerçekten kümenin elemam olup olmadigma karar vermemizi

saglayacak bir araca sahip olacag1z. Bize gerekli olan tek gey,
algoritmamizm, incelemekte oldugumuz elemam buluncaya ka-
dar kümenin tüm elemanlarim taramasma izin vermektir. Fa-
kat, varhgmdan kugkulandigimiz elemamn kümede gerçekten
bulunmadig1m varsayahm. Bu durumda algoritmaruz ige yara-
m1yacaktir, çünkü bir karara varmaksizm taramasim sonsuza
dek sürdürecektir. Bu nedenle, 'tümleyen' kümeyi üretmek için
bir algoritmaya ihtiyacimiz vardir. Her iki algoritmayla dona-
mmh olarak kendimizi yeterli hissetmemiz gerek. Îki algorit-
madan birini ya da digerini kullanarak zanhy1 her durumda
yakalayabiliriz. Ancak, bu mutluluk, yinelenen bir kümeyle ne

yapacagimiza baghdir. Burada kümemizin yalmzca tekrarh sa-
y11abilir oldugu fakat yinelenen nitelikte olmadigi varsayllmig-

tir: Tümleyen kümeyi üretmek için önerdigimiz algoritma orta-
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da yoktur! Böylece tuhaf bir durumla kargi kargiyayiz. Küme-
deki bir elemanm gerçekten kümede olup olmadigma algoritma
yardimiyla karar verecegiz, ama gerçekten kümede olup olma-
digmi yine algoritmayla garanti edemiyoruz! Böy1e bir durumla
gerçekten kargilagilabilir mi? Tekrarh sayilabilir fakat yinele-

nemeyen kümeler gerçekten var midir? Peki, P kümesinden ne
haber? Yinelenen bir küme midir? Tekrarh sayilabilir oldugunu
biliyoruz. Öyleysetümleyen kümenin de tekrarh sayilabilir
olup olmadigma karar vermemiz gerekiyor. Ashnda, P tekrarh
sayilabilir küme degildirl Bunu nas11 kamtlayabiliriz? Pekâlâ,
Turing makinesinin iglemlerinin, biçimsel sistemimizin iglem-
leri arasmda yer aldigima varsayildigim hatirlay1mz. n'inci Tu-
ring makinemizi T, ile gösterdigimize göre

'T, Oz)durur'

bildirimi bir önermedir. Biçimsel sistemimizde her bir n dogal
sayisi için bu önermeyi S(n) ile gösterelim. S(n) önermesi n'nin

bazi degerleri için dogru, bazi degerleri için yanh olacaktir.
Dogal sayilar 0, 1, 2, 3, ..., n tarafindan taramrken, tüm 801)
kümesi, N 'in alt-kümesi olan S ile temsil edilecektir. Simdi, i

Turing'in temel sonucunu (II. Bölüm, s. 70) hatirlaym: T,(n)'in
aslmda durmadigi durumlarda 'T,(n) durmaz' önermesini dog-
rulayan bir algoritma yoktur. Bu sonuç, yanhg S(n)'ler kümesi-
nin tekrarh say11abilir olmadigim göstermektedir.

S'in P'de yer alan k1smuun, dogru S(n) lerden olugtugunu gö-
rüyoruz. Bu neden bäyle? Kugkusuz herhangi bir S(n) kamtla-
nabilir ise, dogru olmahdir (çünkü formel sistemimiz anlamlz
seçilmigtirD Bu nedenle, S'in P kümesinde yer alan k1smi, sade-

ce dogru S(n) önermelerinden olugmahdir. Ustelik, P kümesi-
nin kapsami digmda hiçbir dogru S(n) önermesi yer alamaz,
çünkü T,(n) durursa, gerçekten sistemin içerisinde yer alan bir
kamt elde edebiliriz.*

Simdi, diyelim ki, P kümesini tümleyen küme tekrarh say11a-
bilmektedir. Bu durumda, bu tümleyen kümenin elemanlar1m
üretmek için bir algoritmaya ihtiyacimiz olacaktir. Bu algorit-

* Kamt, duruncaya kadar çahgan makinerin hareketini yansitacak agamalar
silsilesinden olugabilirdi. Makine durur durmaz kamt tamamlanmig olurdu.

I
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may1 tarayarak rastladigmuz her S(n) önermesini kaydedebili-
riz. Kaydedecegimiz tüm S(n) önermeleri yanhg önermeler ola-
cagi için yöntemimiz aslmda bize yanhg S(n) önermeler küme-
sinin tekrarh saylmim verecektir. Fakat, yanhg S(n) önermele-
rinin tekrarh sayilabilir olmadigim biraz önce belirtmigtik. Bu
çeligkiye dayanarak, P'nin tümleyen kümesinin tekrarh sayila-
bilir olmadigim söyleyebilirîz. Oyleyse, kamtlamaya çahetigi-
m1z gibi, P kümesi yinelenen bir küme degildir.

Bu özellikler, gerçekte, biçimsel sistemimizin tam olmayaca-
gimgösterir. Bagka bir deyigle, sistemin içerisinde ne kamtla-
nabilir ne de çürütülebilir önermeler yer almahdir. Çünkü,bu
gibi 'karar verilemez' önermeler bulunmazsa, P kümesini tüm-
leyen kümenin, çürütülemez önermeler kümesi olmas1 gerekirdi
(kamtlanamayan herhangi bir gey çürütülemez). Fakat çürütü-
Temez önermelerin, tekrarh sayilabilir küme olugturduklarim
görmügtük. Öyleysebu durumda P kümesi yinelenen küme ol-
mahdir. Ancak P, yinelenen bir küme degildir. Îçte bu çeligki bi-
çimsel sistemin tamamlanam1yacag1mgösterir, ve Gödel'in te-
oreminin ana savidir.

Peki, N 'nin formel sistemimizin dogru önermelerini temsil
eden alt-kümesi T ne olacak? T yinelenebilir bir küme midir? T
tekrarh sayilabilir mi? T'yi tümleyen küme tekrarh sayilabilir
mi? Gerçekte, tüm bu sorularm yamtt 'Hay1r'dir. Bunu anlama-
mn bir yolu,

'T/n).durur'

bildiriminin yanhg önermelerinin bir algoritmayla üretilemiye-
cegini, daha önce yaptigimiz gibi, göstermektir. Bu nedenle,
yanhg önermeler, bütün olarak bir algoritma tarafindan üreti-
lemezler, çünkü böyle bir algoritma, tüm yanhg 'T/n) durur'
önermelerini özellikle sayacaktir. Aym gekilde, tüm dogru öner-
meler kümesi de bir algoritma tarafindan üretilemez (çünkü
bäyle bir algoritmaya, ürettigi her bir önermenin tersini aldirt-
mak suretiyle, tüm yanhg önermeleri üretmesi basit bir gekilde
saglanabilir). Dogru önermeler tekrarh sayilabilir olmadigma
(yanhg önermeler de äyle) göre, sistemin kapsammda kamtla-
nabilir önermelere kiyasla çok daha karmagik ve derinlemesine
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bir yapi olugtururlar. Bu durum yine Gödel'in teoremine bir ör-
nektir: Matematiksel dogruluk kavramma, formel bir sav yo-
luyla ancak k1smen ulag11abilir.

Ancak, tekrarh say11abilir kümeler olugturan bazi basit dog-
ru aritmetik önerme simflari vardir. Ornegin,

B w, x ..., z ff(w,x, ..., z) = 0]

gibi dogru önermelerin
-burada

f(), toplama, ç1karma, çarpma
ve karesini alma gibi basit aritmetik iglemlerden insâ edilmig
herhangi bir fonksiyondur

-tekrarh

sayilabilir küme olugturdu-
gunu (bu kümeye A diyorum) görmek zor degildir.' Bu çesit bir
önermenin ärnegi, dogru olup olmadigru bilmememize kargm,
'Fermat'm son teoremi'in olumsuz geklidir. Önermeninf( ) de-
geri,agagidaki iglemle saptanabilir;

f(w,x, y, z) = (x+ 1)*+3+ (y+ 1)*+3- (z + 1)w+3

Ancak, A kümesi hiç de beklendigi gibi yinelenen bir küme de-
gildir (Îlk haliyle Gödel teoreminin bir sonuca olmasma kar-
gm görülmesi pek de kolay olmayan bir olgudur). Böylece,
'Fermat'm son teoremi'nin dogru veya yanhg olduguna, ilke
olarak bile, karar vermemizi saglayacak bir algoritma bula-
madik!

Sekil4.1'de yinelenen bir kümeyi, verilen bir noktamn kü-
meye ait olup olmadigim dogrudan säylemenin mümkün oldu-
gunu dügünebilmemiz için, basit smirlara sahip bir alan gek-
linde gematik olarak göstermeye çahytim. Resimdeki her nok-
tanm, dogal bir say1y1 temsil ettigi dügünülmelidir. Tümleyen
küme de, basit görünüglü bir alan olarak gösterilmektedir. Se-
kil 4.2'de, tekrarh saydabilir fakat yinelenmeyen bir kümeyi
karmagik smirlara sahip bir küme olarak gästermege çahy-
tim; bu resimde, suurm tekrarh sayilabilir tarafmdaki küme-
nin, diger taraftaki kümeye kiyasla daha basit görünüm1ü ol-
masina çahg11m14tir. Sekillerson derece gematik tasarimlan-
mig olup, herhangi bir anlamda 'geometrik yönden dogru' ol-
malart amaçlanmamigtir. Ozellikle, düz iki-boyutlu bir düz-
lem gibi gösterilmig olmalarmm bir önemi yoktur! $ekil
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Sekil4.L Yinelenen bir kumenin son derece gematik tasarum.

Sekil4.2. Tekrarh sayalabilir fakat yinelenemeyen bir kümenin (siyahalan) son derece
gematik tasarum. Amaç, beyaz alamnm, hesaplanarak üretilebilen siyah alan ç1kar11-
diktan sonra sadece 'geriye kalan' olarak nitelenebilecegini gästermektir; bir noktamn
gerçekte beyaz alanda yer aldigim iddia etmek hesaplanabilir bir konu degildir.

4.3'de, P, T ve A alanlarmm, N kümesi içerisinde nasil yer al-
diklarim gematik olarak gösterdim.
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Mandelbrot Kümesi Yinelenen
Bir Küme midir?

Yinelenmeyen kümeler, geregince karmagik olma özelligine
sahip olmahdirlar. Karmagikhklari, bir anlamda, tüm sistem-
leytirme girigimlerine kargi koyacak ölçüde olmahdir. Aksi hal-
de, böyle bir sistemlegme herhangi bir uygun algoritmik yönte-
min elde edilmesiyle sonuç1anabilir. Yinelenmeyen bir küme
için, bir elemamn (veya 'noktamn') kümeye ait olup olmadigma
karar vermekle ilgili genel bir algoritmik yöntem yoktur. III.
Bölüm'ün bagmda, Mandelbrot kümesi adlyla amlan, olaganüs-
tü karmagik görünüglü bir kümeyle tamgangt1k. Tammlanma-
smda kullamlan kurallar gagilacak kadar basit olmasma kargm
bu küme, son derece özenli bir yapimn sonsuz çegitlerini sergi-
ler. Ölümlügözlerimizin önüne serilen böyle bir yapi, yinelen-

meyen bir küme örnegi olabilir mi?
Ancak okuyaca, bu son derece karmagik yapmm, yüksek-

luzh modern elektronik bilgisayar teknolojisiyle görebilmemiz
için inçâ edildigine dikkat etmekte gecikmeyecektir. Elektronik
bilgisayarlar, algoritmik iglemin nesnellegmig gekli degiller mi-

Sekil4.3. Çegitliönermeler kümelerinin son derece gematik tasarmu. Sistemde kamtla-
nabilir önermeler kümesi P, A gibi, tekrar tekrar sayilabilir olmasma karem yinelenebi-
lir degildir; dogru önermeler kümesi, T, tekrar tekrar sayilabilir bile degildir.

I
I



150 . Dogruluk, Kamt ve Sezgi

dir? Kugkusuz öyledirler ama bu resimleri bilgisayarm ürettigi-
ni unutmayahm. Argand düzlemindeki bir noktamn, yani bir c
kompleks sayismin, Mandelbrot kümesine mi (siyah renkli)
yoksa tümleyen kümeye mi (beyaz renkli) ait oldugunu sapta-
mak için bilgisayar

z-+z2+c

gönderimini, c sayisim elde etmek için önce z = O'a, sonra c2 + c
sayisua elde etmek için z = c'e, sonra c4 + 2e3 ÷ c2 + c sayisim el-
de etmek için z = c2 + c sayisma vb. uygulayacaktir. Eger, 0, e, c2
+ c, cd + 2c3 + c2 + c,

...dizisi

yakmsaksa c tarafmdan temsil edi-
len nokta siyah renklidir; aksi halde beyaz renklidir. Makine,
bäyle bir dizinin yahmsak olup olmadigun nasil bilir? Ilke ola-
rak bu soruda, dizinin sonsuz say1da terim sonrasmda ne olaca-

gimn bilindigi farzedilir. Yani soru, tek bagma, hesaplanabilir
bir konu degildir. Neyse ki, elemanlarm yalmz sonlu bir sayism-
dan sonra dizinin iraksak oldugunu söyleyebilmenin birçok yolu
vardir (Gerçekte, 1 + 6 yar1çapmdaki daireye ulagir ulagmaz

dizinin iraksak oldugundan emin olabiliriz).
Buna gäre, belli bir anlamda, Mandelbrot kümesini tümleyen

küme (yani, beyaz alan) tekrarh sayilabilir bir kümedir.
c kompleks sayis1 beyaz alanda yer ahyorsa, bu gerçegi kamtla-
yacak bir algoritma da var demektir. Peki, siyah alandan, yani
bizzat Mandelbrot kümesinden ne haber? Siyah alanda yer al-
digi samlan bir noktamn gerçekten siyah alanda yer aldigim
kesinlikle bildirecek bir algoritma var mi? Bu sorunun yamti
henüz bilinmiyor." Bu konuda me.slektaglarima ve uzmanlara

damptim. ama hiç birisi böyle bir algoritmamn varhšmdan ha-
berdar görünmüyordu. Böyle bir algoritmamn varolmadigma
dair bir kamta da rastlamamiglardi. En azmdan, siyah alan
için bilinen bir algoritma meveut degil gibi görünüyor. Belki
Mandelbrot kümesini tümleyen küme, ashnda, tekrarh say11a-
bilir fakat yinelenemeyen bir kümenin ärnegidir.

Bu öneriyi daha açik irdelemeden önce, göylece degindigim
bazi konulari ayrmt11amak gerekecek. Bu konular, fizigin he-
saplanabilirligi ile ilgili olarak daha sonra yapacagumz tart19-
malar yönünden önemlidir. Daha önceki tartigmalarda pek faz-
la açik ifadeler kullandigim söylenemez. Argand düzlemindeki
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noktalarm kümeleri, yani kompleks say11ann kümeleri, için
'tekrarh sayilabilir' ve

'yinelenen' gibi terimler kullandim. Bu
terimlerin, kesinlikle, yalmz dogal say11ar veya diger sayilabilir
kümeler için kullamlmasi gerekir. III. Bölüm'de (s. 101) reel sa-
yllann sayllamadignu ve bu nedenle kompleks sayilarm da sa-
yllamadigun çünkü reel sayilann, kompleks sayilarm özel bir
türü, yani sanal kisimlan s1fira egit kompleks sayilar (s. 105)
olarak dügünülebildiklerini görmügtük. Ashnda, reel say11ar
kadar 'çok sayida' yani C kadar, kompleks sayi vardir (Komp-
leks sayllarla reel sayilar arasmda bire-bir iligki kurmak için,
her bir kompleks saymm reel ve sanal k1stmlarunn genigletil-
mig ondahk aç1hmlarun alabilir ve bunlann kargiti reel sayrun
tek ve çift rakamlanna göre iligkilendirebiliriz: Ornegin, 3.6781
... + i 512.975 ... kompleks sayisi 50132 . 6977851... sayisma
kargi gelecektir).

Bu sorundan kaçmmanm bir yolu, yalms hesaplanabilir
kompleks say11an kullanmaktir, çünkü III. Bölüm'de gördügü-
müz gibi, hesaplanabilir reel sayilar, ve bu nedenle de hesapla-
nabilir kompleks say11ar, gerçekten sayilabilir. Ancak bu konu-
da ciddi bir zorluk vardir: Îlgili algoritmalanna göre verilen he-
saplanabilir iki sayunn birbirine egit olup olmadigma karar ver-
memizi saglayacak bir algoritmaya sahip degiliz! (Aralarmdaki

$ekil4.4. Birim disk, uygun bir baky açmndan yinelenen bir küme olarak yorumlanabilir.
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fark1 algoritmik yöntemle olugturabiliriz ama bu farkm sifir
olup olmadigma algoritmayla karar veremeyiz. Sirastyla
0.99999... ve 1.00000... rakamlarim üreten iki algoritmamii va-
roldugunu farzedelim. Iki sayunn egit oldugunu gösterecek e-
kilde 9'larm veya O'larm sonsuza degin devam edip etmeyecekle-
rini, veya sonunda bir bagka rakamm ortaya ç1karak sayilarm
egit olmadigim gösterip göstermeyecegini asla bilemeyiz). Bu
durumda, bu say11arm egit olup olmadigim asla ögrenemiyebili-
riz. Argand düzlemindeki birim disk gibi basit bir kümeyle bile
(merkezden uzakhklari bir birimden fazla olmayan noktalarm
kümesi, yani Sekil4.4'deki siyah alan) bir kompleks sayimn
disk üzerinde gerçekten yer ahp almadigma kesinlikle karar
vermemizi saglayacak bir algoritma bulunmayabilir. Sorun, dis-
kin içindeki (veyadigmdaki) noktalardan degil, fakat diskin tam
smirmda, yani bizzat birim çemberde, yer alan noktalardan
kaynaklamr. Birim çemberi, diskin bir parçasi olarak kabul ede-
lim. Bir algoritmanm, herhangi bir karmagik saymm reel ve re-
el olmayan kismma ait rakamlari ürettigini varsayahm. Bu
kompleks sayuun birim çember üzerinde yer aldigmdan kugku-
lamyorsak, bunu mutlaka kamtlayamayabiliriz.

x2 + y2

hesaplanabilir sayisimn gerçekten l'e egit olup olmadigma ka-
rar verebilecegimiz bir algoritma yoktur, çünkü buna karar
vermek, hesaplanabilir kompleks x + i y sayismm, birim çem-
ber üzerinde yer ahp almadigmm saptanmasi kriterinden bag-
ka birgey degildir.

Kugkusuz, istedigimiz bu degiL Birim disk elbette yinelenen
küme kabul edilmeli. Birim diskten daha basit pek fazla küme
yok! Sorunu çözmenin bir yolu smiri gözardi etmek olabilir.
Diskin gerçekten içindeki ve diskin gerçekten digmdaki nokta-
larla ilgili olarak bu gerçekleri kamtlayan bir algoritma mev-
cuttur (Sadece x2 + y2 rakamlarini pegpege üreterek
0.99999...'da ondahk noktasmdan sonra 9'dan bagka bir rakam,
veya LOOOOO...'deO'dan bagka bir rakam bulabiliriz). Bu bag-
lamda birim disk yinelenen bir kümedir. Fakat savlarm, çogu
kez, simrlarda neler olup bittigine bakarak ifade edilmesi ge-
rektiginden, matematik yänünden bu. bakig açisi oldukça an-
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lamsiz bir yaklaç1mdir. Öte yandan, böyle bir bakig aç1si fizik
yönünden uygan olabilir. Bu konuya daha sonra dönecegiz.

Benimseyebilecegimiz ve konuyla yakmdan iligkili bir görüg
olanagi daha var ve bu gärügte, hesaplanabilir kompleks sayi-
larla ilgilenilmiyor. Söz konusu kümenin içindeki veya digmdaki
kompleks say11an saymaya çahgmak yerine, bir kompleks say1
verilmesi koguluyla, bu sayuun kümenin içinde mi, yoksa tümle-
yenin içinde mi yer aldigma karar veren bir algoritmaya gerek
duyariz sadece. 'Verilmesi' dedim, çünkü denemekte oldugumuz
her kompleks sayida, reel ve reel olmayan kisimlara ait birbirini
izleyen rakamlar, istedigimiz sürece, belki sihirli bir yöntemle,
birbiri ardma ortaya ç1karlar. Bu rakamlari ortaya ç1karmak
için, bilinen veya bilinmeyen herhangi bir algoritmamn varol-
masma ihtiyacim yok. Yalmz ve yalmz kompleks sayima gerçek-
ten kümede yer almasi koguluyla, tek bir algoritma bu gibi ra-
kamlar dizisine uygulandigmda, smirh sayida agamalar sonras1
'evet' diyorsa, bir kompleks sayilar kümesi, 'tekrarh sayilabilir'
addedilecektir. Bu konada aç1kladigimiz ilk görüç gibi bu görüg
de, suurlari 'tammiyor'. Bu nedenle birim diskin içinin ve birim
diskin digmm her biri, bu anlamda, tekrarh sayilabilir olurken,
simrm kendisi olmayacakt1r.

Her iki görüg de bana gerçekten gereksinim duyulan görüg gi-
bi gelmiyor? Mandelbrot kümesine uygulandigmda, 'simr tam-
mamak' felsefesi, kümenin karmagikhgiran çoguna ulagannyabi-

lir. Bu küme k1smen 'lekeler'den
-içi

dolgulu alanlar- ve kismen
'filizler'den olugur. En karmagik kisimlar, alabildigine kivnlarak
uzanan filizlerde yer ahr. Ancak filizler, kümenin içinde yer al-
mazlar ve bu nedenle, iki felsefeden birini benimsedigimiz tak-
dirde, 'dikkate almmayacak'lardir. Böyle de alsa, yalmz lekelerin
dikkate ahndigi Mandelbrot kümesinin 'yinelenen' olup olmadigi
aç1kça bilinmemektedir. Samnm bu sorunun kaynagt, Mandelb-
rot kümesi ile ilgili kamtlanmamis bir iddiadadir: Küme, 'yerel

baglantih' midir? Bu terimin anlammi veya konumuzla ilgisini
burada aç1klamak niyetinde degilim. Sadece, bu konularm zor
konular olduguna ve henüz çözümlenmemig olan Mandelbrot
kümesiyle ilgili, ve bazilan günümüzün matematik aragtirmala-
nnm ön cephesinde yer alan sorulann soralmasma neden olabi-
lecegine dikkat çekmek istiyorum.
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Kompleks sayllarm sayilamaz oldugu problemine yeni yakla-
gimlar getiren ve benimseyebilecegimiz bagka görügler de var-
dir. Hesaplanabilen tüm kompleks sayilari ele almak yerine, bu
sayilardan ikisinin egit olup olmadigma karar vermenin hesap-
lanabilir bir konu oldugunu savunan nitelikte uygun bir alt-kü-
meyi ele alabiliriz. Böyle bir alt-küme, say11arm reel ve reel ol-
mayan kisimlarimn her ikisinin rasyonel sayilar olarak ahn-
digi, 'rasyonel' kompleks sayilardir. Ancak, fazlaca simrlay1ei
olmasi nedeniyle bu görüsün, Mandelbrot kümesinin sarmagik
filizleriyle baça çikabilecegini sanmiyorum. Belki biraz daha
tatmin edici bir yöntem olarak eebirsel sayilardan, yani tamsa-
y1 çarpanh cebirsel denklemlerin çözümleri olan kompleks sayi-
lardan, yararlanabiliriz. Õrnegin,

129 z7 - 33z6 + 725z4 + 16z3 - 2z - 3 = 0

denkleminin z için tüm çözümleri cebirsel sayilaridir. Cebirsel
sayilar sayilabilir, hesaplanabilir ve bunlardan ikisinin egit
olup olmadigma karar vermek gerçekten hesap edilebilir bir ko-
nudur (Rastlantiya bakm ki, bu sayilardan pek çogu birim çem-
berin üzerinde ve Mandelbrot kümesinin filizleri üzerinde yer
ahr). istenirse, Mandelbrot kümesinin yinelenen olup olmadigi

sorusunu, bu sayilarla ifade edebiliriz. .

Cebirsel sayilar, yukarida degindigimiz iki küme bakimm-
dan uygun olabilirse de, genelde kargilagtigmus tüm zorluklari
çözümleyemezler. Argand düzleminde x + i y (= z) için

y >ex

bagmtisiyla tammlanan kümeyi (Epekil4.5 deki siyah alan) ele
alahm, Kümenin içi ve tümleyen kümenin içi, yakarida aç1kla-
nan görüglerin herhangi birine göre, tekrarh sayilabilir, fakat
(1882'dekamtlanan ünlü F. Lindemann teoremine göre) smirm
kendisi y = ex tek bir cebirsel noktaya, z = i'e, sahiptir. Bu du-
rumda cebirsel sayilar, smirm algoritmik özelligini aragtirmak
konusunda bize yardimci olmaz! Bu kendine özgü nitelikteki
konuda yeterli olabilecek bir bagka hesaplanabilir sayilar alt-
sunfi bulmak zor olmayabilir ama dogru görüge henüz ulaga-

mamig olmamn s1kmtismdan da kurtulannyoruz.
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x

Sekil4.5.y 2 er bagmtisiylatanunlanan küme de 'yinelenen' olarak uitelenmelidir.

Yinelenmeyen Matematik Problemlerine
Bazz Ornekler

Matematigin yinelenmeyen problemlerle karg11ay11dig1birçok
alam vardir. Bu nedenle, yamti ya

'evet'

veya
'hay1r' olan, fakat

bu yamtlardan hangisinin dogru olduguna karar verilmesini
saglayacak genel bir algoritmamn varolmadigi problemler simf-
larmdan bazilari son derece basit görünüglüdür.

Once, tamsay1 çarpanh cebirsel denklem sistemlerinin tam-
sayi çözümlerinin bulunmasi problemini ele alahm, Bu denk-
lemler, Î.Ö.üçüncü yüzyilda yagamig olan ve bu tip denklemleri
inceleyen Yunan matematikçi Diophantos'un adiyla Diophantos
denklemleri olarak amhr. Söz konusu denklemler kümesine ör-
nek olarak,

z3 - y - 1 = 0, yz2 - 2x -- 2 = 0, y2 - 2xz + z + 1 = 0

denklemlerini verebiliriz ve burada problem, x, y ve z tamsays
degerleri için denklemlerin çözülür olup olmadigma karar ver-
mektir. Gerçekte, bu denklemler,

x=13, y=7, z=2
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olarak verildiginde çözülebilir. Ancak, zorunlu bir Diophantos
denklemleri kümesi için* bu karari verecek bir algoritma yoktur:
Diophantos aritmetigi, basit içerigine kargm, algoritmik olmayan
matematigin kapsammdadir. Daha da basit bir örnek manifold-
larm topolojik epdegerliligidir. VIIL Bölüm'de tartigilacak konu-
larla oldukça iligkili oldugu. için bu örnege kisaca deginiyorum.
'Manifold'un ne oldugunu anlamak için önee bir ipin ilmegini dü-
günün; bu, bir boyntlu bir manifolddur. Sonra kapah bir yüzey
dügünün; bu da i1eiboyutlu bir manifolddur. Daha sonra, üç veya
daha fazla boyuta sahip bir 'yüzey' düglemeye çahgm. Îki manifol-
dun 'topolojik eydegerliginin' anlami, ikisinden birinin digerinin
üstüne, kopmadan veya yapismadan, sürekli bir hareketle gekil
degi tirerek örtülebilmesidir. Bu nedenle, bir küre yüzeyi ile bir
küpün yüzeyi topolojik egdegerlidir; öte yandan her ikisi, bir yü-
zügün veya bir çay fincamnm yüzeyi ile egdegerli degildir; halbu-
ki yüzük ile çay fincam topolojik olarak egdegerlidir. Bu bize, iki-
boyutlu manifoldlar için, bunlardan ikisinin topolojikeydegerli
olup olmadigma karar verecek bir algoritma bulundugunu göste-
riyor. Uç-boyutlular için bu sorunun yamti kitabm yazildigt bu
günlerde, henüz bilinmemektedir, ama dört ve daha fazla boyut-
lar için, egdegerliligi saptayacak bir algoritma yoktur. Dört-bo-
yutlu manifold örnekleri fizikle biraz ilgilidir, çüikü Einstein'in
genel görelilik teorisi uyarmea, uzay ve zaman birlikte 4 boyutlu
bir manifold olugtururlar; (bkz. V. Bölüm) Geroch ve Hartle
(1986), bu algoritma-di 1 niteligin, 'kuantum kütleçekim kuvveti'
ile iligkili olabilecegini öne sürmüslerdir (Bkz. VIII. Bölüm ).

'Sözcük problemi' adi verilen bagka tür bir problemi ele ala-
hm." Diyelim ki, bir çegit simgeler alfabemiz var ve bu simgele-
rin çegitli dizilerine 'sözcükler' adi veriliyor. Sözcüklerin anlam-
lari olmasi gerekmiyor, fakat diyelim ki elimizde daha bagka
'egitlikler' kurabilmemizi de saglayan, sözcükler arasmdaki
'epitlikleri' gösteren belirli (ve sonlu) bir liste meveut. Daha faz-
la egitlikler bulmak için, elimizdeki listede yer alan säzcüklerin
yerini tutacak ve bu sözcüklerin bazi bölümlerini içerecek bag-

Bu, sayfa 39'da deginilen Hilbert"in onuncu problemini, olumsuz olarak yamt-
lar (Bkz. Devlin 1988). Burada, degigkenlerin adedi sunrlanmanngttr. Ancak,
bu algoritmik olmayan özelligin kamtlanmasi için dokuz adetten faz1asma ge-
rek olmadigi bilinmektedir.
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ka sözcükler (dogal olarak daha uzun sözcükler) üretebiliriz.
Sözcüklerin her bir bälümünün yerine, listeye göre egit oldugu
varsayilan bir bagka bölüm konulabilir. Bu durumda problem,
verilen herhangi bir çift sözcügün, bu kurallar çerçevesinde
'egit' olup olmadiklarma karar vermektir.

Örnegin,ilk listemize agagidaki sözcükleri alabiliriz:

EAT = AT
ATE = A

LATER = LOW
PAN = PILLOW

CARP = ME

Bu sözcüklerden, örnegin,

LAP = LEAP

säzcüklerini apagidaki gibi, sürekli olarak türetebiliriz:
LAP = LATEP = LEATEP = LEAP

Simdiproblem, bir çift sözcük verildiginde, birinden digerine
geçebilir miyiz? Örnegin,CATERPILLAR'dan MAN'i, veya di-
yelim, CARPET'dan MEAT'i türetebilir miyiz? Birinci örnek
için yamtm 'evet', ikineisi için 'hayir' oldugunu dügünelim. Ya-
mt 'evet' ise, bunu göstermenin dogal yolu, aralarmdaki olasi
bir iligkiyi kullanarak her bir söscügün bir öncekinden türetil-
digi bir egitlikler dizisi sergilemektir. Degigecek harfleri kahn
punto harflerle, henüz degigtirilmig olanlan italik harflerle gös-
termek suretiyle, apagidaki türevleri elde ederiz:

CATERPILLAR = CARPILLAR = CARPILLATER=
CARPILLOW = CARPAN = MEAN = MEATEN =

MATEN = MAN.

Bilinen kurallara nyarak CARPET'dan MEAT'i türetmenin
mümkün olmayacagira nas11 söyleyebiliriz? Bunun için biraz
daha dügünmemiz gerekir ama çok çeyitli yollar bulmamiz hiç
de zor degil. En basit yol gu olabilir: Ilk listemizdeki her 'egit-

lik'de, egitligin her iki tarafmdaki A'lann sayisi arti W'larm sa-
y1s1 arti M'lerin sayisi aymdir. Buna göre, A'lann, W'lann ve
M'lerin toplami, yapabilecegimiz herhangi bir türevler dizisi
boyunca degigmez. Ancak, CARPET için bu say1 1 iken MEAT
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için 2'dir. Sonuçta, uygulanabilen bir türev yöntemiyle CAR-
PETdan MEAT'i türetmemizin bir yolu yoktur.

Îki kelime 'egit' olursa bunu, bilinen kurallar çerçevesinde, bi-
çimsel bir simgeler dizisi halinde gösterebiliriz. Oysa 'egit olma-
malari' durumunda, kurallar hakkmdaki savlara bag vurmanuz
gerekiyor. Sözcükler gerçekte 'egit' olduklari saman sözcükleria
arasmdaki 'egitligi' göstermek için kullanabilecegimiz belirgin
bir algoritma vardir. Yapmanuz gereken sadece, sözcüklerin ola-

si tüm dizilerini leksikografik bir liste halinde düzenlemek ve
sonra, uygulanabilir herhangi bir kural çerçevesinde ikinci söz-
cügün birincisinden türemedigi,yanyana bir çift sözcügün yer al-
digi böyle bir diziyi listeden çikarmaktir. Geriye kalan diziler,
sözeükler arasmda aradignmz tüm 'egitlikleri' gösterecektir. Oy-
sa, iki sözcügün ne zaman

'egit' olmadigma karar vermek için,
genelde, böyle bir belirgin algoritma yoktur, ve bunu kamtlamak
için 'zekâ'ya bagvurmak zorunda kalabiliriz (Gerçekten de, CAR-
PET ve MEAT'in 'egit' olmadigmi göstermek için yukardaki 'hi-

le'nin farkma varmam uzun sürdü. Bagka bir örnek için, tama-
men farkh bir 'hile' gerekebilir. Bu arada zekâ, bir 'egitligin'

var-
ligme göstermek için, gerekli olmasa bile yararh olabilir).

Yukaridaki birinci liste örnegindeki beg 'egitlik' için, gerçek-
ten 'egit olmadiklan' zaman iki sözcügün egit olmadigun kamt-
layan bir algoritma bulmak o kadar zor degildir. Ancak, bu
amaçla uygulanabilir bir algoritma bulmak için zekânnzi bü-
yük ölçüde kullanmam1z gerekir! Aslmda, birinci listedeki tüm
olasi seçeneklere evrensel olarak uyarlanabilecek hiçbir algorit-

manm bulunmadig1 sonunda anlagihr. Bu baglamda, sözcük
probleminin hiçbir algoritmik çözümü yoktur. Genel sözcük
problemi, yinelenmeyen matematige aittir!

Îlk listede, iki sözcügün ne zaman egit olmadigma karar verecek
bir algoritmanm varolmadigi bazi özel egitlikler bile yer almaktadir:

AH = HA
OH = HO
AT = TA
OT = TO

TAI = IT
HOI = IH

THAT =- ITHT
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Dekil4.6. Her birinde tek bir tür karo kullamlarakdüzlemin perlyodik kaplanmasi ile il-
giliiki õrnek (MarjorieRice tarafmdan 1976'da bulunmuytur).

(Bu liste, G.S. Tseitin ve Dana Scott tarafindan 1955'de verilen

listeden nyarlanmietir; bkz. Gardner 1958, s. 144.) Buna göre
sözcük problemi, söz konusu listeyi kullanarak verilen iki söz-
cügün 'egitligi'ne algoritmik olarak karar veremeyecegimiz bag-
lammda, tek bapaa bir örnek olugturmaktadir.
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Genel sözcük problemi, biçimsellegtirilmig matematiksel
mantik varsayimlarmdan ortaya ç1km14tir ('formel sistemler'
vs. daha önce ele alungtik.) Îlk sözcük listesi, bir aksiyom siste-
mi ve sözcükler için bir türev kurah rolünü oynar. Bu rol, yön-
temin biçimsel kurallaridir. Sözcük probleminin yinelenemez
olmasimn ispati bu varsayimlardir.

Matematikte yinelenemeyen probleme son bir ärnek olarak
Eukleides düzleminin çokgen gekillerle kaplanmasi problemini
ele alahm. Elimizde simrh sayida ve farkh tipte gekiller bulun-
sun. Yalmz bu gekilleri kullanarak, aralarmda hiçbir bogluk
kalmayacak veya birbirinin üstüne binmeyecek gekilde düzlemi
tamamen kaplamaruzm mümkün olup olmadigim ögrenmek is-
tiyoruz. Sekillerinböyle düzenlenmesine düzlemin 'karo kap-
lanmasi' adi verilir. Biliyoruz ki, bu gibi karo kaplamalari, ka-
reler, egkenar üçgenler, veya düzgün altigenler ($ekil 10.2, X.
Bölüm) kullamlarak gerçeklegtirilebilir ama düzgün beggenler
kullamlarak gerçeklegtirilemez. Düzlemin karo kaplanmasm-
da, Sekil4.6'da gösterildigi üzere, düzgün olmayan iki beggen-
den her biri gibi diger birçok tekli gekiller de düzlemin karo
kaplanmasim olugturabilir. Bir çift gekil kullamlarak, karo
kaplama daha özenli yap11abilir. Sekil4.Tde iki basit örnek ve-
rilmektedir. Tüm bu örneklerin ortak özelligi 'periyodik', yani
her iki yände tekrarlanabilir olmasidir. Matematik terimleriyle

Sekil4.7. Îki ayn karo türä kallanarak, düzlemin periyodik kaplanmasi ile ilgili ikiörnek.
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ekil 4.8. Perlyod parelelkenan ile ilighilendirilmig olarak gösterilen bir periyodik karo
kaplama,

ifade etmek gerekirse, bir periyod paralelkenart vardir diyoraz;
bu paralelkenar, bir gekilde igaretlenip sonra kenarlarma para-
lel olarak iki yönde tekrar tekrar yinelendigi zaman verilen ka-
ro kaplama desenini üretmektedir. Sekil4.8, bunun bir örnegi-
ni göstermektedir: Diken biçiminde bir karoyla yapilan periyo-
dik kaplama sol tarafta gösterilirken, periyodik kaplamasi sag-
da gösterilen bir periyod parelelkenar ile iligkilendirilmigtir.

Düzlem periyodik olmaksizm da kaplanabilir. @ekil4.9'da 'he-

liseP karolarm Sekil4.8'deki diken biçimi karolarla birlikte peri-
yodik olmayan kaplamasi üç ayri tipte gösterilmigtir. Bu degigik
düzlem kaplama 'her yöne uzanabilen' olarak adlandmhr (aç1kça
belli nedenlerle!) ve daha önce H. Voderberg tarafindan bulun-
mug gek1e dayamlarak B. Grünbaum ve G.C. Shephard (1981-
1987) tarafmdan uygulanmigtir. Bu tür karonun hem periyodik
hem de periyodik olmayan kaplama yapabildigine dikkat ediniz.
Bu özellik tek veya küme halindeki karo kaplamalarda da görü-
lür. Düzlemi yalmz periyodik olmayacak gekilde kaplayan tek
karolar veya küme karolar var midir? Bu sorunun yanit1
'evet'dir. Sekil4.10'da, Amerikah matematikçi Raphael Robinson
(1971)tarafmdan inçâ edilen alti karolu bir küme görülmektedir.
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Periyodik olmayan karo kümelerinin tarihçesinden biraz
bahsetmek istiyorum (bkz.Grünbaum ve Shephard 1987). 1961
yilmda, Çinkökenli Amerikah mantik bilimcisi Hao Wang, ka-
ro kaplama problemi ile ilgili olarak bir karar yönteminin varo-
lup olmadig1 sorusunu yöneltti. Bagka bir deyigle, düzlemi tü-
müyle kaplayacak farkh çokgen karolardan olugan belirli bir
sonlu kümenin varolup olmadigma karar verecek bir algoritma
var nudir?* Hao Wang, düzlemi herhangi bir gekilde kaplaya-
cak farkh karolardan olugan her sonlu kümenin, düzlemi ger-

(8) (b)

(c)

Sekil4.9, Sekil4,8'dekinin aym
'her yöne uzanabilen' biçimikullaman üç ayn periyadik

olmayan 'helisel' karo kaplama.

* Ashada Hao Wang biraz daha farkh bir soru tasarlanneti: Kare karolar dön-
meden, birbirine uygun renkte kenarlara sahip olacakti. Fakat bu fark bizim
için burada önemli dagiL
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çekte periyodik olarak da kaplayacagi gästerilebilseydi, böyle
bir karar yönteminin gerçekten var olabilecegini göstermigtir.
Samrim, o zamanlar, böyle bir kogula aykin bir kümenin, yani
'periyodik olmayan' karolar kümesinin, var olabilecegine inaml-
nuyordu. Ancak, 1966 yihnda Robert Berger, Hao Wang'm bazi
ipuçlarim degerlendirerek, karo kaplama problemi ile ilgili
hiçbir karar yönteminin varolmadigun göstermeyi bagardi: Ka-
ro kaplama problemi de, yinelenemeyen matematik sorulartmn
bir parçasidir!

Böylece, Hao Wang'm periyodik olmayan karolar kümesinin
varolmas1 gerektigi sonucundan hareketle Berger, ilk periyo-
dik-olmayan karolar kümesini inga etmigti. Ancak, Berger kü-
mesi 20 426 gibi son derece fazla say1da karo kullammim ge-
rektirdigi için Berger, biraz daha beceri göstererek bu say1y1
104'e indirdi. 1971 ylhnda Raphael Robinson söz konusu saylyi,
Sekil4.10'da gösterilen 6 karoya kadar indirmigtir.

Bagka bir periyodik-olmayan altih küme Sekil4.11'de göste-
rilmigtir. 1973'de, tamamen bag1msiz bir dügünce çizgisi izleye-
rek bu kümeyi ben tasarimladim (Bu konuya X. Bölüm'de tek-
rar dönecegim; ekil 10.3). Robinson'un periyodik-olmayan alti-
h kümesini gördükten sonra, bu saylyt nas11 azaltabilirim diye
dügünmeye bagladim; keserek, tekrar yapigtirarak sürdürdü-

güm çegitli denemeler sonras1, karo say181m ikiye dügürebildim.
Sekil 4.12'de iki ayri tasarim gästerilmigtir. Kaplama iglemi ta-
mamlandigmda ortaya çikan periyodik gekiller, beg-kath simet-
riye sahip ve kristal yapisma tamamen aykir1 periyodiksi bir
yapi dahil, dikkate deger birçok özelliklere sahiptir. Bu konuya
daha sonra tekrar dönecegim. Matematigin böylesine 'basit' bir
alanmm, bir düzlemin birbirine uyan parçalarla kaplanmasi gi-
bi neredeyse 'çocuk oyunu' bir iglemin gerçekte matematigin yi-
nelenmeyen problemler konusunun bir kismim olugturmasi il-
ginç görülebilir. Aslmda bu alanda zor ve çözümlenmemig prob-
lemler vard1r. Örnegin,tek karodan olugan ve periyodik-olma-

yan bir kümenin varolup olmadigi bilinmemektedir.
Wang, Berger ve Robinson'un yaklagimlarlyla problemde ka-

re karolar kullamlm14t1. Ben, herhangi bir gekle sahip çokgen-
ler kullamlabilir diyorum, yeter ki her bir karoyu göstermenin
hesaplanabilir bir yöntemi var olsun. Bu yöntemlerden birisi,
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$ekil4,10.Raphael Rabinson'un, düzÍemiyalmz periyodik-olmayarak kaplayabilenaltih
kümesi.

Sekil4.11. Düzlemi yalmz periyodik-olmayarak kaplayabilen bir baska altih küme.

karolarm kögelerini, Argand düzleminin noktalari olarak kabul
etmektir. Bu noktalari, cebirsel sayilarla göstermek pekâlâ
mümkündür.
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Sekil4.12. Her biri sadece periyodik-olmayarak kaplayabilen iki çift karo CPenrose ka-
rolan'); ve düzleminher bir çift-karoyla kaplannny bölgeleri.
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Mandelbrot Kümesi Yinelenmeyen
Matematige Benzer mi?

Yine Mandelbrot kümesi ile ilgili tartigmamiza dönelim.
Açiklama kolayhgi yönünden Mandelbrot kümesinin, herhangi
bir uygun anlamda, yinelenmedigini varsayacag1m. Tümleyen
küme tekrarh sayilabilir oldugu için, kümenin kendisi tekrarh
say11amaz. Samrim, Mandelbrot kümesinin biçiminin, yinelen-

meyen kümelerin ve yinelenmeyen matematik problemlerinin
özellikleri hakkmda bize verecegi bazi dersler var.

III. Bölüm'de kargilagtigimiz Sekil3.2'i ele alahm. Kümenin
büyük bir bölümünün, Sekil4.13'de 'A' olarak igaretledigim,

I büyük bir kalp biçiminde bölge ile kaplandigma dikkat ediniz.
Kardioid (yürek biçiminde) olarak adlandirilan gekil ve iç kis-
mi, matematiksel clarak, Argand düzleminde

c=z
--z2

c noktalan kümesi olarak tammlanabilir; burada z, merkezden
uzakhgi 1/2'den az olan bir kompleks say1dir. Bu küme, kugku-
suz, daha önce deginilen anlamda, tekrarh sayilabilir: Bölge-
nin iç kisannda bir noktaya uygulandigmda bu noktamn ger-
çekten iç bölgede bulundugunu dogrulayacak bir algoritma
vardir. Gerçek algoritma yukardaki formülden kolayca elde
edilir.

Yürek biçimindeki ana bölgenin solundaki yuvarlak bölgeye
(Sekil4.13 - bölge B) bakimz. Yuvarlak bölgenin iç kismi .

c=z-1

noktalar1 kümesidir; burada z, merkezden 1/4'den az uzakhk-
tadir. Bu bölge gerçekten de bir diskin içidir, yani tam bir da-
irenin içinde kalan noktalar kümesidir. Bu bölge de, yukardaki
anlamda, yinelenerek sayilabilir. Peki, yürek biçimi bölgenin
üzerindeki 'sigilimsi' çikmtilar nedir? Sekil3.2'de yürek-biçimi
bölgenin hemen üstünde ve hemen altmda görülen ve Sekil
4.13'te C1, 2 olarak igaretlenen bu yuvarlak damlalarm küme
terimleriyle bildirimi göyledir:

c3+2c2+(1-z)c+(1-z)3=0
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c2

Sekil4.13. Mandelbrot kümesinin iç bölgesinin baghca lusunlan, basit algoritmik for-
müllerle tammlanabilir.

burada z, merkezden 1/8 uzakhktaki noktalann tümüdür. As-
Imda bu denklem bize yalmz Ci ve C2yuvarlaklarim vermiyor,

ekil 3.2'de sol tarafta
-$ekil

3.1'in ana bölgesi- ve Sekil
4.13'de Cs ile igaretlenen kalp biçimindeki 'yavru' gekilleri de
vermektedir. Yine, söz konusu bu bölgeler (birlikte veya ayn
ayn), yukandaki formül sayesinde (daha önce önerilmig olan
anlamda) yinelenerek sayilabilir kümeleri olugturur.

Mandelbrot kümesinin yinelenemeyen bir küme oldugunu ka-
mtlamaya çahytigim gibi bir izlenim yaratt1ysam da kümenin,
iyi tammlammy ve çok karmagik olmayan bazi algoritmalar kul-
lanarak, en genig bölgelerini aç1khga kavugturduk. Oyle görü-
nüyor ki, bu iglemi sürdürmeliyiz. Kümedeki en belirgin bölge-
ler ve kugkusuz bu bölgelerin kapladig1 alanm (tümünü kapla-
madigi durumlarda) ezici yüzdesi, algoritmik olarak hesaplana-
bilir. Tahmin ettigim gibi küme tümüyle gerçekte yinelenen bir
küme degilse, algoritmalanmizla ulaçamadtgumz bölgelerin,
çok hassas ve ulagilmasi zor bölgeler olmasi gerekir. Ustelik,
böyle bir bölgeyi saptadigmuz zaman, algoritmalarmuzi bu böl-
gelere ulagmannz1 saglayacak gekilde geligtirmek gansimiz da
artacaktir.. Fakat yine de (yinelenemezvarsayimim dogruysa)
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ulagilamayan bagka bölgeler olacak, bu bälgeler geligtirilmig al-
goritmalanmizla bile ulaçamayacagumz dryarhhk ve karmagik-
hklarm belirsizliginde, daha da derinlerde, gizli kalacaklardir.
Böyle bir agamada sezgilerimizi, becerimizi ve çahqkanhgimizi
devreye sokarak onlara ulagabiliriz, fakat yine de alaçamadikla-

rimiz olacak ve bu böylece sürüp gidecektir.
Samrim bu durum, matematigin çogu kez, problemlerin zor

oldugu ve büyük olasihkla yinelenemez oldugu alanlarda faali-
yet gösterdigini açiklamaktadir. Belirli bir alanda kargilayma-
unz olasi en olagan problemler, basit algoritmik yöntemlerle,
yüzyillardir bilinen yöntemlerle çözülebilir. Fakat bazilan agm
gözlerinden kaç1p gidecek ve onlan çözebilmemiz için daha zor
yöntemler bulmamiz gerekecektir. Elimizden kaç1p kurtulan-
lar, kugkusuz, matematikçileri tuzaklarma dügürecekler ve on-
lari daha güçlü yöntemler bulmaya zorlayacaklardir. Bu gibi
yöntemlerin, ilgili matematik alammn dogasmm daha da de-
rinliklerine inebilen sezgilere dayah olmast gerekecektir. Belki,
fiziksel dünya anlayleimizda buna benzer birgeyler vardir.

Daha önce ele aldigumz sözcük problemlerinde ve düzlem karo
kaplama problemlerinde bu tür bir geyi göz ucuyla fark etmege
baglayabiliriz (Bu alanlar, matematiksel yöntemlerin henüz pek
ilerleme kaydetmedigi alanlar olsa dahi). Basit bir uslamlama
yöntemi kullanarak, belirli bir säzcügu bagka bir sözcükten türe-
temiyecegimizi gösterebilmigtik. Daha karmagik problemlerin
üstesinden gelmek için çok daha karmagik uslamlama yöntemle-
rini devreye sokabiliriz. Sözcük probleminde tek bir yöntemin ye-
terli olmayacagmi biliyoraz fakat kontrolümüzden kaçabilen ör-
nekleri biraz daha özenli ve duyarh yöntemlerle inga edebiliriz.
Nasil inga edebilecegimizi anlar anlamaz, belli bir problemin al-
goritmamizm elinden kurtuldugunun kesinlikle farkma varcr
varmaz, algoritmamizi, bu problemi kapsamma alacak gekilde
geligtirebiliriz. Yalmz 'egit' olmayan çift sözcükler algoritmamiz-
dan kaçabildigine göre, kaçtiklarmm forkma varir varmaz

'egit'

olmadiklarru aulariz ve algoritmanuzi buna göre uyartriz. Geli-
gen sezgilerimiz, algoritmamn geligmesini saglayacaktir!
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Karmapkhk Teorisi

Algoritmalann dogasi, varhgi ve simrlan ile ilgili olarak yu-
karda ve önceki bölümlerde ileri sürdügüm savlar 'ilke' düze-
yindeydi. Uygulanabilir olup olmadiklanm fazlaca irdeleme-
dim. Algoritmalanmn varoldugunu ve bu algoritmalan nasil
inga edecegimizi bildigimiz problemler için bile, bunlar1yagama
geçirmek büyük beceri ve çaba gerektirebilir. Bazen birazeik
beceri ve sezgi gücüyle, bir algoritmamn daha az karma ik ve-
ya son derece luzh olmasim saglayabiliriz. Bu gibi konular çogu
kes çok ayrmtih ve teknik olup, algoritmalann yap11anmasi,
anlagilmasi ve geligtirilmesi alanlarmda degigik baglamlarda
bir hayli çahqma yapilmig, algoritma çahgmalanna ivme ka-
zandinlmigtir. Bu konuda aynntih bir tartigmaya girmeyi uy-
gun görmüyorum. Ancak, bir algoritmamn süratinin ne ölçüde
artinlabilecegi ile ilgili bazi kesin simrlarm bilinmekte veya
tahmin edilmekte olduguna deginmekte yarar görüyorum. Al-
goritmik özellige sahip matematik problemleri arasmda bile,
dogalan geregi, algoritmik çözümleri diger çözümlerine göre
çok daha zor olanlar vardir. Bazilan ancak çok yavag algorit-
malarla (veya, olaganüstü bellek alam, vb. gerektiren algorit-
malarla) çözümlenebilirler. Bu çegit sorularla ilgilenen teori,
karnaagsklik teorisi adlyla tanmir.

Karmagikhk teorisi, bireysel problemlerin algoritmik çözüm-
1erinden çok, bir problem sunfina dahil problemlere yamt ara-
yan genel bir algoritmarun bulunabilecegi sonsuz problemler si-
mflanyla ilgilenir. Aym simfa dahil farkh problemler farkh 'bo-

yutlar'a sahip olabilirler; bir problemin boyutu n dogal sayisiyla
ölçülebilir (n sayismm problemin boyutunu nasil belirleyecegini
birazdan anlatacagim). Belirli bir sm1fa dahil her bir problemin
gereksinim duyacagt sürenin uzunlugu -veya, daha dogrusu, ilk
agamalarm sayisi- n'e bagh bir N dogal sayisidir. Biraz daha
aç1klamak gerekirse, diyelim n boyutundaki tüm problemler
arasmda algoritmamn kaydettigi en büyük agama sayisi N'dir.
Buna göre, n büyüdükçe N'de büyüyecektir. Gerçekte N, n'e göre
çok daha luzh büyüyecektir. ÖrneginN, yaklagik n2, veya n3, ve-
ya belki 2" (büyükn degerleri için 23, n, n2, n3, ns ve n6' hepsin-
den çok daha büyük, ve hatta her r sabit sayisi için n"den daha
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büyüktür) ile orantih olacak, veya N, yaklagik olarak, diyelim

22"(öncekindende daha büyük bir sayi) ile orant1h olabilecektir.
Kugkusuz, 'agamalarm'

sayisi, algoritmamn uygalandigi ma-
kinenin tipine bagh olabilir. II. Bölüm'de tammlanan tek banth
ve oldukça yetersiz tipteki Turing makinesiyle N say1s1, iki ve-
ya daha çok banth tip makineyle oldugundan daha hizh artabi-
lir (yani, makine daha yavag çahgabilir). Bu gibi belirsizlikler-
den sakmmak amaciyla, hangi tip Turing makinesi kullamhrsa
kullamlsm N artig oram ölçümünün aym kategoride yer alma-
sim saglayacak gekilde N'in, n'in bir fonksiyonu olarak, büyü-
yebildigi durumlari kapsayan genig bir smiflandirma yapihr. P
olarak amlan ('polinomsüre') bir smif, n, n2, n3, ns, n6

...'lerden

her birinin sabit katlarlyla* verilen tüm hizlari içerir. Bagka
bir deyisle, P kategorisindeki herhangi bir problem için ('prob-
lem' demekle, gerçekte, çözümleri için genel bir algoritmaya sa-
hip problemler simfim kastediyorum)

N<Kxnr

denklemine sahibiz; burada K ve r sabit sayilardir (n'den ba-
gimsiz).Bunun anlami N'in, bir sabit çarpan kere n'nin bir
kuvvetinden büyük olmadigidir.

P kategorisine dahil basit ve tipik bir problem, kugkusuz, iki
sayima çarpmndir. Bu konuya biraz daha açikhk getirmek için
önce, n sayismm, çarpilacak sayilari nasil karakterize ettigini
tammlamahyim. Her sayinin ikilik sistemde yazildigim ve
n/2'in bu saymm ikilik sistemde yazilmig halinde her bir raka-

mun kaç kez geçtigini gösterdigini, yani n'nin toplam ikilik ha-
ne sayismi (dijit) verdigini farzedelim (Sayilardan birisi dige-
rinden uzunsa, kisa olamyla baglar ve digerinin uzunlaguna
ulagmcaya kadar sola bir dizi sifir ekleyebiliriz).

Ornegin n = 14 ise
1011010 x 0011011

* Bir 'polinom' ashnda 7n' - 3n3 + 6n + 15 gibi çok daha genel bir bildirimi gös-
terirse de, sayilarm sabit katlari bize daha faz1a genellegtirme yapmak olanagi
saghyor. Bu gibi bildirimlerde, n'in daha dügük kuvvetlerini kapsayan tüm te-
rimler, n sayisi büyüdükçe önemsialegir. Bu nedenle, örnekte 7n' digmdaki te-
rimleri dikkate almayabilfriz.
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olarak yazanz (ashada 1011010 x 11011 olarak yazilmasi gere-
kirken kisa say1ya s1Ï1rekleyerek yukaridaki yaz1hmi elde et-
tik). Çarpimi,ikilik sistemde, 0 x 0 = 0, Ox 1 = 0, 1 x 0 = 0, 1 xl
=1,0+0=0,0+1=1,1+0=1,1+1=10oldugimuhatirla-

yarak, dogrudan dograya göyle yapabiliriz:

10 110 10
x 0011011

1011010
1011010

0000000
10 110 10

10110 10
0000000

0000000
0100101111110

Tek tek yap11an çarpimlarm sayis1(n/2) x (n/2) = n2/4'dür; bu-
na ek olarak en fazla (n2/4) - (n/2)'toplama iglemi yap11abilir.
Bu durumda toplam (n2/2) - (n/2) bireysel aritmetik iglemi
vardir; çarp1m iglemindeki elde sayllar için aynca bir kaç yedek

agamayi da buna ekleyebiliriz. Böylece toplam agama sayisi N
= n2/2 olur ki (sadece en büyük terimi dikkate alarak) bu say1
kugkusuz bir polinomdur

Bir problem simfi ile ilgili olarak genelde, problemin 'boyu-

tu'nun n ölçüsünü, problemin bagimsiz verilerini belirlemek
için gerekli toplam ikilik hanelerin (bit) sayisi olarak ahnz.
Bagka bir deyiële, verilen n için, problemin 2" kadar farkh seçe-
negi söz konusudur (çünkü her hane, 0 veya 1 seçeneklerinden
birisini alabilir, ve toplam n hane vardir) ve bu seçeneklerin N
sayism1 geçmeyen agamada algoritma tarafindan düzgün bir
gekilde ele ahnmasi gerekmektedir.

P kategorisinde yer almayan problemlerin(problem simflan-
mn) birçok örnegi vardir. Örneginr dogal sayismdan 2f sayis1-
m hesaplamak için, iglem bir yana, sadece yamtm1 yazmak için
2r kadar agamaya gereksinim vardir; bu iglemde n, r sayismm
ikilik gösterimindeki hane (digit) sayisidir. 2

2"

agamasuun he-
saplanmasi, 2 iglemine benzer agamalan, vb. gerektirecektir!
Bu problemler polinom problemlerden çok büyüktür ve kugku-
suz P simfina dahil degildirler.
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Yamtlari polinom sürede yazilabilen hattâ saglamalan da
aym sürede yap11abilen sorular daha ilginçtir. Bu özellige sahip
önemli bir problemler kategorisi (algoritmik çözümlenebilen so-
ru smiflan kategorisi) vardir. Bäyle problemler NP problemleri
(problemsunflari) olarak amhr. NP'deki problemler simfma ait
herhangi bir problemin çözümü varsa, algoritma bu çözümü ve-
recektir ve polinom sürede bunun saglamasim yapmak da
mümkün olmahdir. Problemin gözümü yoksa, algoritma bunu
böyle oldugunu söyleyecektir, fakat polinom sürede veya bagka
gekilde, bu sonucun saglanmasi gerekmiyecektir.16

NP problemleri, hem matematikte hem pratik dünyada bir-
çok konuyla ilgili olarak ortaya çikabilir. Basit bir matematiksel
örnek vereyim: Bir grafikte 'Hamilton devresi' adiyla amlan (son
derece basit bir dügünceyi tammlamak için oldukça iddiah bir
ad) devreyi bulmak problemi. Burada 'grafik' ile kastedilen an-
lam, noktalardan veya

'köge'lerden, olugan sonlu bir koleksiyon
olup, belirli sayidaki nokta çiftleri, grafigin 'kenarlarf denilen

2
4 5

3

6 y g
8

11
12

10

Sekil4,14. Hamilton devresi (koyugizgiler) içeren bir grafik. Sekilde,okuyucunun hul-
mak isteyebilecegi bir tane daha Hamilton devresi var.

çizgilerle birlegtirilmigtir (Biz, burda, geometrik veya
'uzakhk'

gibi özelliklerle degil yalmz hangi noktanm hangi noktaya bag-
landigi ile ilgileniyoruz. Bu nedenle, kenarlarm birbirinin üze-
rinden geçmesine aldirmadignmzi varsayarak, noktalarm tümü-
nün aym düzlemde veya üç-boyutlu uzayda temsil edilip edilme-
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dikleri gerçekten önemli degildir). Hamilton devresi, grafigin ke-
narlanndan olugan ve her kögeden (verteksden) bir kez geçen
bir ilmekten ibarettir. Hamilton devresini içeren böyle bir grafik
örnegi Sekil4.14'de verilmektedir. Hamilton devresi problemi,
verilen bir grafikte bir Hamilton devresinin varolup olmadigma
karar vermek ve varsa bunu açikça göstermektir.

Bir grafigi ikilik sayi sisteminde göstermenin çegitli yollari
vardir. Kullamlan yöntem pek önemli degildir. Örneginnokta-
lan 1, 2, 3, 4, 5... geklinde numarahyarak, aygun bir strada çift
çift dizmek olasidir:

(1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 4), (2, 4), (3, 4), (1, 5), (2, 5), (3, 5), (4, 5),
(1, 6). ...

Bu listedeki her bir çift yerine, eger çift grafigin kenanm göste-
riyorsa '1', göstermiyorsa '0' koyarak 'O'lar ve

'1'lerden olugan
uyumlu bagka bir liste yapabiliriz. Buna göre

10010110110...

dizisi, 1. kögenin 2. kögeye bunun 4. kögeye, 5. kögeye ... baglan-
digim 3. kögenin, 4. kögeye, 5. kögeye... 4. kögenin, 5. kägeye...
vb. baglandigim gösterir (Sekil4.14). Îstenirse Hamilton devre-
si, kenarlarm bir alt-koleksiyonu olarak verilebilir ve bu durum-
da, çok daha fazla sayida sifira sahip bir ikilik diziyle tammla-
nabilir. Saglama iglemi Hamilton devresini bulma sürecinden
daha da luzh gerçeklegtirebilir. Bunun için, devrenin kenarlari-
ma grafigin orijinal kenarlarma ait olup olmadigan ve grafigin
her bir kögesinin, birisi iki kenarm her birinin ucunda olmak
üzere tam iki kez kullamldigun kontrol etmek suretiyle önerilen

devrenin gerçekten bir devre oldugunu smamak yeterlidir. Bu
saglama iglemi, polinom sürede kolayca gerçeklegtirilebilir.

Gerçekte bu problem yalmz NP problemi olmaylp tam-NP ola-
rak bilinen problemidir. Yani bagka her NP problemi tam-NP prob-
lemine polinom sürede çevrilebilir. Böylece, Hamilton devresi
problemini polinom sürede çözebilecek algoritmayi bulacak, bagka
bir deyigle,Hamilton devresi probleminin ashnda P'de yer aldigun
gösterecek kadar zeki olan birisi NP problemlerinin gerçekte P'de
yer aldigim da anlayacakt1r. Böyle bir durum çok önemli ipuçlari
verebilir. Genel olarak, P'deki problemler oldukça büyük n say1s1



1|4 .Dogruluk, Kamt ve Sezgi

için, luzh modern bir bilgisayarda 'kolay çözümlenir' (yani, 'makul

gir sütede çözümlenebilir') olarak nitelenirken, P'de yer almayan
NP problemleri, oldukça büyük n sayisi için, bilgisayann önceden
tahmin edilebilen iglem luzmda ne ölçüde artig öngörülürse görül-
sün 'kolay çözümlenemez' (yani, 'ilke olarak çözümlenmesine kar-
gm uygulamada çözümlenemez') olarak nitelenir (Büyük bir n sayi-
si için gerekli süre, P'de yer almayan NP problemi için öngörülen
süreye kiyasla, evrenin yagmdan daha uzun bir süreye dönügür ki
bu, pratik bir problem yönünden hiçbir ige yaramaz!). Hamilton
devresi problemini polinom zamanda çäzebilen herhangi bir akilh
algoritma, herhangi bir NP problemini de polinom zamanda çöze-
bilen bir algoritmaya dönügtürebilir!

Tam-NP3 kapsanunda yer alan bagka bir problem 'seyyar

sa-
tici problemi'dir. Hamilton devresi problemini andiran bu prob-
lemde, her kenara verilmig birer sayi vardir ve bu say11arm top-
lamunn (saticrun seyahat ettigi 'uzakhk') minimum olmasi ön-
görülür. Seyyar satici probleminin polinom sürede çäzümü de,
diger tüm NP problemlerinin polinom sürede çözümlenmesini
saglayacaktir (Bu problemin çözümü manget haber olacaktir!
Çünkü,özellikle, son yillarda geligtirilen gizli gifre sistemleri,
yine bir NP problemi olan büyük tam say11arm çarpanlarma
ayrilmasi problemine dayanmaktadir. Bu problem polinom sü-
rede çözülürse, bu gibi gifreler güçlü modern bilgisayarlar vasi-
tas1ylaçözülebilir; problemin çözülememesi durumunda ise if-
reler güvende olacaktir. Bkz. Gardner 1985).

Uzmanlarm çogu, Turing makinesine benzer bir aygit kulla-
mlarak, bir tam-NP probleminin polinom sürede çäzulmesinin
gerçekte olanaksiz oldugunu ve sonuçta P ve NP'in aym olma-
d1gma inanmaktadirlar. Hakh olabilirler ama bugüne degin bu-
nu kamtlayan olmadi. Bu problem bugün karmagikhk teorisi-
nin çözülememig en önemli problemidir.

Fiziksel Nesnelerde Karmagikhk ve
Hesapedilebilirlik

Karmagikhk teorisi, bu kitapta ele aldignmz konular yönün-
den änemlidir çünkü, nesnelerin algoritmik olup olmadigi so-
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rusundan aldukça ayn bir konuyu gündeme getirir: Algoritmik
olduklan bilinen geyler gerçekten yararh bir gekilde algorit-
mik midir? Gelecek bölümlerde karmagikhk teorisinden çok
hesaplanabilirlik teorisini tartigacag1m. Çünkü,hesaplanabi-
lirlik sorusunun aksine, karmagikhk teorisi kapsammdaki ko-
nularm, ussal olgularm odagim olugturmadigim dügünmek
egilimindeyim (gerekçelerim oldukça yetersiz olsa bile). Uste-
lik, algoritmalarm uygalanabilirligine iligkin sorulara, karma-
gikhk teorisinin bugünkü durumuyla, ancak göyle bir deginebi-
1ecegi kamsmday1m.

Ancak, karmagikhšm önemi konusunda yamhyor da olabili-
rim. Daha sonra deginecegim gibi (IX. Bölüm,) gerçek fiziksel
nesneler ile ilgili karmagikhk teorisi, su âna kadar tartigtig1-
m1zdan çok farkh olabilir. Böyle bir olasi farki gözler änüne ser-
mek için, kuantum mekaniginin gizemli özelliklerinden bazila-
nm irdelememiz gerekecektir. Bazilannm önemi çok daha bü-
yük boyutlara ulagan birçok olguyu ve bu arada atomlarm ve
moleküllerin davramelanm inceleyen kuantum mekanigi gi-
zemli ama o kadar da güçlü gekilde dogrudur. Bu teoriyle VI.
Bölüm'de tamgacagiz. David Deutsch'a, (1985)göre, bir 'kuan-

tum bilgisayari' inga etmek 'ilke olarak' olasidir. Deutsch, bu
bilgisayar için P'de yer almayan ama bu aygit sayesinde poli-
nom sürede çözülebilen problemlerin (problem sunflan) varol-
dugunu ileri sürmektedir. Bir kuantum bilgisayan olarak dav-
ranabilen (güvenilir)gerçek bir fiziksel aygitm nas11 inga edile-
bilecegi bugüne degin açikhga kavugturulmannytir. Üstelik,söz
konusu problemler smifi kugkusuz yapaydir, ama fiziksel bir
kuantum aygitima bir Turing makinesi üzerine inga edilmesine
iligkin teorik olasihk bize pek erigilmez gibi görünmüyor.

'Fiziksel bir aygit' oldugu tartigmasma girigtigim insan beyni,
karmagik oldugu kadar gagirtic1ölçüde özenli ve duyarh tasaruna
sahip beynimizin kendisi sakm, kuantum teorisinin gizeminden
yararlamyor olmasm? Kuantum sonuçlanmn, problemlerin çözü-
münde veya yargilarm olugturalmasmda yararh bir gekilde kul-
lamlabilecekleri yöntemlerin farkmda unytz acaba? Günümüzun
kuantum teorisinin suurlanm zorlayarak saglayacag1 üstünlük-
lerden yararlanmanuz mümkün mü? Fiziksel aygttlarm, Turing
makinelerinin karmagikhk teorisi yönünde geligtirilerek inga
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edilmeleri gerçekten mümkün olabilir mi? Ya gerçek fiziksel ay-
gitlarla ilgili hesapedilebilirlik teorisinden ne haber?

Bu gibi sorulari yamtlayabilmek için tümüyle matematiksel
olan konulardan uzaklagarak, gelecek bölümlerde, fiziksel dün-
yamn gerçekte nasil davrandigim aragtiracagiz.

L Elemanlan da küme olan kümeleri incelerken, kümenin elemanlan ile yine ayn1
kümenin elemanlarmm elemanlanm ayIrt etmekte dikkatli olmahyiz. ÖrneginS, belirli
bir bagka T kümesinin bos olmayan alt-kümelerinin bir kümesi olsun. Diyelim ki Tnin
elemanlan bir elma ile bir portakaldir. T kümesinin özelligi 'üçlük' degil 'ikilik' olmasma
karem 8 kümesi 'üç1ük'özelligine sahiptir, çünkü S kümesinin üç elemam; yalniz bir el-

ma içeren bir küme, yalmz bir portakal içeren bir küme, ve bir elma ile bir portakal

içeren bir küme, yani toplam üç kümedir, bunlar S kümesinin üç elemamm olugturur.
Aym sekilde, bos kümeden olugan tek elemanh kümenin äzelligi de 'sifirhk' degil 'bir-

lik'dir, çünkü bos kümeden olugan bir elemana sahiptir! Bos kümenin kendisi ise dogal
clarak sifir elemana sahiptir.
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2. Gerçekte, Gödel'in teoremininuslamlamasi, Pk(k) gibi önermelerin tamamen digsal
'dogruluk' kavramma bagimh olmayacaklari biçimdesunulabilir. Ancak, yine de, bazi
simgelerin gerçek 'anlami'mn

yorumuna baghdirlar: Özellikle,... çartim saglayan
(dogalsayi) yoktur anlamuu taëlyan -

¯l

örneginde oldugu gibi.

3. Agagidakiörneklerde, küçãk harfler dogalsayilari, büyük harfler ise dogal sayllarm
sonlu kümelerini temsil etmektedir; me [(n,k, r)] gu ifadeyi göstersin: "X = (0, 1, ..., m)
ise' k-elemanhalt-kümelerinden her biri radet kutnya dagitihrsa, en azmdan n-elema-

na sahip öyle bir 'büyük' Y alt-kümesi vardir ki, Ynin tüm k-elemanhalt-kümeleri aym
kutuya girer." Burada 'büyük'; Ykümesinin, Y'nin en küçük elemam olan dogal sayidan
daha fazla sayida elemana sabip olmasi anlammdadir.
Suõnermeyi ele alahm: 'k,

r, ve n seçeneklerinden herhangi biri için öyle bir me sayisi
vardir ki, ma'dan büyük tüm m'ler için, m

-> [n,k, r] bildirimi daima dogrudur.' Bu äner-
menin, J. Paris ve L. Harrington (1977)tarafmdan, standart (Peano) aritmetik aksiyom-
lan ile ilgili Gödel-tipi önermeye egdeger oldugu gösterilmigtir. Aksiyomlarla kamt-
Ianamayan fakat 'dogrulugu açikça belli' bir änermedir (Aksiyomlardan türetilebilen
önermelerin kendileri de dogrudur).

Yazmm baghgi'siral sayilarma dayah mantik sistemlerf olup, bazi okuyuculara, dip-
notlarda kullanmakta oldugum Cantor'un stral sayilar yaz1hmi yabanci gelmeyecektir.
Yukanda tammladigim yöntemle elde edilen mantik sistemlerinin öneelik sirasi, hesap-
lanabilir siral sayilanyla gösterilir.
Baz1 matematik teoremleri oldukça dogaldir ve aç1klanmalari kolaydir. Standart
(Peano) aritmetik kurallanm kullanarak bunlan ispatlamaya çahtihrsa, 'Gödellegtirme'
yönteminin son derece buyuk bir ölçüde (yukanda åzetledigim suurlarmm çok ätesine
91karak) kullamlmasi gerekir. Bu teoremlerin matematiksel kamtlari, normal
matematiksel teoremin yöntemlerinin digtudagibi gärünen herhangi bir belirsiz veya
sorgulanabilir uslamlamaya bagtmh türden hiç degildir. Bkz. Smorynski (1983).

5. IIL Bälüm, s 101'de deginilen sureklilik kurann (C = 61),burada kargilagtignmzen
'agin' matematik bildirimdir (yine de çok daha agiri bildirimlerle çogu kez kar-

ilagilabilir). Süreklilikvarsayimi ilginçtir de, çünkü Gödel,Paul J. Cohenile birlikte,
bu varsayimimn gerçekte, standart aksiyomlardan ve küme teorisinin yäntem kural-
larindan bagimsiz olduguna gästermigtir. Bu nedenle, süreklilik varsay1mina yak-
lagumunz, formalist ve Platonist gerugler arasmda aymm yapmam1zi gerektirir. Bir for-
maliste göre bu varsayim

'karar verilemez' bir varsayimdir çünkü standart (Zermelo-
Frankel) formel sistem kullamlarak ne kamtlanabilir ne de çürütülebilir, ve

'dogru'

veya
'yanhq' olarak nitelemek de 'anlamsizdir'. Ancak, iyi bir Platoniste göre bu varsay1m, ya
degru veya yanhetir ama hangisinin geçerli oldugunu kamtlamak için yeni uslamlama
yöntemlerine, Zermelo-Frankel formel sistemi için Gödel'in önermelerini kullanan yän-
temlerin ätesinde yäntemlere ihtiyaç vardir (Cohen (1966),süreklilik varsaylmm1

'aç1k-

ça yanhe' olarak niteleyen bir dügünce ilkesi önermigtir).

6. Bu konularm daha canh ve oldukça teknik-digianlatum için bkz.Rucker (1984).

7. Brouwer, topoloji ile ilgili 'Brouwer degigmez nokta teoremi' admdaki kendi teoremi-
nin kamtmdaki 'inga edilemezlik' endigesiyle bu dügünce çizgisine girmig olabilir.
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Teoreminin ana savi göyledir: Bir diski, yaniiç Insunyla birliktebir çamberi, ahrsamz ve
onu, baglang1çta yer aldig1 bölgeniniçinde sürekli hareket ettirirseniz, diskinen az bir
noktasi

-sabit

noktasi- ilk bagladigi yerde degigmeden kalacaktir. Bu noktanm tam
clarak nerede bulundugu veya buna benzer bagka birçok noktanm bulunup bulun-
mayacagi hakkmda bir fikriniz olmasa bile, Brouwer'in teoremininsavimduga yalmsca
böyle bir noktanm varoldugudur (Matematiksel varolug teoremlerininçogu gibi bu teo-
rem de aslmda oldukça 'yapief bir teorem, Inga-edilmez1ikteoremlerinin yam sira,
'Seçenek Aksiyomu' veya 'Zornlemmas1'olarak tamnan alt-teoremlere dayah varolup
teoremlerivardir (bkz.Cohen 1966, Rucker 1984). Brouwer'in teoremindekars11aqilan
soru qu scruyla kiyaslanabilir.f, hem arti hem eksi deger alan bir reel degigkenin reel-
degerlendirilmig fonksiyona ise, fin merede sifir degerleri aldigmi bulun. Normal yön-
temde, fin igaret degigtirdigi ara bälgenintekrar tekrar ikiye aynlmasi söz konusudur
ama bu iglem, Brouwer'in öngördügü anlamda, ara degerlerin arti, eksi veya sifir clup
olmadigma karar verecek ölçüde 'yapief olmayabilir.

8. Kümeleri (v,w, x, ... z) olarak numaralanz; burada v, herhangi bir leksikografik sis-
teme göre f fonksiyonunu temail eder. Her agamada f(w,x, ...,

2) = 0 olup olmadigmi
kontrol ederiz ve kontrolümüz olumlu sonuç verirse Sw, x, ... z [f(w,x, ... z) = 01öner-
mesini ahkoyanz.

9. Geçenlerde Leonore Blum (bukitabin ciltli ilk baskismdaki görüglerimden etkilenmig
olarak) beni aradi ve Mandelbrot kümesinin (tumleyenküme)benim kitabm metninde
savundugum ve apagida 10. aç1klamada degindigim baglamda, gerçekten yinelenemez
oldugunu kamtladigunbildirdi.

10. Reel sayilann, aheildik reel-degerli fonksiyonlarm hesaplanabilirligi (dogalsayilarm
dogal sayi degerli fonkaiyonlarmdan farkh olarak) ile ilgili yeni bir teori vardir. Blum,
Shub ve Smale (1989)tarafmdan önerilen teoremin aynntilan hakkmda henüz bilgi
edindim. Bu teori kompleks-degerlifonksiyonlara da uygulanabilir olup, kitabm metnin-
de ele alman konularla önem1ibir iliekisi olabilir.

1L Bu problem daha dogra olarak 'yari-gruplar için sözcük problemf clarak amhr. Seç-
me kurallarmm biraz farkh oldugu bagka sözcük problemleri vardir ama bunlar konu-
muzun digmdadir.

12. Hanf (1974)ve Myers (1974),düzlemi yalmz hesaplanamazgekilde kaplayantek bir
kümenin (çoksayida karodan olugan) var oldugunu göstermiglerdir.

13. Ashnda, biras beceriyle, hâlâ P'de bulunan bir büyük n sayisi için n log n loglog a
gibi bir siralamayla agamalarm sayisi azaltilabilir. Bks.Knuth (1981).

14. Daha dogrusu, P, NP ve tam-NP smifian (bkz.s. 174) yalmz evet/hayir tipi.problem-
ler için tammlanungtir(örnegin,a, b ve c verildiginde, a zb = c dogru mudur? gibi soru-
lar); fakat, metinde verilen tammlamalar,amacimiz için yeterlidir.

15. Kesinlikle bir evet/hayir versiyonuna ihtiyacimtz var: Örnegin,seyyar satici için
gundan daha kisa biryol var nndir? (Bkz. açiklama no. 14)
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